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Problema

Quants quadrats (enters) hi ha en progressio
aritmetica?
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Problema

Quants quadrats (enters) hi ha en progressio
aritmetica?

Exemple:1, 25, 49.

Teorema(Fermat)

No hi ha 4 quadrats en progressio aritmetica.
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Demostracio
T4, 75 i o3 estan en progressio aritmetica si
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Demostracio
T4, 75 i o3 estan en progressio aritmetica si

2 — gl =22 — g

T7 + a:§ = 212

Una conica.
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Demostracio
T4, 75 i o3 estan en progressio aritmetica si

2 2 2 2

T7 + a:§ = 212

Una conica.

Té per tant infinites solucions (primitives)
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Demostracio (cont)

T4, 15, v5 | 5 estan en progressio aritmetica si
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Demostracio (cont)

T4, 15, v5 | 5 estan en progressio aritmetica si

2 2 o,.2
xr] + x5 = 225

T3+ xf = 2$§

Quadrats en progressi 0 aritm éetica — p.



Demostracio (cont)

T4, 15, v5 | 5 estan en progressio aritmetica si

2 2 o,.2
xr] + x5 = 225

T3+ xf = 2:E§

Interseccio de dues quadrigues.

Quadrats en progressi 0 aritm éetica —p.



Demostracio (cont)

T4, 15, v5 | 5 estan en progressio aritmetica si

2 2 o,.2
xr] + x5 = 225

T3+ xf = 2:E§

Interseccio de dues quadrigues.

Una corba de genere 1. | com que té punts racion:
(e.g.[1:1:1:1]), és una corba éiptica!
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Demostracio (cont)

T4, 15, v5 | 5 estan en progressio aritmetica si

2 2 o,.2
xr] + x5 = 225

T3+ xf = 2:1:§

Interseccio de dues quadrigues.

Una corba de genere 1. | com que té punts racion:
(e.g.[1:1:1:1]), és una corba éiptica!

E:Y*= (X +4)(X —12)(X —8).
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Demostracio (cont)
E:Y?=(X+4)(X —12)(X — 8) té rang zero



Demostracio (cont)
E:Y?=(X+4)(X —12)(X — 8) té rang zero

E(Q) 2 Z/2Z & 7./AZ



Demostracio (cont)
E:Y?=(X+4)(X —12)(X — 8) té rang zero

EQ)=7Z/27 & 7./47
Els punts racionals corresponent a

5131:1,5132::

:1,5133 —

-1,y = 1
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Demostracio (cont)
E:Y?=(X+4)(X —12)(X — 8) té rang zero

EQ)=7Z/27 & 7./47
Els punts racionals corresponent a

5131:1,5132::

|.e. la successio

:1,5133 —

1,1,1,1

:1,334 —

Quadrats en progressi 0 ar

itm etica



Problema

Que passa si permetem que siguirZde D] per un
certD € Z7?
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Problema

Que passa si permetem que siguirZde D] per un
certD € Z7?

Exemple
1, 5% =25, 7% = 49

A Z|[+/73] hi ha quatre quadrats en progressio
aritmetica.
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Problema

Que passa si permetem que siguirZde D] per un
certD € Z7?

Exemple
1, 5% =25, 7% = 49

A Z|[+/73] hi ha quatre quadrats en progressio
aritmetica.

Exemple
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Problema

Que passa si permetem que siguirZde D] per un
certD € Z7?

Exemple
1, 5% =25, 7% = 49

A Z|[+/73] hi ha quatre quadrats en progressio
aritmetica.

Exemple
7 =49,13° = 169, 17° = 289, 111, 23% = 529

A Z|+/409] hi ha cinc quadrats en progressio
aritmetica.

Quadrats en progressi 0 aritm etica —



Problema General

Quants quadrats hi ha com maxim en un cos de
nombresk en progressio aritmetica?

(Excloent és clar el cas de la progressio aritmetica
constant)
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Teorema

Per a totd > 1, existeix una constarft(d), depenent
nomeés del tal que,
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Teorema

Per a totd > 1, existeix una constarf(d), depenent
nomeés del tal que,

Si K/Q és un cos de nombres ami : Q| = d

Quadrats en progressi 0 aritm ética — p.



Teorema

Per a totd > 1, existeix una constarf(d), depenent
nomeés del tal que,

Si K/Q és un cos de nombres ami : Q| = d

| a,, ;== a-n + beés una progressio aritmetica amb
b e K,
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Teorema

Per a totd > 1, existeix una constarf(d), depenent
nomeés del tal que,

Si K/Q és un cos de nombres ami : Q| = d

| a,, ;== a-n + beés una progressio aritmetica amb
b e K,

| a; €S un quadrat & per

Quadrats en progressi 0 aritm etica —



Teorema

Per a totd > 1, existeix una constarf(d), depenent
nomeés del tal que,

Si K/Q és un cos de nombres ami : Q| = d

| a,, ;== a-n + beés una progressio aritmetica amb
b e K,

| a; €S un quadrat & per

Aleshores: = 0 (i.e. {a, } és la successio constant)

Quadrats en progressi 0 aritm éetica — p.



Traduccio del problema

Una successio aritmetica amluadrats no nuls
consecutius:

2 2 2 2
L1, Lo, Lgy, ..., Ly

ens determind”~! punts de la corba d&":
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Traduccio del problema

Una successio aritmetica amluadrats no nuls
consecutius:

2 2 2 2
L1, Lo, Lgy, ..., Ly

ens determind”~! punts de la corba d&":

2 2 Qx%

2 2 _ 9.2
T5+ Xy = 223

5
|
=
o
|

2 2 2
xn—Q T xn B 2$n_1
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Traduccio del problema

Una successio aritmetica amluadrats no nuls
consecutius:

2 2 2 2
L1, Lo, Lgy, ..., Ly

ens determind”~! punts de la corba d&":

2 2 2
xr] + x5 215

2 2 _ 9.2
T5+ Xy = 223

C), :

2 2 2
xn—Q T xn B an—l

Cada successio ens donaZis! punts

R R et e s 2 e off 0

Quadrats en progressi 0 aritm ética — p.



La corba (),

La corbaC, té genere

g=(n—2)2"""+1
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La corba (),

La corbaC, té genere
g=(n—-2)2"1+1

(Demostracid: usar el recobriment de grau 2
C, — C,_1, ramificat als punts,, = 07, formula de
Hurwitz, induccio.)
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La corba (),

La corbaC, té genere
g=(n—-2)2"1+1

(Demostracid: usar el recobriment de grau 2
C, — C,_1, ramificat als punts,, = 07, formula de
Hurwitz, induccio.)

Té sempre™ ! punts “trivials” corresponents a la
successio constant (igualla
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La corba (),

La corbaC, té genere
g=(n—-2)2"1+1

(Demostracid: usar el recobriment de grau 2
C, — C,_1, ramificat als punts,, = 07, formula de
Hurwitz, induccio.)

Té sempre™ ! punts “trivials” corresponents a la
successio constant (igualla

Es no singular en caracteristica 0 o si ¢y > n.
(Criteri Jacobia)

Quadrats en progressi 06 aritm ética —p. :



ldea

Volem demostrar que $K : Q] = d, i n €s prou gran
aleshores

Co(K)={]1:4£1:41:---: 1]}
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ldea

Volem demostrar que $K : Q] = d, i n €s prou gran
aleshores

Co(K)={]1:4£1:41:---: 1]}

Prenem
c\¥ = Ci/8s,

el producte simetric.
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ldea

Volem demostrar que $K : Q] = d, i n €s prou gran
aleshores

Co(K)={]1:4£1:41:---: 1]}

Prenem
c\¥ = Ci/8s,

el producte simetric.

\Volem veure gue st >> d aleshores

CD(Q) = {“punts trivials”}

n
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Primer pas.

Sols cal veure qué*yg,d)(@) sols té un nombre finit de
punts pem >> d.
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Primer pas.

Sols cal veure qué*,,g,d)(Q) sols té un nombre finit de
punts pemn >> d.

Demostracio: Supose?) e CE@(Q) no trivial.
AleshoresP € C,(K) no trivial per K /Q de grauwd
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Primer pas.

Sols cal veure quéﬁ@(@) sols té un nombre finit de
punts pemn >> d.

Demostracio: Supose?) e G@(Q) no trivial.
AleshoresP € C,(K) no trivial per K /Q de grauwd

Tenim per tanf a; } de K ambn quadrats consecutit
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Primer pas (cont)

Exercicl: Una successio no constant en un cos de
nombres no pot tenir infinits quadrats consecutius
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Primer pas (cont)

Exercicl: Una successio no constant en un cos de
nombres no pot tenir infinits quadrats consecutius

Siguinp el nombres de quadrats consecutiug de.
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Primer pas (cont)

Exercicl: Una successio no constant en un cos de
nombres no pot tenir infinits quadrats consecutius

Siguinp el nombres de quadrats consecutiug de.

Fem el mateix per a cada punt no trivial.

Quadrats en progressi 6 aritm ética —p. :



Primer pas (cont)

Exercicl: Una successio no constant en un cos de
nombres no pot tenir infinits quadrats consecutius

Siguinp el nombres de quadrats consecutiug de.

Fem el mateix per a cada punt no trivial.

Prenem: > np per a totP@ e C\(Q)
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Primer pas (cont)

Exercicl: Una successio no constant en un cos de
nombres no pot tenir infinits quadrats consecutius

Siguinp el nombres de quadrats consecutiug de.

Fem el mateix per a cada punt no trivial.

Prenem: > np per a totP@ e C\(Q)

Q.E.D.
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Segon Pas

Criteri(Faltings,Frey,...):
Si una corba’' té gonalitalyp(C') més gran quéd,

aleshoreg”(? té un nombre finit de punts sob@e
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Segon Pas

Criteri(Faltings,Frey,...):
Si una corba’' té gonalitalyp(C') més gran quéd,

aleshoreg”(? té un nombre finit de punts sob@e

Gonalitat sobrdy<: el minimg tal que existeix un
morfisme de gray C' — P! definit sobrek.
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Segon Pas

Criteri(Faltings,Frey,...):
Si una corba’' té gonalitalyp(C') més gran quéd,

aleshoreg”(? té un nombre finit de punts sob@e

Gonalitat sobrdy<: el minimg tal que existeix un
morfisme de gray C' — P! definit sobrek.

Exemples:
Gonalitat 2 es equivalent a hipefgitica.
Gonalitat 3 a trigonal.
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Tercer Pas
Com calcular la gonalitat?
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Tercer Pas
Com calcular la gonalitat?

Sigui un primemn de bona reduccié d€, C la
reduccio.
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Tercer Pas
Com calcular la gonalitat?

Sigui un primemn de bona reduccié d€, C la
reduccio.

~

Aleshores)g(C) > qr,(C).
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Tercer Pas
Com calcular la gonalitat?

Sigui un primemn de bona reduccié d€, C la
reduccio.

~

Aleshores)g(C) > qr,(C).

Pero la gonalitat sobrE, té relacid amb el nombre ¢
punts racionals.
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Tercer Pas (cont)

Sigui C' una corba sobrg, ambr punts racionals.
Aleshores; > r/(p + 1)
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Tercer Pas (cont)

Sigui C una corba sobr&, ambr punts racionals.
Aleshores; > r/(p + 1)

Demostracié: Prenem: C — P! de grau.

Aleshores
ﬂC(Fp) < Qﬂpl (]Fp)
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Quart Pas

Prenenp > n. Aleshoreg’, té bona reduccio a.
Sigui C,, , la reduccid.
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Quart Pas

Prenenp > n. Aleshoreg’, té bona reduccio a.
Sigui C,, , la reduccid.

Fet:
ﬁcn,p(FpQ) Z 2n—1 _|‘p2n_2
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Quart Pas

Prenenp > n. Aleshoreg’, té bona reduccio a.
Sigui C,, , la reduccid.

Fet:
ﬁcn,p(FpQ) Z 2n—1 _|‘p2n_2

Conseqguencia:

n—2 P + 2 n—2
QFPQ (Cn,p) > 2 p2 g > 2 /n
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Quart Pas

Prenenp > n. Aleshoreg’, té bona reduccio a.
Sigui C,, , la reduccid.

Fet:
ﬁcn,p(FpQ) Z 2n—1 _|‘p2n_2

Conseqguencia:

n—2 P + 2 n—2
QIsz (Cn,p) > 2 p2 g > 2 /n

Conseqguencia:

—_ ~—— —_ ~——

2" > qo(Cn) 2 qr,(Cup) > qr ,(Crp) > 2772 /n

Quadrats en progressi 06 aritm ética —p. :



Cingque Pas

HC,p(Fp2) > 2771 4 p2n =2
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Cingque Pas

HC,p(Fp2) > 2771 4 p2n =2

Prenem una successio aritmetic,aqualsevol, no
zero. N'hi hap + 1 de diferents, modul equivalenciz
(les de la forma,; = ¢ + b variantbentreO i p — 1, 1 la
constant.)
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Cingque Pas

HC,p(Fp2) > 2771 4 p2n =2

Prenem una successio aritmetic,aqualsevol, no
zero. N'hi hap + 1 de diferents, modul equivalenciz
(les de la forma,; = ¢ + b variantbentreO i p — 1, 1 la

constant.)
A FF,» cadascuna te tots els membres quadrats.
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Cingque Pas

HC,p(Fp2) > 2771 4 p2n =2

Prenem una successio aritmetic,aqualsevol, no
zero. N'hi hap + 1 de diferents, modul equivalenciz
(les de la forma,; = ¢ + b variantbentreO i p — 1, 1 la

constant.)
A FF,» cadascuna te tots els membres quadrats.

La successié constant ens d@fia' punts.

Les altres successions ens determi2iert punts o
mes (compte amb ets = 0, que només n’hi ha un
com a molt doncg > n.)
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Cingque Pas

HC,p(Fp2) > 2771 4 p2n =2

Prenem una successio aritmetic,aqualsevol, no
zero. N'hi hap + 1 de diferents, modul equivalenciz
(les de la forma,; = ¢ + b variantbentreO i p — 1, 1 la

constant.)
A FF,» cadascuna te tots els membres quadrats.

La successié constant ens d@fia' punts.

Les altres successions ens determi2iert punts o
mes (compte amb ets = 0, que només n’hi ha un
com a molt doncg > n.)

Tenim per tan2” ' + p2"~* punts diferents &'(F ).
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Resum
\Volem gue pern prou gran

| sabem
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Resum
\Volem gue pern prou gran

| Sabem
C]@(Cn) > 2n—2/n'

Prenemn tal que

2" In > 2d

AleshoresC'”) té un nombre finit de punts sob@
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Resum (cont)

Per tant pen prou gran en funcio dé, C' només té
els punts trivials sobr@
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Resum (cont)

Per tant pen prou gran en funcio dé, C' només té
els punts trivials sobr@

Per tant sih €s prou gran en funcio déno hi han
guadrats consecutius en successio aritmetica no
constant
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Resum (cont)

Per tant pen prou gran en funcio dé, C' només té
els punts trivials sobr@

Per tant sih €s prou gran en funcio déno hi han
guadrats consecutius en successio aritmetica no
constant

Q.E.D.
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Problemes per resoldre

« Hi ha 6 quadrats consecutius en un cos quadr
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Problemes per resoldre

« Hi ha 6 quadrats consecutius en un cos quadr

 Podem determinar una cota inferior efectiva p
F(d)?
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Problemes per resoldre

« Hi ha 6 quadrats consecutius en un cos quadr

 Podem determinar una cota inferior efectiva p
F(d)?

« Podem determinar una cota superior efectiva
F(d)?
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Generalitzacions

| si enlloc de successio aritmetica posem “valors
consecutius de un polinomi de grau dos”™?
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Generalitzacions

| si enlloc de successio aritmetica posem “valors
consecutius de un polinomi de grau dos”™?

El problema es tradueix a estudiar punts racionals
certes superficies.
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Generalitzacions

| si enlloc de successio aritmetica posem “valors
consecutius de un polinomi de grau dos”™?

El problema es tradueix a estudiar punts racionals
certes superficies.

La conjectura de Lang permetria demostrar que:
existeix una’ tal que si un polinomi de grau dos té
mes deC' valors quadrats consecutius, aleshores €
polinomi al quadrat.
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L 'algebra dels dits:
mentre passa la tarda
cargolo el desti.
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