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Resum

En aquest treball de final de grau, s’aborda ’estudi dels jocs de suma
zero per a dos jugadors dins del marc de la teoria de jocs. Com a aplicacid
i segon objectiu principal d’aquest treball, s’analitza en detall I’obra titu-
lada “Duel”, creada per Iannis Xenakis, que presenta un joc de suma zero
on dues orquestres interpreten les estratégies triades pels seus directors
respectius.

Per aconseguir-ho, s’explora primer la teoria de jocs en general, inclo-
ent la definicié de joc en forma normal. Seguidament, s’aprofundeix en el
concepte de joc de suma zero per a dos jugadors i el d’estratégies pures.
També s’introdueix qué és un punt de sella. A més, s’explora la nocio
d’equilibri de Nash en un joc amb estratégies pures. Mantenint com a
objectiu del treball arribar a analitzar ’obra “Duel”, s’incorpora la noci6
d’estratégia mixta. Aixi mateix, s’explora ’equilibri de Nash per a estra-
tégies mixtes.

Finalment, es presenta la nocié de valor d’un joc i s’exposa el Teorema
minimax i, per concloure el treball, s’analitza detalladament I’obra “Duel”
de Tannis Xenakis des de la perspectiva de la teoria de jocs, tot identi-
ficant els seus elements clau i les implicacions que té en relacié amb els
conceptes i resultats estudiats al llarg del treball.

Abstract

In this thesis, the study of zero-sum games for two players is addressed
within the framework of game theory. As an application and the second
main objective of this work, the work entitled “Duel”, created by Iannis
Xenakis, which presents a zero-sum game where two orchestras interpret
the strategies chosen by their respective conductors, is analyzed in detail

To achieve this, we first explore game theory in general, including the
definition of a game in normal form. Next, the concept of two-player
zero-sum games and pure strategies is explored. It also introduces what
a saddle point is. Furthermore, the notion of Nash equilibrium in a game
with pure strategies is explored. Keeping the aim of the work to analyze
the work “Duel”, the notion of mixed strategy is incorporated. Likewise,
the Nash equilibrium for mixed strategies is explored.

Finally, the notion of the value of a game is presented and the Mini-
max Theorem is presented and, to conclude the work, the work “Duel” by
Tannis Xenakis is analyzed in detail from the perspective of game theory,
all identifying its key elements and the implications it has in relation to
the concepts and results studied throughout the work.



1 Introducci6o

La teoria de jocs és ’area de les matematiques que estudia la presa de decisions
estratégiques en situacions d’interaccié entre el que s’anomenen jugadors, un
conjunt d’agents racionals. Aquesta teoria és aplicable en diferents ambits com,
per exemple, la politica, I’economia o la biologia. A través de models matema-
tics, la teoria de jocs proporciona eines per analitzar i inclis predir els resultats
de les interaccions estratégiques en diverses situacions, des de conflictes politics
fins a competéncies empresarials o pugnes entre animals.

En aquest treball s’estudien un tipus concret de jocs, els jocs de dos jugadors de
suma zero. Aquests jocs es caracteritzen perqué el guany d’un jugador implica
necessariament una pérdua equivalent per l'altre jugador. Per posar un exemple
senzill, un partida de poquer de dos jugadors, tots els diners que guanya un dels
jugadors després de la partida son els diners que perd l'altre jugador. Els jocs
de suma zero s6n un dels casos més comuns en la teoria de jocs i proporcionen
una base solida per comprendre els conceptes fonamentals d’aquesta disciplina.

Durant aquest estudi, primer s’introdueixen definicions i nocions basiques de
la teoria de jocs necessaries per després d’aplicar-les en un cas practic. S’es-
tudien els diferents tipus d’estratégies, els pagaments i les diferents solucions
possibles en aquests jocs, aixi com el concepte d’equilibri (tant pur com mixt)
de Nash, que és una noci6 clau en la teoria de jocs.

Un altre ambit en el qual s’ha fet servir la teoria de jocs és en la creativitat
artistica, més concretament a la musica. En aquest treball parlarem de ’obra
“Duel”, composta per lannis Xenakis, considerat un dels compositors més inno-

vadors del segle XX.

L’obra musical de Xenakis és coneguda per ’avantguarda, utilitzant métodes
i técniques com ara ’aplicacié de la teoria de jocs a la composicié musical. Xe-
nakis va ser un pioner en 1'ts de les matematiques i la fisica en la composicid
musical. Va desenvolupar métodes innovadors basats en models matematics i
en conceptes de probabilitat per crear estructures sonores complexes.

“Duel” és un exemple destacat de I'enfocament tnic de Xenakis en la composi-
ci6. Aquesta obra, composta el 1959, és un experiment que aplica els principis
de la teoria de jocs a la composicié6 musical. En aquesta pega, dues orquestres
‘juguen” un joc de suma zero, on els moviments de cada orquestra afecten di-
rectament els resultats i ’execucié de 1'obra. A través d’aquesta estructura de
joc, Xenakis crea una experiéncia musical interactiva, on els jugadors musicals
son particips actius en la generacio i la transformaci6 del so.

La innovadora contribucié de Xenakis a la musica contemporania ens permet
explorar les seves composicions des d’'una perspectiva matematica.
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2 Teoria de Jocs

Un joc és una situaci6 en la qual els participants, anomenats jugadors, prenen
decisions, amb certes regles establertes, per obtenir una recompensa.

Els jocs poden tenir diferents formes i formats, incloent jocs de taula com el
Monopoli o els escacs, jocs esportius com el futbol o el basquet, jocs de cartes
com el poquer, i fins i tot jocs virtuals o en linia.

A simple vista es poden diferenciar dos tipus de jocs, els jocs competitius o bé
els jocs cooperatius. En qualsevol d’ells, els jugadors han de decidir quina accié
efectuar en funcio de les accions dels altres jugadors per tal de maximitzar el
seu benefici o bé minimitzar les pérdues.

Per a aquest capitol s’ha consultat els llibres “A Course in Game Theory”, de
Martin J. Osborne i Ariel Rubinstein [8] i “Game Theory”, de Thomas S. Fegu-
son [2]. Aquests han servit per comprendre diversos aspectes de la teoria de jocs.

Alhora, s’han fet servir dos documents del MIT per entendre els jocs de suma
zero [6] o com arribar a calcular el valor d’un joc [7].

Per fer més entenedors els conceptes s’han elaborat, de manera independent,
exemples per observar diferents situacions que poden pasar en un joc.

2.1 Primeres definicions

Com que cada jugador haura de decidir quina acci6 prendre, aquest tindra
una relaci6 de preferéncia entre les seves possibles accions per tal d’arribar a
maximitzar el seu benefici o bé minimitzar les seves pérdues.

Definiciéo 1. Una relacié de preferéncia 7~ és una relaci6 d’ordre total i

~

completa. Es a dir, és una relacié binaria en un conjunt X tal que és:
e Reflexiva: Vo € X, x = x
o Antisimétrica: Yr,y € X,sixz 5y iy 2 x, aleshores x = y
e Transitiva: Vx,y,z € X, sl x 22y iy 7 z, aleshores x - 2.
e Lineal: Vx,y € X es compleix que z 7~ y o0 bé que y - x.

Definici6 2. Una manera de donar una relacié de preferéncia és amb una funcio
de pagament U : X — R en el seglient sentit:

xrmy<U(z) >Uy) Vo,y € X. (1)

Un cop definit qué és una relacié de preferéncia es pot definir qué és un joc en
forma normal.



Definicié 3. Un joc estratégic (o joc en forma normal) consisteix en:
e Un conjunt finit N de jugadors.
e Per tot jugador ¢ € N, un conjunt no buit d’accions A;.

e Una relacio de preferéncia del jugador i, que denotem per =—;, al conjunt
total I’A = XjENAj-

Si el conjunt d’accions A; de cada jugador i és finit, aleshores el joc és finit.

En aquest treball considerarem jocs de dos jugadors tot suposant que tenim una
funcioé de pagament donada per a cada jugador. Un joc normal (de dos jugadors)
es pot representar en una taula posant com a files les possibles accions del
jugador 1 i com a columnes les possibles accions del jugador 2. Aleshores podem
representar la funci6 de pagament com una matriu (de pagaments) M € M, x .
Cada component de la matriu U, a;; = (bij,c;j) € R x R és el pagament que
rep el jugador 1 (b;;) i el que rep el jugador 2 (¢;;) si el jugador 1 efectua I’acci6
i€{l...n}1iel jugador 2 efectua l'accio j € {1...m}.

Ezemple 4. Considerem un joc amb la segiient taula de pagaments:

Jugador 2

Ch Co

Fy | (3,2) | (1,1)

Jugador 1 B (1) (23

En aquest cas, si el jugador 1 fa I'accié Fj i el jugador 2 I'accié C1, el jugador
1 obté un benefici de 3 unitats mentre que el jugador 2 obté un benefici de 2
unitats.

En cas que la matriu de pagaments vingui representada per components a;; € R,
aleshores estem davant d’un joc de suma zero, el qual definirem a continuaci6.
La manera d’entendre la matriu de pagaments és pensant que el jugador 1 rep
un pagament de a;; mentre que el jugador 2 de —ay;.

Definici6é 5. Considerem un joc de dos jugadors on cadascun dels quals té un
conjunt finit d’accions A; i A5 respectivament. Suposem que un jugador té una
funci6 de pagament denotada per U; : A1 x As — R per ¢ = 1,2. Aleshores el
joc és un joc de dos jugadors amb suma zero si compleix:

Ul(ahag) = —Ug(ahag) Yai € A17a2 S A2 (2)

Per tant, per qualsevol joc de suma zero per a dos jugadors, els guanys d’un
jugador son les pérdues de 'altre. En aquest tipus de jocs, els interessos dels
jugadors sén completament oposats.

Un cop se sap representar i entendre un joc de suma zero per a dos jugadors,
és necessari distingir entre les possibles estratégies que es poden dur a terme



per cada jugador. L’estratégia d’un jugador és un pla d’accié6 complet, on s’es-
pecifica quina accié prendria el jugador davant qualsevol possible escenari que
es pugui produir. Intuitivament es pot pensar que un jugador tria accions a
mesura que va avancant el joc (cada cop que li toca efectuar una acci6), una
estratégia ho resol tot abans de comengar a jugar.

Ezemple 6. Pedra, paper, tisores: Siguin Jugadorl i Jugador2 els jugadors que
juguen al joc, aleshores:

e N = {Jugadorl, Jugador2}.
e A; = {Pedra, Paper, Tisores} Vi € N.
e Sigui Uy : A1 X As — R la funcié de pagament del jugador 1, aleshores

Uy (Pedra, Tisores) = U, (Paper, Pedra) = Uy (Tisores, Paper)
> U; (Pedra, Pedra) = Uy (Paper, Paper) = Uy (Tisores, Tisores)
> U; (Pedra, Paper) = U; (Paper, Tisores) = U; (Tisores, Pedra).

e Sigui Us : Ay X Ay — R la funcié de pagament del jugador 2, aleshores

Us(Pedra, Paper) = Uy (Paper, Tisores) = Us(Tisores, Pedra)
> Uy(Pedra, Pedra) = Uy (Paper, Paper) = Uy (Tisores, Tisores)
> Uy (Pedra, Tisores) = Uy (Paper, Pedra) = Uz (Tisores, Paper)

Podem representar, per tant, la matriu de pagaments del jugador 1 en la segiient
taula:

JUGADOR 2

®0®
IR

Figura 1: Taula de pagaments del jugador 1.

JUGADOR 1

Tal i com hem dit anteriorment, la matriu de pagaments del jugador 2 és la
mateixa perd canviant el signe de les components de la matriu de pagaments
del jugador 1.



En aquest treball considerarem jocs de suma zero. Per tant, suposarem que A;
és el conjunt d’accions del jugador i = 1,2 i que U; : A1 X Ay — R és la funcio
de pagament del jugador ¢ = 1,2. També suposarem que tenim una taula de
pagaments del jugador 1 (recordem que la taula de pagaments del jugador 2 és
la mateixa perd canviant el signe de cada component), la qual vindra donada
per una matriu de pagaments on cada component a;; és un real.

2.2 Estratégies pures

Ara que sabem el tipus de jocs que estudiarem en aquest treball, hom pot
preguntar-se quins tipus d’estratégia hi ha i quina és la millor a seguir en cada
joc.

Definicié 7. Considerem un joc en forma normal de suma zero amb n files i m
columnes, diem que un jugador segueix una estratégia pura si sempre tria la
mateixa accio.

Definicié 8. Com que el jugador 1 desitja maximitzar el seu benefici, podria
escollir la seva estratégia per tal de maximitzar el seu minim benefici inde-
pendentment de 'estratégia del jugador 2. Al fer aixo, el jugador 1 adoptaria
una estratégia maximin pura. Al seguir-la, el jugador 1 rebra el pagament:
MaXg, A, Milg, e, Ular, az).

Reciprocament, com que el jugador 2 vol maximitzar el seu benefici (és a dir,
minimitzar el benefici del jugador 1), podria escollir la seva estratégia per tal de
minimitzar el maxim benefici del jugador. Al fer-ho, estaria adoptant una estra-
tégia minimax pura.Al seguir-la, el jugador 1 rebra el pagament: min,,ca,
maXg, A, U(a1, ag).

Si els dos jugadors segueixen les estratégies maximin i minimax pures, tenim
una fita inferior i una superior pel benefici del jugador 1. Sigui B aquest benefici
(el benefici del jugador 2 sera — B, aleshores:

max min U(ar,a2) < B < min max U(a,as)

a1 €A1 az€A2 az€Az a1€A;
D’on:
max min U(ay,az) < min max Ulay,as) (3)
a1 €A1 az€A2 az€A2 a1 €A

Il-lustrem aquests dos conceptes amb uns quants exemples on es mostri que el
resultat del joc es mou entre les fites:

Ezemple 9. Considerem un joc de suma zero per a dos jugadors amb la segilient
taula de pagaments pel jugador 1:



Jugador 2
Ci1 | Cy | Cs
|41 3
0
-2

Jugador 1 | Fo | 5 | -1
F3 ] 1 0

e Estratégia maximin pura: Hem de calcular el maxim dels minims de
cada fila. Es a dir: max{min{—4,1,3}, min{5, —1,0}, min{1,0,-2}} =
max{—4,—1,—-2} = —1. Aixi, si el jugador 1 escull sempre l'acci6 Fs,
tindra un minim benefici de -1.

e Estratégia minimax pura: Hem de calcular el minim dels méaxims de cada
columna. Es a dir: min{max{—4,5,1}, max{1, —1,0}, max{3,0, —2}} =
min{5,1,3} = 1. Per tant, si el jugador 2 escull sempre l'acci6 Cy s’asse-
gura que el benefici del jugador 1 sigui, com a molt, 1.

Recapitulem: sigui B el benefici del jugador 1, si el jugador 1 escull Fy, alesho-
res —1 < B. D’altra banda, si el jugador 2 escull Cs, aleshores B < 1. Ara bé,
si ambdos jugadors trien [ i Cy, B = —1 = maxX;eq1 2,3y Minjeq1,2,31 Uais).

Vegem un exemple molt semblant perd amb un resultat diferent:

Ezemple 10. Considerem un joc de suma zero per a dos jugadors amb la segilient
taula de pagaments pel jugador 1:

Jugador 2
Cy | Cy | Cs
o 1 3
Jugador 1 | Fr, | 5 | -1 | -1
F3 | 1 | -1]-2

e Estratégia maximin pura: 0. Aixi, si el jugador 1 escull 'accié Fi, tindra
un minim benefici de 0.

e Estratégia minimax pura: 1. Per tant, si el jugador 2 escull l'accio Cy
s’assegura que el benefici del jugador 1 sigui, com a molt, 1.

Aixi: sigui B el benefici del jugador 1, si el jugador 1 usa una estratégia de triar
F1, aleshores 0 < B. D’altra banda, si el jugador 2 segueix l'estratégia de triar
C5, aleshores B < 1. Per ultim, si tots dos jugadors escullen F; i C5, aleshores
B=1= Hlinje{LQ,g} maxie{17273} U(a”)

Vegem un ultim exemple on el resultat no sigui una de les fites:



Ezxemple 11. Considerem un joc de suma zero per a dos jugadors amb la segilient
taula de pagaments pel jugador 1:

Jugador 2
Ci1 | Cy | Cs
|41 3
Jugador1 | Fo | 5 | -2 | O
F3 ] 1 0| -1

e Estratégia maximin pura: -1. Aixi, si el jugador 1 escull 'accié F3, tindra
un minim benefici de 0.

e Estratégia minimax pura: 1. Per tant, si el jugador 2 escull 'accié Co
s’assegura que el benefici del jugador 1 sigui, com a molt, 1.

Per tant: sigui B el benefici del jugador 1, si el jugador 1 usa una estratégia de
triar F3, aleshores —1 < B. D’altra banda, si el jugador 2 segueix 'estratégia
de triar C5, aleshores B < 1. Per ultim, si tots dos jugadors escullen F5 i Cj,
aleshores B=0¢€ (-1,1)

També podria ser que l'estratégia maximin o l'estratégia minimax pures no
siguin dniques:

Ezemple 12. Considerem un joc de suma zero per a dos jugadors amb la segilient
taula de pagaments pel jugador 1:

Jugador 2
Cy | Cy | Cs
F|-4]1 3
0
-2

Jugador 1 | Fr | 5 | -1
F; | 1 0

e Estratégia maximin pura: Hem de calcular el maxim dels minims de
cada fila. Es a dir: max{min{—4, 1,3}, min{5, —1,0}, min{1,0, -2}} =
max{—4,—1,—2} = —1. Aixi, si el jugador 1 escull 'accié F», tindra un
minim benefici de -1.

e Estratégia minimax pura: Hem de calcular el minim dels maxims de cada
columna. Es a dir: min{max{—4,5,1}, max{1, —1,0}, max{3,0, —2}} =
min{5,1,3} = 1. Per tant, si el jugador 2 escull I'accio Cy s’assegura que
el benefici del jugador 1 sigui, com a molt, 1.

Recapitulem: sigui B el benefici del jugador 1, si el jugador 1 usa una estratégia
d’escollir Fy, aleshores —1 < B. D’altra banda, si el jugador 2 segueix l’estra-
tegia d’escollir Cy, aleshores B < 1.



Per tant, les fites inferiors i superiors del benefici del jugador 1 séon: —1 < B <1
pero, en cas que els jugadors segueixin les estratégies maximin i minimax pures,
respectivament,
Ens podem trobar en la situacié en la qual la fita inferior i la superior siguin
iguals, és a dir:
max min U(ay,a2) = min max U(a,as 4
a1 €A1 az€A2 ( ’ ) az€A2 a1 €A ( ’ ) ( )
En cas de complir-se aquesta casuistica, podrem definir nous termes de la teoria

de jocs:

Definicié 13. Considerem un joc de suma zero per a dos jugadors. Sigui A;
el conjunt d’accions disponibles, U : A; x A — R la funcié de pagaments
del jugador 1 (la del jugador 2 sera Us(ai,az) = —U(aq1,az) i suposem que es
compleix l'equaci6 (4). En aquest cas, existeixen af € Aj, a € As tals que:

* * . .
U(al,a3) = maxg,ca, MiNgyeca,U(a1, a2) = Ming,c 4,MaZq, ca,U(a1,az)
Un perfil (a}, a3) s’anomena punt de sella del joc si, a més a més, compleix:

U(a7,a3) = max U(ay,al),
a1 €A

U(al,a’) = min U(aj,az).
as€Az

Es a dir, si el pagament és minim per la seva fila i maxim per la seva columna.
Un joc amb, com a minim, un punt de sella, s’anomena joc estrictament
determinat, i I'eleccié de cada jugador de la seva fila o columna corresponent
es denomina estratégia pura optima.

Pot ser que un joc no tingui cap punt de sella, tal i com hem vist a ’Exemple 9.

Proposicié 14. Considerem un joc de suma zero per a dos jugadors amb matriu
de pagaments M i funcio de pagaments U : A1 X Ay — R del jugador 1 (la del
Jugador 2 sera Us(ay,as) = —U(ay,az)). Si es compleix que

MATa, e A, MiNaseA,U(a1, a2) = Ming,c4,maxq,ca,U (a1, az)
aleshores podem assequrar l’existéncia de, com a minim, un punt de sella.

Demostracid. Suposem que :
MAT gy € Ay MMy e A, U(a1,02) = Ming,ca,maq, ca,U(a1,a2) = n.

Aleshores, el més petit dels maxims de les columnes és n. Suposem que aquest
(podria haver més d’un) esta a la columna j. Es a dir, max,, ea, U(a1,j) =n
i, per tant, U(ay,j) < n, Vaj € 4.

10



Alhora, el més gran dels minims de les files també és n. Suposem que aquest
(podria haver més d’un) esta a la fila i. Es a dir, ming,ea, U(4,a2) = n i, per
tant, U(i,as) > n,Vas € As.

Llavors n < U(i,7) < n, pel que U(i,j) = n.

Aixi, el perfil (¢,4) compleix:
1. U(,j) =n=maxe, ca,Mina,ca,U(a1,a2) = Ming,ca,maxq, ca,U(a1,az).
2. U(i,j) = n = maxg, ea, Ula1,j).
3. U(i,7) =n =ming,ea, U(i, a2).

Per tant, (i,7) és un punt de sella. O

Definicié 15. Considerem un joc de suma zero per a dos jugadors, sigui A;
el conjunt d’accions del jugador ¢ = 1,2 i sigui U la funcié de pagaments del
jugador 1. Un equilibri de Nash en un joc amb estratégies pures és una
component de la matriu de pagaments a* = (a3, a3), on af € A;, Vi = 1,2 tal
que:
U(al,a3) > Ul(ar,a3) Vai € A;.
Ual,a3) <U(aj,a2) Vas € As.

(5)

Aixo és el mateix que dir que si tenim un joc en forma normal amb funcié de
pagaments U : A; x As — R, aleshores el perfil (a}, a}) compleix:
U(aj,as) = min U(a],a
(0f,43) = min U(aj,a2)
U(al,a3) = max Ul(ay,al)
a1 €A1
Es a dir, un equilibri de Nash amb estratégies pures és un perfil a* en el qual cap

jugador pot arribar a treure un benefici major si canvia la seva accié (mantenint
constant ’accio de l'altre jugador).

En cas que l'equacié (5) sigui una desigualtat estricta, s’anomena equilibri
de Nash estricte per a a; # af em (5). En cas contrari, s’anomena equilibri
de Nash feble.

—o Comentari: La condici6 per ser equilibri pur de Nash és la mateixa que la
segona condicié per ser un punt de sella.

Proposicio 16. Als jocs de suma zero per a dos jugadors, un perfil (af,a}) és
un punt de sella < és un equilibri pur de Nash.

Demostracio. (=) Trivial.
(<) Sigui (af, a3) un equilibri pur de Nash, hem de veure si compleix:

U(al,ay) = maxg,ea, Mming,ea,U(a1,a2) = ming,ea,mazq, ca,U(a1, az)

Suposem que Ul(aj,a3) = n. Com que (a},a}) és un equilibri pur de Nash,
aleshores la matriu de pagaments del joc es pot escriure de la forma:

11



Jugador 2

Cl CQ a§ Cn

Fl Sn

F2 STL

Jugador 1 <n
ai | Z2n|>2n|>n n >n | >n

: <n

Fn STL

Ara, el minim de cada fila és un real | < n a totes les files menys a aj, que és
n. AiXi, max,, e 4, Milg,ca, Ular,a2) = max,, ca, {l,n} =n.

D’altra banda, el maxim de cada columna és un real m > n a totes les columnes
menys a a3, que és n. Aixi, ming,ec 4, maxq, ca, U(a1, a2) = ming,eca,{m,n} =
n.

Per tant,
U(a7,a3) = maxg,ca, Ming,ca,U(a1, a2) = Ming,c 4,mazq, ca,U(a1,a2) = n,
pel que ’equilibri de Nash és un punt de sella. O

—o Comentari: En jocs de suma no zero, un punt de sella és un equilibri de
Nash pero el reciproc és fals.

Ezemple 17. Busquem els punts de sella d’un joc amb la segiient matriu de
pagaments:

Jugador 2
Cy | Cy | Cs
|1 ]-3]-1
Jugador 1 | Fy | 4 2 1
F | -2 1 -11]-5

Per definicio, un punt de sella és un perfil (af,a3) on a* € A, b* € B tal que:
Ul(al,a3) = maza:ea, Minagsea,Ul(ay, a5) = minggea,mazq:ea,Ulal, a3)

A més a més, aquest perfil ha de ser el minim pagament de la seva fila i el maxim
pagament de la seva columna. Calculem primer maz,, e, Mina,ca,U (a1, asz):

max min U(a1,as) = max{min{1l, -3, -1}, min{4, 2,1}, min{—2, -1, —5}}
a1€A1 az€A>

=max{-3,1,-5} =1

12



Ara calculem ming,eca,maxq, ca,U(a1,az):

min max U(aj,as) = min{max{1,4, —2}, max{—3,2, —1}, max{—1,1,—5}}
az€A2 a1 €A

=min{4,2,1} =1
Aixi, els punts (Fy,C1) i (Fa, Cs) son candidats a ser punt de sella, pero
U(F1,C) =1<4=U(F,,C),

pel que no és un maxim a la seva columna aixi que no és un punt de sella mentre
que (Fy,C3) si que ho és.
Ara bé, pot ser que tinguem més d’un punt de sella. Vegem-ne un exemple:

Ezemple 18. Busquem els punts de sella d’un joc amb la segiient matriu de
pagaments:

Jugador 2
C, | Cy | C
Fy | 3 1 2
Jugador 1 | Fr | 4 1 2
Fy| -2 | -11] -5

Fent el mateix que a ’exemple anterior:
U(al,a3) = maxafeAlmina;GMU(a*{, asy) = mina;GAQmaactqulU(a“{7 ay)
Aixi:
max min U(a],as) = max{min{3, 1,2}, min{4, 1,2}, min{-2, -1, -5}} =
aj €A1 az3€A,
=max{1l,1,-5} =1
D’altra banda:
min max U(a],a}) = min{max{3,4, —2}, max{1,1, -1}, max{2, 2, -5} }
az€Az af €A,
=min{4,1,2} =1

Aixi podem concloure que el punt (A, By) és un punt de sella perd el punt
(Aq, By) també. Per tant, els dos son equilibris purs de Nash, ja que:

o U(Az, By) = minyep, B,,B,} U(A2,b) i, per tant, 'acci6 By és la millor
resposta del jugador B a que el jugador A faci 'acci6 As (i el mateix per
Aq).

e U(Ay, By) = U(Az, Ba) = maxaeqa1,42,43) Ula, B3) i, per tant, les accions

Ay i Ay son la millor resposta del jugador A quan el jugador B efectua
l'accio Bs.

13



2.3 Estratégies mixtes

També pot passar que la millor estratégia per a un jugador sigui anar canvi-
ant d’accié segons algun criteri (com, per exemple, seguint una distribucié de
probabilitat).

Definicié 19. Considerem un joc de 2 jugadors, pel jugador ¢ = 1,2, una
estratégia mixta o; sobre el conjunt d’accions A;, és una distribuci6é de pro-
babilitat sobre A;. Ho denotem per o; € ¥; on ¥; és el conjunt de distribucions
de probabilitat sobre A4; i 0;(a;) és la probabilitat que a Pestratégia o; s’assigni
a laccio a; € A;.

Definici6 20. Una estratégia mixta conjunta és un vector o € ¥ = H?:l i,
o = (01,02), on 0; € %2, Addicionalment, suposem que els jugadors escullen
les estratégies mixtes de forma estadisticament independent.

Proposicié 21. El conjunt d’estratégies pures €s un subconjunt del conjunt
d’estratégies miztes.

Demostracid. Siguin = |A|, on A és el conjunt d’accions disponibles del jugador
1 =1,2. Com que, per definicid, una estratégia pura és prendre només una accio,
podem pensar que P(A4;) =0 Vi € {1,...,n},i # j per algun j € {1,...,n} i
P(A;) = 1. Per definicio, aixo és una estratégia mixta. O

Definici6 22. Considerem un joc de suma zero per a dos jugadors, ’estratégia
mixta optima és la millor estratégia que pot seguir un jugador. Suposem que
els jugadors son 11 2 i que el jugador 1 pot efectuar n accions mentre que el
jugador 2 té m accions disponibles (és a dir, tenim una matriu de pagaments de
dimensions n x m). Per cada fila i € 1,...,n, denotem per z; a la probabilitat
del jugador 1 d’escollir la fila i. Aleshores per cada columna j € 1,...,m, el
pagament esperat del jugador 1 per la columna j és P; = Y U(4,5) - ;.
Aleshores, el pagament esperat pel jugador 1 és, com a minim, min;e1 . {FP;}
i tenim una fita inferior.

Aixi, lestratégia mixta optima és aquella que assigna les probabilitats x1, ..., T,
per tal de maximitzar el minjeq, ., {P;}. Per tant, tenim el seglient problema
d’optimitzacio:

maxminjer,m{P;},

n

P :ZU(i,j)‘wi, Vje{l,...,m},

i=1

n
in:lv

=1

x; >0, Vie{l,...,n}.

Ara, definint z com z = minje1,._,»{P;}, obtenim el segiient problema de pro-
gramacio lineal:
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max z,

2<> U(i,j) -z, Vje{l,...,m}
=1

Zl’iil,

=1
z; >0, Vie{l,...,n}.

El qual es pot resoldre mitjancant el métode simplex.

Analogament, per cada j € {1,...,m}, denotem per y; a la probabilitat del
jugador 2 d’escollir la columna j. Aleshores per cada fila i € 1,...,n, el paga-
ment esperat del jugador X per la fila i és P; = Z;"Zl U(i,7) - v

Aleshores, el pagament esperat pel jugador A és, com a molt, max;e1,. o {F;} 1
tenim una fita superior.

Ara, sigui w = max;e1,. ,{PF;}, tenim el seglient problema de programacio li-
neal:

min w,

w>>"U(i,j) -y, Vie{l,...,n},
j=1

doui=1
j=1

Definicié 23. Una estratégia mixta conjunta o* € ¥ és un equilibri de Nash
si, per tot jugador i = 1,2 i per tota estratégia o; € X;, tenim:

U(oy,03) > Ular,03) VYay € Ay
U(oy,03) <U(o7,a2) Vag € Az

(6)
Per tant, cap jugador pot millorar el pagament que espera rebre canviant la
seva estratégia unilateralment, donada 'estratégia mixta dels altres jugadors.

Exemple 24. Considerem un joc amb la segiient taula de pagaments, calculem
les probabilitats de cada accié per tenir una estratégia mixta optima per cada
jugador.

Definim z1, 2, x3 com les probabilitats del jugador 1 de fer I'accié Fi, Fs, F3
respectivament. Ara, si el jugador 2 escull:

e (1, aleshores el pagament esperat del jugador 1 és

Poi=-2-21+2 25+1 23 =—-221 4+ 229 + 3.
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Jugador 2
Ci1 | Cy | Cs
|21 2
0
-2

Jugador 1 | Fp | 2 | -1
F3 ] 1 0

e (5, aleshores el pagament esperat del jugador 1 és

P2 2:1'$1+(71)'$2+0‘Z’3:‘Il*zg.

e (3, aleshores el pagament esperat del jugador 1 és

P3 212'171%’0'1324*(72)'1’3:250172183.

Per tant, el pagament esperat del jugador 1 és, com a minim, min{ Py, Py, Ps}.
Resolent el problema de programacié lineal:

max z
z < —2x1 + 229 + x3,
z < w1 — T,

z < 2z — 2x3,
r1+xo+ a3 =1,
r1,x2,x3 > 0.

Arribem a la soluci6é optima amb el métode del simplex, resolt mitjangant ordi-

nador:
7 5 1 1

E7 T2 = T87 €r3 =
De la mateixa manera, denotem per y1,y2,y3 a les probabilitats del jugador 2
de fer I'accié C1, Csy, C5 respectivament. Ara, si el jugador 1 escull:

xr1 =

e [, aleshores el pagament esperat del jugador 1 és
Pri==-2-y1 +1-y2+2-ys = =241 + y2 + 2y3.
e [ aleshores el pagament esperat del jugador 1 és
Py=2-y1+(=1) y2+0-ys =2y1 — p.
e [, aleshores el pagament esperat del jugador 1 és
Py:=1-y1+0-y2+2-ys =y1 + 2ys.

Per tant, el pagament esperat del jugador 1 és, com a molt, max{P, Py, Ps}.
Resolent el problema de programacio lineal segiient:
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min w

w > —2y1 + Yo + 2ys,
w 2> 2y1 — Y2,

w >y — 2ys,
y1+y2+ys =1,

Y1, Y2,y3 > 0.

Arribem a la soluci6 optima:

1 5 1 1

=, = = ) w
3 Y2 Y3

Y1 = 57 9 = §7

Aixi, amb estratégies mixtes pures, el jugador 1 s’espera que guanyi: z <
E(guanys jugador 1) < w i, com que z = w = %, s’espera que el jugador 1
tingui uns guanys de % cada jugada, el que es defineix com a valor del joc (ho

veurem a continuacio).

2.4 El teorema minimax, de John von Neumann

Definicié 25. El valor d’un joc és el resultat esperat per cada jugada quan
els jugadors segueixen la seva estratégia optima. Es a dir, si tots els jugadors
segueixen la seva estratégia optima, llavors el pagament d’aquella jugada és el
valor del joc.

Ara bé, és casualitat que a 'Exemple 24 tinguem z = w? No, perqué als
jocs per a dos jugadors de suma zero sempre es compleix. Aquesta afirmacio
representa un teorema molt important dins la teoria de jocs, el qual estableix
que tot joc finit, de suma zero i de dos jugadors té estratégies mixtes optimes.
Va ser demostrat per John von Neumann el 1928, nosaltres seguirem [3] per la
demostracio.

Teorema 26. minimaz (John von Neumann)
Siguin X 1Y estratégies miztes pels jugadors 1 i 2 respectivament. Sigui M la
matriv de pagaments. Aleshores:

max min zMy? = minmax zAyT = v, (7)
zeX yeYy yeY zeX

on v s’anomena valor del joc i x iy pels quals es realitza la igualtat, s’anomenen
solucions. També resulta que si hi ha més d’una estratégia mixta optima, n’hi
ha infinites.

Notacié 27. Usarem la segiient notacié de cara a demostrar el Teorema 26:

v1 = maxminzMy? = max min zM’
zeX yeY zeX 1<j<m

vy = minmax My’ = min max My”
yeY zeX yeY 1<i<n
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Demostracié. Suposem que el joc té una matriu de pagaments, de dimensio
nxm, M = (a;;),1 <i<n,1<j <m. Per utilitzar técniques de programacio
lineal, necessitem suposar que vy, ve s6n positius. Aixo és trivial si totes les
components de la matriu M, a;;, sén positives. Per tant, separarem la demos-
traci6 en dos casos. Al primer d’ells, suposarem que a;; > 0. El segon cas és
més general podem usar resultats del primer cas.

Cas 1. a;; > 0: Sabem que v; = maxzecx Mini<j<m xM7. Per arribar a deter-
minar v; per qualsevol estratégia x € X, hem de determinar el minim de xA7.
Es a dir, hem de trobar el minim de les m quantitats:

a11T1 + a21T2 + -+ + Ap1Ty,

a12T1 + A20T2 + - - - + 2Ty,

A1mT1 + G2mX2 + -+ + AT

Sigui w aquest minim, aleshores:

a11T1 + a2122 + -+ Ap1Ty 2> 2

1221 + @222 + - + Ap2Ty > 2

a1m®1 + a2mT2 + -+ ApmTn 2> 2

Considerem ara v1, el qual és el maxim valor de les w dins de x € X. Com que
X ={(z1,2z2,...,2n) | Z1+ 22+ ...+ 2y =1, 2, >0, 1 <i < n}, tenim que
v1 és el maxim w que satisfa:

a11T1 + a21%2 + - + An1T, 2> 2,

1221 + a22%2 + -+ + Ap2Ty > 2,

A1mT1 + G2mx2 + -+ + ApmTn 223
1 +...+x, =1,
z; >0, 1< < n.

Aixi, Pestratégia = (z1, 2, ...,T,) en qué s’aconsegueix aquest maxim és la
millor estratégia possible pel jugador 1.

Com que a;; > 0, aleshores v; > 0, aixi que podem considerar I'inic z que
satisfa (8). Dividint les inequacions a (8) per z, tenim el problema:
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Max w
Z1 Z2 Tn
ap1— +an— 4+ am— =1,
z z z

11 T2 Tn
12— +ag— + -+ ap— =1,
z z 2

1 xT (9)
a1m7+a2m7+"'+anm7>1y
T Ty 1
—t .+ — =
z z z
Tiso 1<i<n.
z

Sigui ara z; = (%), 1 < i < n. Com que el problema de maximitzar z és el
mateix que el de minimitzar é, el problema es pot reescriure com:

Min 2} +ab + ...+ ),

! ! /
1177 + an Ty + -+ apiT, > 1,

! ! /
a1277 + ag2Ty + -+ + An2T, > 1,

A1) + Qom@s + -+ ATy, > 1,
z; >0, 1<i<n.

Podem expressar-ho de manera més concisa en notacié vectorial. Siguin X’ =
(b, 2T b= (1,1,...,1)Tic=(1,1,...,1)T on b és de dimensi6 n i c
és de dimensio m, aleshores podem reescriure (10) com:

Min bX’
Condicionat a: (11)
MTX' >¢, X'>0
En resum, el reciproc del valor minim de la funci6 bz’ és igual a v1. A més a més,
com que z(z},...,z,) = (z1,...,2,), al multiplicar les coordenades d’una X’ en

la qual s’aconsegueix aquest minim, ens déna ’estratégia maxima pel jugador 1.

De manera similar, veurem que el problema de determinar vy i 'estratégia mi-
nimax pel jugador 2 és el problema dual de (10).

Per algun y € Y, el maxim de les n quantitats de M;y” és el minim z € R tal
que:

a11y1 + azy2 + -+ A1mYm < W,

an1Y1 + an2Y2 + -+ ApmYm S w.
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Com que vg és el minim de tots els y € Y d’aquests w, aleshores vy és igual al
minim z que satisfa:

a11y1 + agye + -+ A1mYm < W,

an1y1+an2y2+"'+anmym Swa
yit+y2+-tym =1,
y; 20, 1 <j<m.

El punt en el qual aquest valor minim s’assoleix és l'estratégia minimax pel
jugador 2. Com abans, sabem que vy > 0 i, per tant, qualsevol w que satisfa (10)

ha de ser positiva. Dividint les inequacions de (10) per z obtenim el problema
de:

Min w
a11@+a21y72+__.+a1my7m§17
w w w
a12&+022yﬁ+"'+02myfm <1,
w w w
(13)
an17+an2yj+ +anmyﬂ S 1;
w w
&4_' +yﬂ_ l)
w w w
Y>o0,1<j<m.
w

Sigui y; = (yj/w), 1 < j < m, aleshores (13) és equivalent al segiient problema
de programacio lineal:

Max yi +y4+ ...+ vy,

a11yy + az1yy + -+ army, > 1,
ai2y] + agayy + -+ + azmy, > 1,

: (14)
anly/l + anQyé + -+ anmy:n 2 17
Y, >0, 1<j<m.
Com hem fet abans, utilitzem la notacié vectorial per arribar a:
Max cY’
Condicionat a : (15)

MTY'>b, Y/ >0
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El reciproc del maxim valor de la funci6 cY’ és igual a v. També, com que
WYy s Ym) = (Y1s- -, Ym), multiplicant les coordenades d’un Y’ en les quals
s’aconsegueix aquest minim per ve, ens déna 'estratégia minimax pel jugador 2.

Ara, es pot veure que (11) i (15) son problemes lineals duals. Maximitzar
cY”’ condicionat a que MY’ < b, Y’ > 0 és el problema primal i minimitzar bX’
condicionat a que MTX’ > ¢, X' > 0 és el problema dual. A més a més, el
problema dual ha de tenir una solucié optima finita, ja que, la funcié objectiu
bX' =z} + ... + x], estd acotada inferiorment per zero, i com que tots els a;;
sén positius, existeixen solucions factibles pel sistema, de restriccions M7 X’ > c.
D’aquesta manera el problema primal també té una solucié Optima finita. Per
tant, pel Teorema de Dualitat (vist a l’assignatura de Seminari de Matemati-
ca Discreta), els dos problemes tenen solucions finites obtenint el mateix valor
optim. Aixi, existeixen estratégies optimes, 'estratégia maximin i P'estratégia
minimax, pels jugadors 1 i 2 respectivament, i aquests valors so6n iguals, i.e.
V1 = Vg.

Cas 2: Cas general
Suposem que algunes coordenades a;; sén negatives. Escollim qualsevol cons-
tant r amb la propietat que a;; +7 > 0 per tot ¢, 7. Sigui F la matriu n x m amb
totes les coordenades igual a 1. Considerem la matriu de pagaments M + rE.
D’aquesta manera el pagament esperat per qualsevol parell d’estratégies (z,y)
és:

XM +rE)YT =XxMYT +rXEYT (16)

Perdo X = (z1,...,2,) 1Y = (y1,...,ym) sOn estratégies, i > z; = 1,
ZT:l y; = 1. Pel que aleshores X E és igual al vector de dimensi6 n (1,...,1) 1
llavors xEYT = (1,...,1)YT = 1. Per tant, el pagament esperat és X AY T +r,
el qual és el pagament esperat per la matriu del joc més la constant r. Com
que els pagaments esperats XMY 7T i X(M + rE)YT difereixen només per la
constant 7, els jocs amb matrius de pagament M i M + rE tindran les ma-
teixes estratégies Optimes (estratégies maximin i minimax), amb valors de joc
que difereixen de la constant r. Pero totes les coordenades de la matriu del joc
M + rE son positives, i per tant podem aplicar els resultats del Cas 1 a aquest
joc. Aixi, per un joc amb matriu de pagaments M, les estratégies maximin i
minimax existeixen i v; = vs. O
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3 “Duel” (1959)

En aquesta secci6 del treball analitzem 1’obra des del punt de vista matematic
tot aplicant els conceptes vistos anteriorment per tal d’acabar fent un analisi
del procés de creacié des del punt de vista matematic.

Per a aquesta part del treball s’ha consultat “Formalized Music”, un treball de
Tannis Xenakis [10] aixi com un article que analitza Pobra [11].
3.1 Introduccié historica

“Duel” és una obra musical composta per Iannis Xenakis, un pioner en el camp
de la misica contemporania.

“Duel” va ser escrita entre els anys 1958 i 1959 i és considerada una de les
seves obres més emblematiques. Aquesta reflecteix la visio avantguardista i
innovadora de Xenakis i és representativa del seu interés per les matematiques,
la fisica i I'is de la tecnologia en la musica.

Una de les grans caracteristiques destacades de “Duel” és 1’is de les técniques
de composicié de Xenakis basades en I’analisi estocastica i la teoria dels jocs.
A través d’aquests métodes, Xenakis va explorar la interaccié i la competéncia
entre dues orquestres, creant una experiéncia innovadora per a ’audiéncia.

3.2 Descripcié del joc

En aquest joc musical hi ha dos participants: els directors de cada orquestra.
Els anomenarem com director X i director Y. Cada una de les orquestres esta
formada per tres grups instrumentals diferents:

1. Vents: 1 piccolo (flauti), 1 oboé, 1 clarinet en mi bemoll, 1 clarinet baix,
1 fagot, 1 contrafagot, 2 trompetes i 1 trombo.

2. Percussioé: 2 bongos, 3 congues, 1 tambor i 1 gran cassa
3. Cordes: 6 violins primers, 6 violins segons, 4 violoncels i 2 contrabaixos
Cada director té a la seva disposicio sis estratégies possibles:

I. Cluster de sons com el pizzicato o cops amb la part de fusta de ’arc molt
breus distribuits estocasticament.

II. Cordes sostingudes paral-leles amb fluctuacions.
ITI. Glissandos de cordes entrellacades.

IV. Sons estocastics de percussio.

V. Sons estocastics d’instruments de vent.

VI. Silenci.
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La idea és que els directors estiguin esquena amb esquena de manera que no
puguin veure qué fa l'altre i que utilitzin els dits o senyals lluminosos que sén
invisibles per a l'orquestra contraria. Si els directors utilitzen senyals lluminosos
accionats per botons, les puntuacions es poden anunciar automéaticament en un
marcador a la sala, tal com es mostra en un marcador als partits de futbol. Si
els directors nomeés fan servir els dits, llavors un arbitre pot comptar els punts i
posar les puntuacions manualment perqué siguin visibles a la sala. Al final d’un
nombre determinat d’intercanvis o minuts, segons acordin els directors, un dels
dos és declarat guanyador.

3.3 Analisi de 'obra
3.3.1 Exposici6 del problema

El conjunt d’accions de les dues orquestres que participen al joc és, respectiva-
ment pel director X i pel director Y, Ax i Ay. Aleshores, podem crear parelles
d’esdeveniments (z,y), amb z € Ax i y € Ay i avaluar-les tot seguint un criteri
subjectiu creat per Xenakis, tal i com es pot veure a 1’obra Formalized Music
del propi autor. Aquestes parelles d’esdeveniments poden ser avaluades com
poor, amb nivells: p~, p, p*; 0 good, amb nivells: g, g*, g*+. Tots ells venen
donats amb una amb una relacié6 d’ordre < tal que:

p - <p<pr<g<gh<ght

Xenakis va enunciar que cada perfil s’avalués tal i com podem veure a la matriu
M1:

Director Y

r 1 ua v v

Ilp|leleg|p|a"
>‘< MT|lg|p|p|g|lp
g
o g | plp gl g
a 1 plegleg" | p |y
Viglp | g sg|p
Figura 2: M1

La matriu M1 no té punts de sella, ja que el maxim dels minims de cada fila és
p i el minim dels maxims de cada columna és g. Per tant, no hi ha estratégies
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Optimes pures a seguir perd quan Xenakis introdueix els silencis, modifica M1
per obtenir M?2.

Un cop s’obté M2, quan s’avalua amb els criteris de Xenakis, es converteix i
s’ajusta en una matriu de pagaments M3 tal i com podem veure a la segiient
figura: Estudiem M2 i M3 per tal de veure si hi ha punts de sella: Mirem

Director Y . Director Y .
I I o v v VI I o m 1w v VI
I D g |g o g ‘ o ‘ p ) I 1 3 5 4 4 1 1
X Olegl|lplplelp|p|oD m| 3 1 1 3 2 1 1
§ - | s
g Il | e PlDp g g | p|Dp B m | 5 1 L 4] 3 1 1
= o
A& Wlg'|legle|lplelp]|D é W4 s 4 s ||
Vilgilp e e |p|p|D vilia 2| s3] 1] 1]
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Figura 3: M2 (a l'esquerra) i M3 (a la dreta)

primer M?2:

e El minim de cada fila el tenim marcat a la dreta de la taula (en totes és
p), pel que el maxim dels minims és p, el qual es dona a les files I, II, III
IViVv.

e El maxim de cada columna el tenim marcat a sota de la taula (son g™,
g, 97, g%, g7+ ip), pel que el minim dels maxims és p, el qual es déna a
la columna, VI.

Al ser els dos iguals (p) tenim punts de sella, els quals es troben a (VI, 1), (VI,
1), (VI, IIT), (VI, IV) i (VI, V).

En canvi, a M3:

e El minim de cada fila és 1 a totes les files, pel que el maxim d’aquests
minims és 1 i es produeix a totes les files.

e El maxim de les columnes son (5, 3, 5, 4, 4, 3), pel que el minim dels
maxims és 3, el qual es dona a les columnes 1T i VI.

Ara bé, com que 3 # 1, no hi ha punts de sella, pel que no existeixen estra-
tégies pures optimes i llavors tots directors haurien d’anar canviant ’acci6 presa.
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El director Y esta interessat en efectuar ’esdeveniment VI o II només (per
tal de minimitzar el benefici del director X), mentre que el director X pot es-
collir lliurement entre I, IT, IIT, IV i V o VI, ja que els minims de cada fila s6n
1.

Ara bé, si ens fixem amb la matriu M3, tots els elements son positius, pel que
passi el que passi, el director X, tindra un pagament esperat positiu.

Es per aixo que Xenakis va fer uns canvis per tal que el joc fos més just fins
arribar a la segilient matriu de pagaments:

Director Y

Fila

min.

o
'S
o
o

"
= 1 4 2 1 5 3 1 1
Q
T
o2 a4l al2 2] 22
A

V 3 2 3 3 2 2 2

VI 2 2 1 2 2 4 1
max.
i 4 4 4 5 3 4
Columna

Figura 4: M4

Novament el joc no té estratégies optimes pures, perd anem a calcular les estra-
tégies Optimes mixtes i el valor del joc.

3.3.2 Estudi del problema

El que farem en aquesta seccié és analitzar amb detall la part matematica del
procés de composicié de I'obra.

Definim 1, x2, x3, T4, T5, Tg com les probabilitats del director X de fer I'accio
I, II, II1, IV, V, VI respectivament. Ara, si el director Y escull:

e [ aleshores el pagament esperat del director X és

Py :=2x1 + 320 + 43 + 224 + 325 + 276

e ]I, aleshores el pagament esperat del director X és

Py :=3x1 + 239 + 213 + 4wy + 275 + 276.
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111, aleshores el pagament esperat del director X és

P3 = 4x1 + 2x9 + lag + 424 + 325 + 16,

1V, aleshores el pagament esperat del director X és

Py :=2x1 + 322 + 53 + 224 + 325 + 276

V', aleshores el pagament esperat del director X és

Ps :=3x1 + 3xo + 313 + 224 + 225 + 224.

VI, aleshores el pagament esperat del director X és

Ps :=2x1 + 229 + lag + 224 + 225 + 4.

Per tant, el pagament esperat pel director X és, com a minim, max{P;, Py, P3, Py, Ps, Ps}.
Resolent el problema de programacio lineal segiient:

max w
w < 221 + 329 + 4x3 + 224 + 375 + 26,

w < 3z1 + 2xo + 223 + 4y + 2005 + 224,
w < 4dxy + 2x9 + lxg + 4y + 325 + lag,
w < 2x1 + 329 + 5x3 + 214 + 375 + 276,
w < 3z1 + 3xo + 3x3 + 224 + 225 + 226,
w < 2x1 + 2xo + lxg + 224 + 225 + 4ag,
1+ a2+ 23+ 24+ 25+ 26 =1,
T1,T2,T3,T4,Ts5, T > 0.

Arribem a la soluci6 optima:

2 6 3 2 4 42

x1:T7, x2:T77 z3 =0, z4=—, x5:ﬁ7 x6:1—7, W—T?'

D’altra banda, denotem per y1, y2, ¥3, Y4, U5, Ye @ les probabilitats del director
Y de fer I'accio I, II, III, IV, V, VI respectivament. Ara, si el director X escull:

e [ aleshores el pagament esperat del director X és

Py :=2y1 + 3y2 + 4y3 + 2y4 + 3ys5 + 2y6.

e [], aleshores el pagament esperat del director X és

Py :=3y1 + 2y2 + 2y3 + 3y4 + 3ys + 2y6.
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111, aleshores el pagament esperat del director X és

P3 := 4y + 2y2 + y3 + Sy + 3y5 + ye-

1V, aleshores el pagament esperat del director X és

Py =2y +4y2 + 4y3 + 2y4 + 2y5 + 2y6.

V', aleshores el pagament esperat del director X és

Ps := 3y1 + 2y> + 3y3 + 3ya + 2y5 + 2ys.

VI, aleshores el pagament esperat del director X és

Ps := 2y1 + 2y2 + y3 + 2y4 + 2y5 + 4ye.

Per tant, el pagament esperat pel director X és, com a molt, max{ Py, Ps, Ps, Py, P5, Ps }.
Resolent el problema de programaci6 lineal segiient:

min z
2z 2> 2y1 + 3y2 + 4yz + 2y4 + 3ys + 2y,
z2 > 3y1 + 2y2 + 2ys3 + 3ya + 3ys + 2y,
z 2 4y1 + 2y2 + Y3 + 5ya + 3ys + Y,
z 2 2y1 + dy2 + 4ys + 2ys + 2ys + 2y,
z 2 3y1 + 2y2 + 3y3 + 3ys + 2y5 + 2ys,
z2 2> 2y1 + 2y2 + y3 + 2ys + 2ys5 + dys,
ity +ys+yatys +ys =1,
Y1, Y2, Y3, Y4, Y5, Y6 = 0.

Arribem a la solucié optima:

5 2 2 1 2 5 42

yliﬁv y2:177’ y3:1—7, y4:T7’ yszﬁ, yﬁzﬁa Z—TT

Per tant, tenim que el valor del joc és v = 42/17 & 2.47. Ara bé, hem vist que
el director X ha d’evitar I’accio III (probabilitat III = 0), i aixd s’ha d’evitar
perqué sind ’accié s’hauria d’eliminar pero aleshores tots dos directors no tin-
drien el mateix nimero d’accions.

Modificant el valor de (II, IV) = 3 a (II, IV) = 2, s’obtenen les segiients estra-
tégies optimes:



19 1 3 1 1 2 69
— = — = — = — = — = — Zz = —.
567 Y2 87 Ys 287 Ya 56’ Ys 83 Ys 73 28

Per tant, el valor del joc és de v = 69/28 = 2.47 punts.

Encara que els valors s’han modificat una mica, el valor del joc s’ha mantingut
practicament constant. Pero per ’altra banda, les estratégies mixtes optimes
han variat molt. Per tant, és necessari fer més just el joc (és a dir, aconseguir
que el valor del joc sigui 0).

Y1 =

Per fer-ho, Tannis Xenakis du a terme operacions elementals per files i columnes
de la matriu i arriba a la matriu M7 segiient: Aquesta matriu no té punts de

Director Y

min.

Fila

Director X

VI -1 -1 -3 -1 -1 3 -3

max.

Columna

Figura 5: M7
sella pel que tampoc tindra estratégies pures optimes.
Calculem-ne les estratégies mixtes i el valor del joc: Definim xq, o, 3, 24,

x5, g com les probabilitats del director X de fer l'accio I, II, III, IV, V, VI
respectivament. Ara, si el director Y escull:

e [ aleshores el pagament esperat del director X és

P = —x14+ 20+ 3x3 — 14 + 5 — T6.

e [], aleshores el pagament esperat del director X és

P2 2:I17$27$3+3I4*$57$6.

e []1I, aleshores el pagament esperat del director X és

P3; =321 — 29 — 3x3 + 324 + x5 — 3x6.

e [V aleshores el pagament esperat del director X és

Py = —x1 — 20+ br3 — 14 + 5 — T6.
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e 1/ aleshores el pagament esperat del director X és

P5 =21+ X2 +T3 — Tg — X5 — Tg.

e VI, aleshores el pagament esperat del director X és

Ps = —x1 — 29 — 3x3 — x4 — x5 + 326

Per tant, el pagament esperat pel director X és, com a minim, max{ Py, Ps, P5, Py, Ps, Ps }.
Resolent el problema de programaci6 lineal segiient:

max w
w < —x1 + 2o + 3T3 — x4 + T5 — T,

w < T — Ty — T3 + 314 — X5 — T,
w§3x1—x2—3x3+3x4+x5—3m6,
w§7x17x2+5:r371’4+x57x6,
w< T +x9+ T3 — T4 —T5 — Tg,

w < —x1 — 9 — T3 — Ty — T5 + 3T,
1+ T2+ 23+ 24+ 25+ 36 =1,

X1,T2,T3,T4,T5,T6 Z 0.
Arribem a la soluci6 optima:

L8 o331
- r3 = U, 1'4_287 1‘5_287 1"6_77 w = 14

D’altra banda, denotem per y1, y2, ¥3, Y1, ¥s, Ye & les probabilitats del director
Y de fer I'accio I, II, ITI, IV, V, VI respectivament. Ara, si el director X escull:

e [ aleshores el pagament esperat del director X és
Pri=—y1 +y2+3ys —ya + s — ys-
e ]I, aleshores el pagament esperat del director X és
Pyi=y1 —y2—ys —ya+ Y5 — Ye-
e []I, aleshores el pagament esperat del director X és
Ps :=3y1 — y2 — 3ys + 5ya + y5 — 3ys.
e ]V aleshores el pagament esperat del director X és

Py:=—1y1 +3y2 + 3y3s — Ya — Y5 — Yo-
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e 1/ aleshores el pagament esperat del director X és
Ps:=y1 —y2+ys +ya—Ys — Yo
e VI, aleshores el pagament esperat del director X és
Fs := —y1 — y2 — 3y3 — 3ya — y5 + 3ye.

Per tant, el pagament esperat pel director X és, com a molt, max{ Py, Ps, Ps, Py, P5, Ps }.
Resolent el problema de programaci6 lineal segiient:

min z
zZ2 —y1+Y2+3Ys — Ya + Y5 — Y,
22y — Y2 — Y3 — Ya+Ys — s,
z 2 3y1 — Y2 — 3y3 + dyYa + Y5 — 3y,
z 2 —1ly1 +3y2 + 3ys — Y4 — Y5 — Ys,
Z2>2y1 — Y2+ Y3 +Ys— Ys — Yo,
22 —y1 — Y2 — 3ys — 3ys — ys + s,
y1t+y2tys+yst+ys+ys =1,
Y1, Y2, Y3, Y4, Y5, Y6 = 0.

Arribem a la soluci6 optima:

2 -1

19 1 3 1

1
yl_%a y2—§’ y3—?87 y4—%, y5—§, yﬁ—? Z_ﬂ'

Per tant, el joc té un valor de v = I—i ~ —0.07, d’on, tot i no ser del tot just,
és una molt bona aproximaci6. Per acabar de fer-lo just, cada ronda, s’ha de

restar 0.07 punts al director Y i sumar 0.07 punts al director X,

30



4 Discussio

En aquest apartat s’estudia molt breument I'impacte que va tindre ’obra “Duel”
aixi com possibles linies futures per aquest treball.

Tannis Xenakis va ser pioner en 1I’is de models matematics en misica, com ara
aplicacions de la teoria de conjunts, processos estocastics i teoria de jocs, i tam-
bé va tenir una influéncia important en la musica electronica.

Entre els musics inspirats per Xenakis hi podem trobar Karlheinz Stockhausen,
Pierre Boulez, Gerard Grisey, Jonathan Harvey o George Frederic Grass.

Hi ha altres obres que han estat objecte d’estudi per la seva estreta relacié amb
la teoria de jocs com ara “Stratégie”, “Linaia Agon” [4] o “Achrorripsis” [1] i una
possible continuacié d’aquest treball seria analitzar aquestes tres obres.

D’altra banda també hi ha qui s’ha bassat en métodes de Xenakis per fer les
seves obres musicals, com pot ser el cas de M. Linui i D. Morelli [5] o Jessica
Shand [9]. Aixi, una altra possible linia futura podria ser arribar a crear un
métode propi de composicié musical basat en métodes originals de Xenakis.
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5 Conclusions

El present treball de final de grau ha explorat a fons els jocs de suma zero per a
dos jugadors des de la perspectiva de la teoria de jocs. S’ha realitzat un estudi
exhaustiu de les seves definicions, propietats i implicacions per acabar analit-
zant ’obra “Duel” de Iannis Xenakis com a cas d’estudi.

En primer lloc s’ha abordat la definicio de joc de suma zero per a dos jugadors,
que es caracteritza per tenir la propietat que tots els guanys d’un jugador equi-
valen a les pérdues de 'altre.

A Tapartat de teoria de jocs, s’han creat, de manera propia, diversos exemples,
per fer més comprensibles els conceptes matematics que s’enuncien durant tota
la secci6. S’ha diferenciat entre les estratégies pures i les mixtes on, per les
mixtes, s’ha usat el métode del simplex aprés a 'assignatura de Seminari de
Matematica Discreta, la qual es realitza durant el segon curs.

Per cada tipus d’estratégia s’ha introduit el seu respectiu equilibri de Nash,
aspecte clau dins el mén de la teoria de jocs, el qual es caracteritza per ser la
millor resposta d’un jugador si es considera que l'altre manté constant la seva
estrategia.

Per acabar la part de teoria de jocs del treball, s’ha definit el valor d’'un joc i
s’ha enunciat i demostrat el teorema fonamental de la teoria de jocs, el teorema
minimax, de John von Neumann, el qual assegura que, en aquest tipus de jocs,
existeix sempre una estratégia optima per a cada jugador, la qual minimitza les
pérdues maximes possibles enfront de les accions del contrincant.

Per 1ltim s’ha analitzat ’obra “Duel” de Iannis Xenakis tot partint des d’una
matriu de pagaments creada mitjancant una avaluacié subjectiva realitzada pel
propi autor fins a arribar a tenir un joc gairebé just (amb valor v = 0.07). Per
fer-ho s’ha anat estudiant el joc en cada matriu de pagaments tot utilitzant les
definicions vistes a la secci6 anterior com ara mirant si la matriu de pagaments
tenia punts de sella o si era just (és a dir amb un valor v = 0).

El treball s’ha anat realitzant tot il-lustrant amb exemples freqiientment per tal
de fer més facil la seva comprensié i aixi poder comprendre els passos a ’hora
d’analitzar ’obra analitzada de Xenakis. L’objectiu és que qualsevol lector i
lectora pugui arribar a entendre aquest treball sense tenir coneixements previs
de teoria de Jocs d’una manera dinamica, tot i aixi s’hi poden veure aspectes
vistos en diferents assignatures del grau com per exemple, Estadistica o Proba-
bilitat.

Aixi, aquest treball és el resultat d’una recerca, contrastacio i verificacié d’in-

formacio per tal de poder resumir i explicar de manera clara els jocs de suma
zero per a dos jugadors.
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