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Abstract

En aquest treball estudiem la teoria de fraccions continues i mostrem com es relacionen amb
I’escala musical de 12 semitons. Per comengar fem una analisi exhaustiva d’aquestes expressions
matematiques i descrivim de manera precisa com estan vinculades a la representacié dels nom-
bres reals. Posteriorment, estudiem ’escala musical des d’una perspectiva matematica, amb un
enfocament particular en ’afinacié pitagorica i el temperament musical, i establim una relacié
entre la construcci6 d’aquestes escales i la teoria de les fraccions continues, la qual ens suggereix
alternatives per a l’escala musical, destacant especialment la de 53 notes.
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1 Introduccid

Les matematiques i la musica sén dos ambits que, malgrat a primera vista poden semblar to-
talment diferents, estan estretament relacionats. Al llarg de la meva trajectoria académica he
estat conscient que tant el mén de les matematiques com el de la musica representen un repte
per a mi. Des de la meva infancia, els professors i professores de musica sempre m’han dit que
aquestes dues disciplines van de la ma. Per aixo, penso que una bona manera d’acabar el Grau
de Matematiques és aprofundir en alguna de les nombroses connexions que existeixen entre elles.

Els continguts que es presenten en aquest treball es poden emmarcar en dos grans blocs. El
primer es centra en l’estudi matematic de les fraccions continues, explorant el seus conceptes
fonamentals i propietats més rellevants. El segon s’ocupa de I'aplicacié directa d’aquestes frac-
cions continues en el context musical, analitzant com ens ajuden a entendre un aspecte especific
de l'ambit de la musica. Cal destacar que el treball és essencialment autocontingut, excepte
per les proves de dos resultats técnics (Lema 6.5 i Lema 7.12), que s’han omés per millorar la
presentacio.

Pel que respecta al primer bloc, les fraccions continues ofereixen una visié amplia de diversos
problemes matematics, per exemple, en ’aproximacié de nombres irracionals, en la resolucié
d’equacions diofantiques, en la factoritzacié d’enters, entre d’altres. Al llarg de la historia,
destacats matematics han contribuit al desenvolupament de la teoria de fraccions continues.
Entre ells podem citar a Cataldi, Bombelli, Euler, Lagrange, Lambert i Gauss, qui les van
estudiar durant els segles XVI, XVII i XVIII. De fet, ja Euclides, I'any 300 aC, utilitzava les
fraccions continues de manera implicita, tot i que no va ser fins a prop de 'any 1500 que Cataldi
i Bombelli en van desenvolupar 1’as i van estudiar les seves propietats.

Les fraccions continues es poden classificar en finites i infinites. Veurem els contextos en qué
s’utilitza cada tipus i destacarem una de les idees principals de la part matematica del treball:
Pestreta relacié que tenen amb els nombres reals. D’una banda, les fraccions continues finites
estan associades a nombres racionals ja que cada racional pot tenir dues representacions possibles
per una fraccié continua finita, com també passa en el cas de la representacié decimal. Mentre que
les fraccions continues infinites estan en correspondéncia bijectiva amb els nombres irracionals.
D’aquesta manera, les fraccions continues permeten una representacio alternativa dels nombres
reals diferent de la seva expressiéo decimal. A través del que es coneix com convergents de la
fraccioé continua, que en realitat séon fraccions continues finites generades a partir de la fraccié
continua inicial, analitzarem la qualitat d’aquestes aproximacions.

De fet, en una de les seccions aprofundirem en ’estudi d’un tipus especific de fraccions
continues infinites conegudes com a fraccions continues peridodiques. Tal com suggereix el seu
nom, aquestes fraccions es caracteritzen per tenir una seqiiéncia periodica de termes repetits,
amb un patré recurrent que es repeteix infinitament. Les fraccions continues periodiques tenen
propietats matematiques especialment interessants. Per exemple, hi ha una correspondéncia
bijectiva entre els nombres irracionals quadratics i les fraccions continues periodiques. A més,
destacarem una classe especifica d’irracionals quadratics anomenats reduits, que es corresponen
amb fraccions continues purament periodiques, és a dir, amb un patr6 periodic des del principi.
Per altra banda, estudiarem la fraccié continua de v/N, on N és un nombre quadratic irracional,
que resulta ser una representacié tinica i interessant per a aquest tipus d’irracionals quadratics.

Altrament, en la segona part d’aquest treball, explorarem l’escala musical des d’una perspec-
tiva matematica. Ens centrarem en l’afinacié pitagorica, un sistema de construccié de I'escala
musical que és la base del métode d’afinacié occidental i el primer documentat, perd que pre-
senta 'inconvenient principal conegut com a coma pitagorica que s’explicara detalladament (a
la Secci6 9.) Estudiarem a fons el problema matematic associat a aquest sistema i explicarem
la solucié més comunament acceptada: el temperament musical. De fet, sera en aquest punt on
mitjangant les fraccions continues podrem comprendre millor per qué ’escala musical habitual
consta de 12 semitons i també explorarem altres opcions per a la quantitat de notes més optima.
Com a exemple, parlarem de 'escala alternativa de 53 notes.
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2 Fraccions continues

En aquesta primera seccié introduim les fraccions continues, proporcionant una visi6 general
de qué son i explorant algunes de les seves propietats més rellevants. Com s’ha mencionat
anteriorment, hi ha dos tipus de fraccions continues. No obstant aix0, en les seccions segiients,
ens centrem en el grup de les fraccions finites, deixant les fraccions continues infinites per a la
Secci6 5. Aquesta seccio i les properes estan basades en les referéncies bibliografiques [HW79],
[Hual2] i [Kril6].

Comencem, doncs, definint de manera formal el concepte de fraccié continua finita.

Definicio6 2.1 (Fraccié continua finita). Una fraccid continua finita és una expressio de la forma

1
ap + 1 (1)
a +
N 1
an_
N-2 1
aN-1+ —
an
on els a; son enters positius per i € {1,...,N} i ag és qualsevol enter. Diem que ag,ay,...,aN

son els quocients parcials o simplement els quocients de la fraccié continua.

L’expressio (1) és dificil de manejar i, per tant, generalment escrivim la fraccié continua finita
de les segiients maneres:

1
ag+ —...
a1+ +an
[ao;al, N ,CLN] .
Observacié 2.2. Es clar veure que es compleiz
1
[ao;a17"'7a’n]: aO;a17"'7an727an71+7 9 (2)
GQnp
1
[a0§alv---aan}:a0+m:[a0;[alv--wanﬂa (3)
per1 <n < N.
En general,
[a/O;G/l? v 7an] = [GOQGL ey Qp—1, [am;am+la L aanH (4)

per1 <m<n<N.

De fet, notem que estem utilitzant la notacid de la definicié amb nombres racionals, els quals
no son necessariament enters.

Si permetem que els numeradors i/o els denominadors parcials prenguin valors arbitraris,
que podrien ser funcions en algun context en concret, I'expressié resultant es denomina fraccid
continua generalitzada.

No obstant, en aquest treball ens limitem a tractar les fraccions continues simples, que son
aquelles en qué els numeradors parcials son sempre 1 i els denominadors parcials, a;, sén enters
positius (excepte ap que pot ser qualsevol enter). Tot i aixd, fem servir el terme fraccions
continues per tal de simplificar la notacio.
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3 Convergents d’una fracci6é continua

Per tenir una idea general, les convergents d’una fraccié continua soén expressions que s’obtenen
considerant un nombre finit de termes de la fraccié continua inicial. Tot seguit, en donem la seva
definicio i estudiem algunes de les seves propietats.

Definicié 3.1 (Convergents d’una fraccié continua). Diem que [ag;a1,.-..,a,]| €s I'n—eésima
convergent de la fraccid continua [ag;aq,...,an] per a 0 <n < N.
La segiient proposici6é ens mostra una manera eficient de calcular les convergents d’una fraccioé

continua.

Proposicié 3.2. Siguin p, i q, definits per

Po = o, p1=aiao + 1, Dn = pPp—1 + Pn—2 (2<n<N),
QO:L q1 = aq, Gn = GnQn—1+ qn—2 (QSTLSN)’
llavors
Pn
[ag; a1, ... an] = —
dn
és 'n-ésima convergent de la fraccid continua [ag;a,. .. ,an].

Demostracié. Ho demostrarem per induccié sobre n. Per n = 01in =1 és evident. Suposem ara
que és cert per n < m, on m < N (hipotesi d’induccid). Llavors,

. _ DPm _ AmPm—1 +pmf2
[ao,alv"'7am—laam}*7*—a
dm Amm—1 T Gm—2

1 Pm—1,Pm-2,qm—1, ¢m—2 depenen només de ag,ay, ..., am-1.
Per tant, utilitzant la igualtat (2) obtenim que

1

am+1

ao;alv-"7am717am +

[a/O; A1y--.y Qm—1,0m, am+1] =
1
(am + Wil ) Pm—1 + Pm—2

- (am + #) dm—1 + qm—2

Am41

- am+1(ampm71 —|—pm,2) + Pm—1
B am-{-l(aQO—l + Qm—2) + gm—1
Am4+1Pm + Pm—1 _ Pm+1
Am+19m + Gm—1 B dm+1 7

i velem que per inducci6 el teorema queda demostrat. O
Seguidament, presentem una série de propietats rellevants de les convergents que ens seran
atils per demostrar resultats futurs, acompanyades de les seves demostracions.

Lema 3.3. Les funcions py, i q, satisfan

Pndn—1 — Pn—1Gn = (_1)77,—1 (n > 1)

Demostracio. Per la Proposicié 3.2 tenim que

& o UpPn—1 +pn72

dn AnGn—1 + qn—2 .
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També
Pnn—1—Pn-1Gn = (@nPn—1 + Pn—2)dn—1 — Pn—1(angn—1 + gn—2)
= —(Pn-1qn-2 — Pn—2qn-1)-
Repetint 'argument per an — 1,n — 2,...,2 enlloc de n obtenim que
Prln—1 = Pn-1n = —(Pn-1Gn—2 — Pn—2@n—1) = --. = (=1)" " (p1go — poqr) = (—1)" .
O
Lema 3.4. Les funcions pn i q, també satisfan
Pnln-2 = Pn—2qn = (=1)"an  (n 2> 2).
Demostracio. Notem que
Pndn—2 — Pn—2qn = (@nPn—1 + Pn—2)qn—2 — Pn—2(@ngn—1 + qn-2)
= an(Pn—19n-2 — Pn—2qn-1) = (—1)"apn.
O

Lema 3.5. Les convergents parelles xo, augmenten estrictament amb n i les convergents impa-
relles xo,11 decreizen estrictament amb n.

Demostracio. Observem que cada g, és positiu i pel Lema 3.4 tenim que

& . Pn—2 _ (71)71@”

dn dn—2 dn—29n

També a; > 0 per a tot i € {1,..., N} (excepte ag que pot ser negatiu). Per tant, x,, — z,_2 té
el signe de (—1)". O

Lema 3.6. Tota convergent imparella és major que qualsevol convergent parella.

Demostracié. Pel Lema 3.3 tenim que

Pn Pa—1 _ (D)™

dn dn—1 dn—19n .

Aleshores, x, — z,_1 té el signe de (—1)"~!. Per tant, To,, 11 > T2,. Ara bé, si el resultat
fos fals tindriem que x2,41 < 2, per a certs m, p. Si p < m, llavors pel Lema 3.5 tenim que
Tom+1 < Tam. Oi > m, llavors xo,41 < xg,. En conclusio, qualsevol de les dues desigualtats
contradiu que xop,+1 > Tom- O]

Lema 3.7. El valor de la fraccio continua es troba entre les convergents parelles i les convergents
senars.

Demostracio. Notem que el valor de la fracci6 continua és igual a la darrera convergent, és a
dir, la convergent N. Si N és parell, llavors és la més gran de les convergents parelles segons el
Lema 3.5 i menor que totes les convergents senars segons el Lema 3.6. De manera similar, si N és
senar, llavors és la més petita de les convergents senars segons el Lema 3.5 i més gran que totes
les convergents parelles segons el Lema 3.6. Per tant, el valor de la convergent i, en conseqiiéncia
de la fracci6é continua, es troba entre les convergents parelles i les convergents senars. O
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Lema 3.8. Tenim que q, > n, amb desigualtat estricta quan n > 3.

Demostracié. En primer lloc, gg =11 ¢y = a1 > 1. Sin > 2, aleshores
In = Angn—1 + qn-2 > Gn-1 + 1,
per tant, ¢, > q,—1 1 g, > n. Si n > 3, llavors
In 2 qn-1+dn—2>qn-1+12n,

i per tant, ¢, > n. O

4 Nombres racionals i fraccions continues finites

En aquesta secci6 tractem la relacié que hi ha entre els nombres racionals i les fraccions continues
finites. En particular, veiem que tot racional pot ser representat de dues tniques maneres
possibles per una fraccié continua finita i viceversa. D’una banda, és clar que qualsevol fraccid
continua finita [ag; a1, ..., an] representa un nombre racional

r =IN.

Aixi doncs, ens centrem en demostrar la implicacié contraria, és a dir, cada nombre racional x
pot ser representat per una fraccié continua finita i aquesta representacié sera tinica excepte per
una ambigiiitat que descriurem de manera precisa a la Secci6 4.2.

4.1 L’algorisme de la fraccié continua

Com bé ja sabem l'algorisme d’Euclides és un métode eficient per calcular el maxim comu divisor
de dos o més nombres. De fet, es tracta d’un algorisme que esta estretament relacionat amb
les fraccions continues. Tot seguit, veiem l’algorisme de la fraccidé continua que esta basat en
I’algorisme d’Euclides.

Abans de continuar, és important destacar que sovint ens interessa considerar els ultims
pisos de la fracci6 continua, és a dir, ignorar els primers denominadors parcials i prendre la resta.
Aquest concepte s’anomena quocient complet de la fraccioé continua i sera utilitzat en ’algorisme.
A continuacio, en donem la seva definicié formal.

Definicié 4.1 (Quocient complet). Diem que al, = [an; any1,-..,an] (0 <n < N) és 'n-ésim

quocient complet de la fraccid continua [ag;ay,...,an,...,aN].

Ara ja comptem amb les eines necessaries per descriure ’algorisme.

Sigui « un nombre real qualsevol i ag = [z] (on [z] denota la part entera de ). Llavors,
zo = ag + &o, 0<& <1
Si & # 0, aleshores podem escriure
1

—=d}, [d]=a1, di=a1+&, 0<& <1

€o

Si & # 0, llavors tenim que

1
&1

=ay, [a5]=as, ay=ar+&, 0<& <1,
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1

i aix{ successivament. Llavors a, = > 11, per tant, a,, > 1 per n > 1.

En—1
Per tant,
A . _ . A . o
T = [ag;a}] = [GOaal + OT,} = [ao; a1, a5] = [ag; a1, a2,a3] = .. .,
2
amb ag,ay,... enters i a; > 0 per a tot ¢ > 1.

El sistema d’equacions:

r=ap+& (0< & <1),
1
—=a;=a1+& (0<& <),
€o
1

=ay =ag+& 0<&<1),

&1
s’anomena [’algorisme de la fraccié continua.

Aquest algorisme continua sempre i quan &, # 0. Si en algun moment 5 = 0 per algun cert
N, aleshores 'algorisme acaba i

T = [ag; a1, az,...,an].

En aquest cas, el nombre z és un racional representat per una fraccié continua finita i els nombres
a,, son els quocients complets de la fraccié continua.

Arribats a aquest punt, ja comptem amb les eines adequades per a demostrar el resultat
principal de la seccié.

Teorema 4.2. Qualsevol nombre racional pot ser representat per una fraccid continua finita.

Demostracié. Si x és un enter, aleshores §g = 01 = ag. Si x no és un enter, aleshores = = %,
amb h ik enters i k > 1. Com que

h
E=a0+§o=>h=aok’+fok’,

on ag és el quocient i k1 = &yk el residu de la divisié de h entre k.

Si &y # 0, aleshores

k
k*=a1+51=>k=alk1+flkh
1

on aj és el quocient i ky = &1k el residu de la divisié de k entre k;.

Per tant, obtenim una série d’equacions:

h =aok + k1
k= a1k1 +k2
kl = agkg +k3

i aix{ successivament sempre i quan &, # 0, o equivalentment, k, 11 # 0.

Els enters no negatius k, k1, ks, ... formen una successio estrictament decreixent i, per tant,
knt1 = 0 per algun cert N. Per tant, {5y = 0 per algun determinat N i, en conseqiiéncia,
I’algorisme de la fraccié continua acaba i aixd demostra el teorema. O
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Observacio6 4.3. El sistema d’equacions

h = agk + k1 (0<k‘1<k‘),
k=a1ky + ko (O<k2<k1)7
kn—2=an-1kn-1+ kN (0 < ky <kn_1),

kn—1=ankn

es coneix com l’algorisme d’Fuclides. FEl lector reconeixerd el procés per determinar el maxim
comi divisor ky, de h i k.

4.2 Representacions equivalents

Recordem que en la representacié decimal de nombres racionals hi ha dues possibles representa-
cions. Un exemple d’aixo és el nombre decimal periodic 0.999.. ., el qual denota el nombre 1. En
altres paraules, els simbols “0.999...” i“1” soén dues representacions diferents del mateix nombre.
Aquest mateix fenomen es produeix amb les fraccions continues, és a dir, com es mostra en el
segiient resultat, un nombre racional pot ser representat de dues maneres possibles mitjangant
una fraccié continua finita.

Lema 4.4. Si x és un nombre racional que es pot representar per una fraccid continua finita
amb un nombre imparell (parell) de convergents, aleshores es pot representar també per una altra
amb un nombre parell (imparell).

Demostracio. Siay > 2,
[ap; a1, ...,an] = [ao;a1,...,an —1,1].

Si anN = 1,
lag;a1,...,an_1,1] = [ag;a1,...,an_2,an—1 +1].

Observaci6 4.5. Utilitzant la igualtat (4) i la Proposicié 3.2 obtenim que

x = [ag;a1,...,aN]
= [ag; a1, .-, Gn—1, [Gn; Qnil,-- -, aN]]
_ [ansani1, . an]pnoy +poos
[@n; Qnt1y .- ON] Gn-1 + Gn—2

/
:M (2<n<N).

a%anl + dn—2

Quan diem que dues fraccions continues soén idéntiques ens referim a que estan formades per
la mateixa seqiiéncia de quocients parcials. El lema que citem a continuacié el necessitarem
posteriorment per a la prova de la proposicié que mostrara que si dues fraccions continues finites
tenen el mateix valor sota una condicié especifica, llavors les fraccions séon idéntiques.

Lema 4.6. [HW79, Thm. 159] Tenim que a, = [al], on [a}] designa la part entera de al,
excepte an—_1 = [a/y_4] — 1 quan ay = 1.

Proposicio 4.7. Si dues fraccions continues finites
[ao;al,...,aN], [bo;bl,...,bM]

tenen el mateix valor x i an,by > 1, aleshores M = N i les fraccions son idéntiques.
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Demostracio. Pel Lema 4.6, ag = [x] = by. Suposem que els primers n quocients parcials de les
fraccions continues son idéntics i que a/, i b, son els n—eésims quocients complets. Aleshores,

x = lag;ai,...,an—1,a,] = [bo;b1,...,bp_1,b].

Sin =1, llavors
PRLIS S
ag+ — = —
0 a,1 0 b/17

és a dir, o} = b} i pel Lema 4.6 obtenim que a; = by. Suposem que n > 1, llavors per I’Observacio
4.5 tenim que
a;lpnfl + Pn—2 b{npnfl + Pn—2 /

- = (a), = 0)(Pn—14n—2 = Pn—2dn—1) = 0.
al,Gqn—1+ Qn—2 b Gn_1+ Gn_2 (an n)(pn 19n—2 — Pn—24n 1)

Notem que pel Lema 3.3 tenim que, pp_1¢n—2 — Pn—2qn—1 = (—1)", per tant, a,, = b/,. De nou,
pel Lema 4.6 arribem a que a, = b,. Sense pérdua de la generalitat suposem que N < M.
Acabem de veure que a,, = b, per an < N. Si M > N, aleshores,
PN
— =lag;ai,...,an]
an
- [a();alw' '7aN7bN+17~'~7bM]
~ byyPN PN
blN+1QN +aqn-1 ’

i aquesta darrera igualtat es deu a I’Observacié 4.5. O equivalentment,

PNIN—-1 — PN-19N = 0,

que és fals. Aleshores, M = N i les fraccions sén idéntiques. O

En conseqiiéncia, podem deduir el segiient resultat.

Lema 4.8. L’algorisme de la fraccid continua determina una representacid unica excepte per la
variacid del Lema 4.4.

Demostracid. Com que &y = 0,a)y = an; llavors

1 1
0<7:T:§N71<]—
an (3N
i per tant, ay > 2. Per tant, per la Proposicié 4.7 'algorisme determina una representacié del
tipus que va ser demostrada per ser tnica excepte per la variacié del Lema 4.4. [

En conclusié, obtenim el segiient resultat.

Teorema 4.9. Qualsevol nombre racional pot ser expressat com una fraccid continua finita de
dues iniques maneres possibles: amb un nombre parell de convergents i amb un nombre senar de
convergents. En particular, en una forma ’dltim quocient parcial €s 1 i en ’altra és estrictament
magjor que 1.

5 Nombres reals i fraccions continues

Fins ara ens hem centrat en les fraccions continues finites. Hem estudiat les propietats més
rellevants de les seves convergents i hem demostrat que representen nombres racionals. No
obstant, l'interés principal de les fraccions continues esta en la seva aplicacidé per representar
nombres irracionals, la qual cosa requereix 1'as de fraccions continues infinites. Tot seguit,
enunciem la definicié formal d’aquest altre grup de fraccions continues.
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Definicié 5.1 (Fraccié continua infinita). Una fraccié continua infinita és una expressid de la
forma

1
ap + 1 (5)
ai +
1 . 1
a

2 1

ag + —
on els a; son enters positius per i = 1,2,3,..., i ag €s qualsevol enter. Diem que ag,aq,as,...

son els quocients parcials o simplement els quocients de la fraccié continua.

Observem que ag,ai, as, ... de la Definici6 5.1 dona lloc a una successié d’enters positius
excepte ag que pot ser negatiu. Per tant,

Ty = lag; a1, ..., an)

és, per a cada n, una fraccié continua que representa a un racional x,. Si provem que x,, tendeix
a un limit 2 quan n — oo, aleshores és natural dir que la fraccié continua [ag; a1, ...] convergeix
al valor z, és a dir, = [ag; aq, - . ..

Cal remarcar que en la Seccidé 3 hem estudiat les propietats fonamentals de les convergents
d’una fraccié continua finita. Aquestes propietats son també valides per al cas de les infinites i,
a continuaci6, utilitzarem algunes d’elles per demostrar que efectivament tota fraccié continua
infinita convergeix a un valor numeéric.

Proposicio 5.2. Totes les fraccions continues infinites son convergents.

Demostracio. Hem de veure que les convergents [ag; a1, . . ., a,] tendeixen a un limit. Si N > n, la
convergent x,, és també una convergent a [ag; a1, ...,an]. Aleshores, pel Lema 3.5 les convergents
parelles formen una seqiiéncia estrictament creixent i les convergents senars formen una seqiiéncia
estrictament decreixent. Ara si apliquem el Lema 3.6 tenim que cada convergent parella és menor
que x1, per tant, la seqiiéncia estrictament creixent de convergents parelles esta acotada per dalt;
també cada convergent senar és major que xg, per tant, la seqiiéncia estrictament decreixent de
convergents senar esta acotada per sota. D’aquesta manera obtenim que les convergents parelles
tendeixen a un limit &; i les convergents senars tendeixen a un limit & tal que & < &. Llavors,
pel Lema 3.3 i Lema 3.8 tenim que

1 1 n—oo

pr— < 0-
Gongon—1 — 2n(2n —1)

P2n  P2n-1
q2on q2n—1

Per tant, & = & =: z i la fraccio [ag; a1, ag, . . .| convergeix a x. O

De manera analoga a la unicitat que teniem amb les fraccions continues finites, també la
tenim amb les fraccions continues infinites. Aquesta unicitat per a les infinites es pot deduir
directament del segiient lema.

Lema 5.3. Siz = [ag;a1,...], llavors ag = [z] i ay, = [al,] (n > 0) (recordem que [z] i [a],]
denoten la part entera de x i al,, respectivament).
Demostracid. Recordem que al, = [an; any1,...] és I'n-ésim quocient complet de la fraccié con-
tinua x = [ag;aq,...]. Aleshores,
al, = lim [an,;ani1,...,an]
N—o00
. 1
=a,+ lim —
N— 00 [an+1, e ,aN]
=an+ .
an+l
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En particular,

I
T=ay=ao+ —
ay
També

ap > Apy  Gpyq > Gpyr >0, 0< <1

/
a‘nJrl

per tant, a,, = [al,]. O

Proposicio 5.4. Dues fraccions continues infinites que convergeizen al mateir valor son idén-
tiques.

Demostracio. Notem que pel Lema 5.3 el primer terme de totes dues fraccions continues és
simplement la part entera del valor. Aleshores, podem veure per induccié que a, és la part
entera de a), i, per tant, ha de ser el mateix en les dues expressions de fraccions continues
infinites. En conseqiiéncia, les dues fraccions continues infinites han de ser idéntiques. O

Observem ara que si x és un nombre irracional, aleshores ’algorisme de la fraccié continua
de la Secci6 4.1 no pot terminar. Per tant, aquest defineix una seqiiéncia infinita d’enters

Qo, @1,0a2, . ..

3 3 — call — . [N - — . / / _
i, com abans, tenim que z = [ap;a}] = [ag;a1,a5] = ... = [ag;a1,a2,...,an,a;4], 00 ay =
1
Ap41 + o - > Ap41-
n+2

Per ’Observaci6 4.5,
_ a;—urlpn + Pn—1
a%+1‘]n + qn—1

i, conseqiientment,

_Pn_ PnoiGn —Pndn-1 (="
qn dn (a;z-',-lqn + qn*1> Qn(a/n-i-lqn + qn*l)
Aleshores
. Pn < 1 _ 1 < 1 nooo, o
G| @(@ni1@n +dn-1)  @ny1 ~ n(n+1)

Per tant,

. Pn

x= lim — =J[ag;a1,...,an....],
n— oo Qn

i l'algorisme ens condueix a la fraccié continua amb valor z i és tnica per la Proposici6 5.4.
En conclusié, obtenim el segiient teorema.
Teorema 5.5. Cada nombre irracional pot ser expressat de forma tunica com una fraccié continua

infinita.

En conseqiiéncia, podem establir una correspondéncia bijectiva entre les fraccions continues
i els nombres reals (excepte per Pambigiiitat del Lema 4.4 en el cas dels racionals). Si el nombre
real és racional, llavors la seva fraccié continua sera finita, mentre que si és irracional, sera
infinita.

10
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6 La qualitat de les convergents

Sigui ara z un nombre real arbitrari. Les convergents de la fraccié continua de = proporcionen
aproximacions molt precises del nombre real en qiiesti6. En particular, son la millor aproximacié
racional del nombre z d’entre totes les fraccions amb denominador menor o igual que el de la
convergent. Es a dir, si considerem qualsevol convergent de la fraccié continua d’un nombre real
i prenem totes les fraccions amb denominador menor o igual que el denominador de la convergent
que hem triat, aleshores aquesta convergent és una millor aproximaci6 racional que qualsevol de
les altres fraccions.

L’objectiu d’aquesta seccid és estudiar la qualitat de I'aproximacié de les convergents.

Lema 6.1. Tenim que
(_l)nan

dn+1

gn® — Pn =

per a 0, € (0,1) tal que 0,,/Gns1 €s una funcié decreixent per n. (Si x és un nombre racional,
aleshores el resultat és valid per 1 <n < N —2, idy_1 =1).

Demostracio. Tenim que
/
o an+1pn +pn71

!/ b
Apy19n + @n—1

per tant,
_ bn a;H-lpn + Pn-1 _ Dn
dn a;l+1Qn + dn—1 dn
_ 7(pnqn71 - annfl) _ (71)71
q’ﬂ(a’;-&-lqn + QW+1) Qn(a;H-lqn + anl)
Aleshores,

5 — Gn+1 _ On+1Gn + Gn—1
a';L.HQn + qn-1 a;L_HQn + qn-1

D’aquesta manera veiem que 0 < J, < 1 excepte quan a,4; = a,_ ;. Velem ara que 0y /qn+1
decreix per n. Com que a/, =1+ tenim que

’
Apt1

On, 1

dn+1 a/n_HQn + qn—-1
1 1

o (an+1 + 1)Qn + dn—1 N dn+1 + dn

1 1
2 =
an72qn+1 + dn Qn+2
2 5n+1 )
qn+2

Notem que I'altima desigualtat és una igualtat només quan a,41 = aj,,, és a dir, quan x és un
nombre racional i n = N — 1. O

Lema 6.2. L’error de la n-ésima convergent de la fraccid continua d’un nombre real x estd
acotat per

an

Demostracio. Demostrarem el resultat per induccié sobre n. En primer lloc, notem que p,,—1q, —
Pngn—1 = (=1)". Per n = 1, tenim que py = ag,q0 = 1,p1 = apa1 + 1,q1 = a1, per tant,

11
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poa1 — prag = —1. Per n > 1, utilitzant la Proposici6é 3.2 tenim que

Pn—-19n — Pndn—-1 = pnfl(Qn72 + ananl) - (pnf2 + anpnfl)anl
= Pn—19n—2 — Pn—2qn—1
= *(pn—2QTL—1 7pn—1Qn—2)
= ()t = ()

Com que x es troba entre

Pn—2 + AnPn—1 i Pn—2 + (an + 1)pn71
qn—2 + Andn—1 dn—2 + (an + 1)Qn—1 ’
o equivalentment, entre
Pn i Pn + Pn—1
dn dn + qn—1 ’

tenim que la distancia entre aquests dos nombres és la segiient:

Pn + Dn—1 _ DPny (pn ern—l)Qn *pn(Qn + Qn—l)
Gn + qn—1 dn B (Qn + Qn+1)Qn

_ | Pn—19n — Pndn-1

@t e

_ | =" 1

@ a2

Observacio 6.3. No és cert que si % és un nombre racional tal que satisfa

aleshores % és una convergent de la fraccid continua de x.

Com a exemple, prenem l’irracional 7 i el racional %. Com podem veure

1
- — T <ﬁ,

4
1

tanmateix podem comprovar que % no €s una convergent de la fraccid continua de 7.

No obstant, veiem el que enuncia el segiient resultat del matematic alemany Hurwitz.

Lema 6.4. De dues convergents consecutives qualssevol de x, almenys una d’elles satisfa la
desigualtat

1
P« =
'q ' 2¢*
Demostracio. Pel Lema 3.6 tenim que z es troba entre Z—" i f;"ﬁ. Per tant,
Prt1  Pnj_ pn—m‘—i— P+t —:)3‘.
dn+1 dn dn dn+1
Suposem que el lema és fals, aleshores:
I o _pf 11
GnGn+1 Gnr1 Gn| 262 243,
Per tant, (¢n+1 — ¢n)? < 0 per a tot n > 0 i arribem a contradiccié. O

12
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Es més, com bé afirma el lema que citem a continuacio, aquesta desigualtat és caracteristica
de les convergents d’una fracci6 continua (per més detalls consultar la Seccié 10.7 de [Hual2|).

Lema 6.5 (|[Hual2|, Thm. 172). Si un nombre racional p/q satisfa
il

q

<53
T 2(]2

aleshores es tracta d’una convergent de la fraccid continua de x.

De fet, la idea principal dels lemes anteriors és que les convergents de la fraccié continua de x
proporcionen aproximacions molt precises del nombre real en qiiestié. En particular, el segilient
teorema demostra que les convergents 22 de la fracci6 continua de x son efectivament les millors

dn
aproximacions racionals d’aquest nombre.

Teorema 6.6. Sin>1,0<q<gqy,, i % % %, aleshores

Pn
an

<’p—x.
q

— T

Demostracio. El teorema és equivalent a demostrar que si |gz — p| < |gn@ — py|, aleshores ¢ > gy,
per a n > 1. Suposem que |gz — p| < |gnx — pn| i g < ¢. Tenim que ¢ < g,41 per a n > 1.
Considerem ara el segiient sistema d’equacions:

app + Bpn—!—l =D

agn + Bant1 = q

Observem que p,gn+1—Pn+1qn = (—1)™ # 0. Per tant, les dues equacions tenen solucions enteres

ailp.
Si =0 llavors p = ap, i ¢ = agq,. Com que a # 0 aleshores
lgz — p| = |agnr — apn| == [gnz — pal
que és una contradiccio.
Si a = 0 llavors ¢ = ¢y, i com que 3 # 0 aleshores contradiu que ¢ < ¢,.
Per tant, o i 8 sén no nuls. Veiem ara que « i 8 tenen signe oposat.
0 <q=0agn+ Bgni1 < Gnt1

Per una banda, o i 8 no poden ser ambdoés < 0 ja que g > 0. Per una altra, « i 5 no poden ser
ambdos > 0 ja que sind ¢ > ¢n4+1. Notem que ¢, — py, 1 ¢p412 — Pr41 tenen signes oposats. Per
tant, a(gn® — pn) 1 B(gne12 — prr1) tenen el mateix signe. Per tant,

qr —p = a(gnx — pn) + B(@ni17 — Pry1)

= [gz — p| = |a(gnz — pn) + B(@n+17 — Pnt1)]
= |a(gnz — pn)| + [B(gn+17 — Pt
> |a(gnr — pn)
> [gn — pal

i arribem a contradiccio. O

13
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7 Fraccions continues periodiques

Les fraccions continues periodiques sén un tipus especial de fraccions continues infinites en qué
un nombre o un grup de nombres es repeteix indefinidament. D’una banda, la periodicitat de la
fraccio continua pot ser eventual o pura, és a dir, la repeticié pot comencar des d’un principi o a
partir d’un cert punt en el seu desenvolupament. Per una altra, aquesta repeticié periodica pot
ser simple o composta, depenent de la longitud del patré que es repeteix.

Els segiients apartats basats principalment en la referéncia [C.D63| estan enfocats a estudiar
les propietats i els comportaments especifics de les fraccions continues eventualment periodiques
i de les fraccions continues purament periodiques.

7.1 Fraccions continues eventualment periodiques

L’objectiu principal d’aquest apartat és demostrar que les fraccions continues eventualment pe-
riodiques corresponen a nombres irracionals tals que sén solucié d’alguna equacié quadratica de
coeficients enters.

Abans pero, hem de descriure com sén aquest tipus de fraccions continues infinites.

Definicié 7.1 (Fraccié continua eventualment periddica). Diem que una fraccié continua és
eventualment periodica si

[ap; a1, ... an,...] =lao;a1,... a5, 11,501
és a dir, la fraccid continua comenca amb un pre-periode ag,...,ar © després sequeir amb un
periode agy1,--.,a; el qual es repeteix indefinidament.

Exemple 7.2. Tenim que
V2 = [1;2,2,2,...] = [1;2] és eventualment periodica amb repeticid simple.

V19 = [4; 2,1,3,1,2, 8] és eventualment periodica amb repeticid composta.

A continuacio, repassem la definicié6 de nombres irracionals quadratics.

Definicié 7.3 (Irracional quadratic). Un irracional quadratic és un mombre irracional que és
una arrel de lequacid quadratica

ar’ +br+c=0, abceZ, a#0.

De fet, recordem que aquest tipus d’irracionals es poden expressar com es mostra en el segiient
lema.

Lema 7.4. Un nombre és un irracional quadratic si © només si pot ser expressat de la segiient
forma
P+VQ

R
on P,Q,R€Z,R#0iQ és positiu i no és un quadrat perfecte.

Demostracié. Suposem que x és un irracional quadratic. Aleshores x és una arrel de l’equacio
ax? +bx+c=0o0na,b,c€Zia#0. Recordem la férmula quadratica

. —b+Vb?2 — dac

2a

14
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on —b,b? — 4ac i 2a séon enters i 2a # 0 ja que a # 0. Si b2 —4ac =0 = = = ;—f € Q que és
una contradicci6. Si b2 — 4ac < 0 = 2 € Q que també és una contradiccié. Per tant, només pot
passar que b2 — 4ac > 0. Ara, si b2 — 4ac és un quadrat perfecte aleshores ¢ = —bEvb —dac Vzlf_"‘ac €eQ
que és de nou una contradiccié. En conclusié, b2 — 4ac no és un quadrat perfecte.

Contrariament, suposem que z = %ﬁ
perfecte. Llavors,

on p,q,r € Z,r # 01i¢g > 01 no és un quadrat

T —p=./q,
(’I"l' - p)2 =4q,
r?2? — 2rpx + (p* —q) = 0.

Es a dir, obtenim una equaci6 quadratica amb coeficients enters i 72 # 0 ja que r # 0. En
conseqiiéncia, x és un irracional quadratic. O

Amb aquests conceptes, ja disposem dels elements necessaris per demostrar el resultat princi-
pal de ’apartat. La prova del resultat 'hem dividit en dues parts. En primer lloc, demostrem que
les fraccions continues periodiques representen irracionals quadratics i, posteriorment, provem la
implicaci6 contraria. De fet, el resultat obtingut és més conegut com Teorema de Lagrange.

Comencem amb la implicacié més simple.

Lema 7.5. Una fraccid continua periodica correspon a un irracional quadratic.

Demostracid. Suposem que a és el L-¢sim quocient complet de la fraccié continua periodica x.
Aleshores,

/ /
ap =lar;ar41, .., 0L4K—1,0L,0041,- -] = [aL;GL11, .., QL4 K—1,07)]
! 1/
arp +p
/ L ! 12 1" AW 1"
= a;, = =qaj +(q¢ —p)ay,—p =0 6
L a/Lq/+q// L ( ) L ( )
" /
on % i % son les dues ultimes convergents de [ar;ar+1,...,ar+k—1] . Tanmateix,

_ PL-2—qrL-2T

i
a 1+ pr_
r PL—1 T PL-2 G/L .
qr—1T — PL—1

aqr—1 + qr—2

Finalment, si substituim a} a (6) i fem una série de manipulacions algebraiques obtenim una
equacié de la forma az? + bz + ¢ = 0 amb coeficients enters. Per tant, com que x és irracional
tenim que b? — 4ac # 0. O

Ara, el segiient lema ens mostra la implicacié contraria.

Lema 7.6. Una fraccid continua que representa un irracional quadratic és periodica.

Demostracié. Suposem que x és un irracional quadratic que satisfa
ar? +bx+¢=0, abc€Z, a#0 (7)
i que pot ser representat per la fraccié continua
x = [ag;ay,...].

Aleshores Vn > 0 :
. a/npn—l +pn—2

afﬂanl + dn—2 ’

15
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on a), és I-nésim quocient complet de la fracci6é continua. Sisubstituim aquesta tltima expressio
de z a (7) obtenim una equaci6é que depén de n:

And? 4+ Bpal, + C,,
on
Ay = api_l +0pn—1Gn-1 + C‘I?L_p
By, = 2ap,—1Pn—2 + b(Pn—1qn—2 + Pn—2qn—1) + 2¢¢n-1qn—2,
Cp = apy_s +bpn_agn-2 +cqi_5 = Ap_1.
Notem que A,, # 0 Vn > 0 ja que si ap?_; + bpp—1qn—1 + cg>_; = 0 aleshores

2
O/(pnfl) +b(pn71)+czo
dn—1 qn—1
Pn—1
qn—1

Per tant, I'equaci6 té ’arrel racional que és contradiccid perqué x és irracional.

L’objectiu de la prova és elaborar uns calculs que demostraran que A,,, B,, i C;, només poden
prendre un nombre finit de valors.

Observem que A, # 0i A,y? + Bpy + C,, = 0 és una equacié tal que una de les arrels és a’,.
Fent una série de calculs obtenim que

B2 —4A,C, = b* — 4ac. (8)
Ara, pel Lema 6.1 tenim que
6n—1
Pn—1 = Tqn—1 + .
qn—1
Per tant,
o1\’ O
A, =a ($Qn—1 + 1) + bgn—1 ($Qn—1 + 1) + 0%21—1
dn—1 dn—1
2 2 G
= (ax” +bx +¢)q, 1 + 2020, 1 + a—5— + bdp_1
n—1
52
= 2(1,55(5“,1 +a ;71 + b(snflv
qn—l
i llavors

[An| < 2l|az| + [a] + [b].

Com que C,, = A,,_1 aleshores
|Ch| < 2|laz| + |a| + ||

Finalment per (8) notem que
B2 < 4|A,C,| + |b* — 4ac]
< 4(2|ax| + |a| + |b])* + |b* — dac]|

En conseqiiéncia, els valors absoluts de A,,, B,, i C};;, son menors que uns nombres independent-
ment de n. Per tant, hi ha un nombre finit de diferents triplets (A4,,, By, Cy). Notem que podem
considerar un triplet (A4, B, C) tal que aparegui almenys tres cops, anomenem-lo:

(Anl’Bnl’Cnl)’ (An27 Bn2’0n2)7 (ATLS’ Bni}? Cns)‘

Per tant, a}, ,a,, i al,, son totes tres arrels de Ay* + By + ¢ = 0 i almenys dues d’elles han de

ser iguals. Per exemple si a;,, = a;,, = an, = Gn,,0nyt1 = Gpy41,... 1 veiem que la fraccio
continua és periodica. O

En conclusid, obtenim el que es coneix com Teorema de Lagrange.

Teorema 7.7 (Teorema de Lagrange). Sigui x € R. La fraccid continua de x és eventualment
periodica si 1 només si x és un irracional quadratic.
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7.2 Fraccions continues purament periodiques

Les fraccions continues purament peridodiques sén un tipus especial de fraccions continues pe-
riodiques. De manera intuitiva, es tracta de fraccions que séon periddiques des d’un principi.
A més, com veurem a continuacio, qualsevol fraccié continua purament periodica representa
un irracional quadratic d’un tipus especial anomenat irracional quadratic reduit i, a la vegada,
tot irracional quadratic reduit representa una fraccié continua purament periodica. Per tal de
demostrar aquesta doble implicacié, procedim a demostrar dos lemes de forma independent.

Comencem introduint les definicions d’aquests nous conceptes.

Definicié 7.8 (Fraccié continua purament periodica). Diem que una fraccid continua és pura-
ment periodica si és de la forma
[ao;a17"',an]a

on ag, . ..,a, €s el periode de la fraccio continua el qual es repeteir indefinidament.
Definicié 7.9 (Irracional quadratic reduit). Diem que « és un irracional quadratic reduit si i
només st >11—-1<a<0 ona és el conjugat de .

El lema que ve a continuaci6 el necessitarem posteriorment per a una de les implicacions.

Lema 7.10. 57

Pn .
- — [aOaala .o aan—laan] )
dn
aleshores ,
- [anv An—1,An—2, .- -, a()] e
Pn—1 an
1
/
qn . _pnfl
- [an7an717anf2a--~7a1] - 7 5
dn—1 n—1

on pl/d., i p,_1/d.,_, representen, respectivament, la n-ésima i (n — 1)-ésima convergent de la
fraccié continua [an;an—1,...,a1,a0].

Demostracié. Sabem que p,, = anPpn_1 + Pn_o, aleshores

Pn 1
D = an + Pn—1"
n—1 Pn—2

Ara com que pp,_1 = ap_1Pn—2 + Pn_3, tenim que

Pn—1 1
. = an_l + Pn—2°
Pn—2 Pr_3
De manera semblant,
Dn—2 1
. = an_Q + Pn—3
Pn-3 Pn—4
1 1 1
pfzzag—‘rpflzag-i-fi.
P1 o ay +agp

Per tant, veiem que resultat s’obté a partir d’aquestes equacions mitjangant successives substi-
tucions. El resultat per a ¢, /¢,—1 es demostra de manera similar. O

Després d’aix0, ja podem demostrar que qualsevol fraccié continua purament periodica re-
presenta un irracional quadratic reduit.
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Lema 7.11. Sia = [ag; a1, .-, Gn), aleshores a és un irracional quadratic reduit. En particular,
$i B = [GniGn_1,,---,00], aleshores & = —1 és l’arrel conjugada de I’equacié quadratica que

satisfa a tal que —1 < & < 0.

™

Demostracio. Suposem que « = [@g; a1, .-, ay,) 1 velem que « és un irracional quadratic reduit.
Observem que pel Lema 7.10 tenim que

Pp =Pny Pt = s 9)
G = Pn—1, dnp_1 = Gn-1- (10)
Com que « és purament periodic podem escriure’l en la forma

n 1 1 1
a = q —_ .. e
0 a1+ “+a, +a

i, tenint en compte que a més

— QPn + Pn—1
agn + Gn—1 ’
on pp,/qn 1 pn—1/qn—1 estan definits, respectivament, com I'n-ésim i (n — 1)-ésim convergents de
[@o;at, - an) . L'equacié anterior és equivalent a ’equacié quadratica
Qna2 - (pn - Qn—l)a —Pn-1=0. (11)

Revertint el periode a «, obtenim que

3 n 1 1 1
=ap+— . ——,

" a1t 4ag 48
i de nou, veiem que

3= Bp, + D1
ﬁQ;l + Q;L_l ’
on pp/qn 1 pn—1/qn—1 estan definits, respectivament, com I'n-ésim i (n — 1)-ésim convergents de
[@n;a@n_1,---,a0] . Utilitzant (9) i (10) podem substituir la segona expressié de 5 per
5= BPn + Gn
Bpn—l + qn—1 ’

i en conseqiiéncia [ satisfa I'equaci6

pnflﬁ2 - (pn - anl)ﬁ —Qqn = 07

ue és equivalent a ’equacio
q q q

Gn (—;)2 = (Pn = Gn-1) (—%) ~Pn-1=0. (12)

Ara, comparant les equacions (11) i (12), concloem que l'equaci6é quadratica

@n2® = (Pn = @n-1)T — Pn—1 =10

té dues arrels. L’arrel 21 = «, i Parrel 2o = —1/8. Notem que [ correspon a la fraccioé continua
purament periodica [@n;@n_1,---,00], O0 Gp,An—_1,...,09 SO0 tots enters positius; per tant,
obtenim que 8> 1,0 < 1/8 < 1 i, conseqiientment, —1 < —1/3 < 0. Es a dir, l'arrel o/ = —1/f
es troba entre —1 1 0. O

Tot seguit, provem la implicacié contraria. Abans pero, citem el segiient resultat que neces-
sitarem per a la demostracio.
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Lema 7.12. [C.D63, Section 4.4] Si a és un irracional quadratic reduit, aleshores pot ser ex-
pressat com
a=a + —,
aq
on ay €s el major enter menor que « i a1 €s un irracional quadratic reduit associat a D.

Lema 7.13. Si« és un irracional quadratic reduit, aleshores la fraccid continua de o €s purament
periodica.

Demostracié. Suposem ara que « és un irracional quadratic reduit i veiem que la fraccié con-
tinua per « és purament periodica. Primer estudiarem ’expansio de la fraccié continua de « i
posteriorment demostrarem que aquesta és necessariament periodica pura.

En primer lloc, pel Lema 7.12 tenim que l'irracional quadratic o pot ser expressat de la forma
segilient:

P++vD 1
a=———=a+—,
Q aq
on aj és el major enter menor que i g = 131571\/5 > 1 és un irracional quadratic reduit associat

a D. Observem que repetint el procés a a; obtenim:

P+ VD 1
Pt+vD
1

a1 = az )
Q )
on ay és el major enter menor que oy i as = % VD - 1 és un irracional quadratic reduit.
D’aquesta manera, tenim que
1
= a1 + >
aq
o) =az+ —,
(6%)
on a, aq, ag so6n quadratics irracionals reduits i o« = a; + T
az + —
Q2

Continuant aquest procés generem la segiient série d’equacions:

ap =a; + —,
(63}

oy =az+ —,
a2

1
Qp—1 = ap + —,
n

on ag = o, a, G, ... soOn tots quadratics irracionals reduits associats a D i on
1 1
a=a+—...—— ...
azx+ +an+

Donat que « és irracional aquest procés mai acaba i, per tant, estem generant una quantitat
infinita de quadratics irracionals reduits aq, a1, ..., ay,. .., tots ells associats a D. Per tant, en
algun moment hem d’arribar a un irracional quadratic reduit que ja hagi aparegut abans.

Suposem que en la seqiiéncia
o, ALy e ey Of—1, Oy - oo, A1, O - -

tenim que ag,aq,...,q;_1 son tots diferents i que «; és el primer tal que el seu valor ja ha
aparegut anteriorment, per tant, a; = ag, 0 < k < [. Aleshores, és possible demostrar que:
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(i) Siop =01 = app1 = g1, Qpyo = Qg2, . -

(ii) La successié a = ag, a1, @, . .. és purament periodica.

D’una banda, per veure (i) recordem que:

Qi = ag+1 + =o=a41+

Qft1 Q41

Com que ayy1 1 a;41 s6n els majors enters menors que v, = o, podem concloure que agy1 = ay41-
Per tant, els inversos de ag41 1 ag41 so6n iguals i, en conseqiiéncia, ag41 = ayy+1. Procedim de
manera analoga per g0 = 12, Qk+3 = Q43, ...

Per una altra, per demostrar (ii) hem de comprovar que si o = oy per 0 < k < [, alesho-

res ap_1 = Qy_1,0_2 = Qy_o2,...,09 = qj_. Utilitzarem els conjugats de aj i a; obtenint que
— . 1 1
Qr = aj i, per tant, B = —a==—F = 5.

Si k # 0 tenim que:

ak—1:ak+07 i Oél—lzal+075
k l

prenent conjugats obtenim que:

p_1=a,+— 1 q_1=a+—.
k 1
Per tant,
1 . 1
—— =0 —Qg—1 1 — —==a —q-_1,
g (&7}
o el que és el mateix,
1 1
Br = ax + i Bfl=a+—. 13
Br-1 Bi-1 (13)
Donat que ap_1 i ay_1 sén reduits tenim que
—l<ar_1<0 i —1<ao_1<0.
Per tant,
0< 1 <1l i 0< ! <1
—Qp_1 = i —a1=——<1.
Br—1 Bi-1

Per tant, aj i a; en (13) son els majors enters menors que By i 5, respectivament. Com que

Br = B = a, = a;. Per tant,
1 1
ap+—=a + —.
Oék O[l

Observem que ’esquerra d’aquesta equacio és ay_1 i la dreta és a;_1. Per tant, hem demostrat
que o = «g implica que ag_1 = ag_1.

Ara,sik—1# 0, i.e., ap # ap = «, repetim 'argument k vegades per provar que efectivament
Qp—2 = Qu_9,ar_3 = q_3, etc., fins que arribem a a i obtinguem oy, = g = qy_k = Q.
D’aquesta manera,

o =a; + —,
aq

oy =ag + —,
(6%)]

1
Qs—2 =0s5—1 + o ;
s—1

1
Qg1 :054’; :as+a7
s

20



Treball de Fi de Grau Anna Nofuentes Creus

on a,aq,qa,...,0s_1 s0n tots diferents, ay = « i a partir d’aquest punt tots els o’s es repeteixen.
Com que per a cada ay, > 1 existeix exactament un enter ax més gran i menor que ay, és evident
que la seqiiéncia a1, as,...,as també es repetira:

g = Qg41 + =ap=a; +—.

st aq

Per tant, la fraccié continua per « té la forma segiient:
Q= [al;aQa"'vas}a

és a dir, es tracta d’una fraccié continua purament periodica. O

Finalment, combinant el Lema 7.11 i Lema 7.13 arribem a la segiient conclusié que caracte-
ritza les fraccions continues purament periodiques.

Teorema 7.14. Un irracional quadratica és reduit si i només si

a =[ap;ar, -, an) -
En particular, si
B = [an§an71m~~'7a0]7
aleshores a = —% és Uarrel conjugada de l'equacid quadratica que satisfa o tal que —1 < @ < 0.

7.3 La fraccié continua per v N

En aquest apartat estudiem la forma que té la fraccié continua de v/N amb N > 0 un enter que
no és un quadrat perfecte. Observem que v/N és un irracional quadratic, per tant, pel que hem
vist anteriorment a la Secci6 7.1 sabem que la seva fraccidé continua haura de ser eventualment
periodica. No obstant, com comprovarem tot seguit no és un irracional quadratic reduit i, en
conseqiiéncia, pel punt 7.2 la seva expansié periodica no pot ser pura.

Teorema 7.15. Suposem que N > 0 és un enter que no és un quadrat perfecte, aleshores

VN = [ao;alaa27"'7a27a172a0] )

on el periode de la fraccid continua, excepte pel terme 2aq, és simeétric (la part simétrica pot tenir
un terme central).

Demostracié. En primer lloc, notem que v N > 1, per tant, el seu conjugat —v/ N no pot trobar-
se entre —1 i 0. En conseqiiéncia, v [N no és un irracional quadratic reduit i la seva expansio

1 1 1
\/N:CLO'Fi... (14)
a1+ +an—1 t+an+

no pot ser purament periodica. Per una altra banda, com que ag és ’enter més gran tal que és
menor que VIV, el nombre VN 4+ ag > 11 el seu conjugat —v N + ag si que es troba entre —1
i 0. Per tant, VN + ag és un irracional quadratic reduit. Sumant ey a banda i banda de (14)

obtenim que

1 1
VN +ag =2ag + —
ay +as+

Observem que aquesta expressié ha de ser purament periodica, per tant:

1 1 1 1 1
a:=VN+ag=2a9+ —
aj +as4 +a, +2a¢ +a1+
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Conseqiientment, I’expansié per v N és la segiient:

1 1 1 1 1
VN = ap + — ‘e .
a; +ax+  +ap +2a0 a1+ (16)
= [ao; a1, az, .. ., an, 2a0]
on ay, as,...,an,2ag és el periode de la fraccié continua.

Veiem que efectivament aquest periode és simétric. Recordem pel Teorema 7.14 de la Seccid
7.2 que si @ := —vV N +ag és el conjugat de o := vV N + ag, llavors I’expansio de —% és la mateixa
que la de a pero amb el periode revertit. Per tant, si revertim el periode a (15) obtenim que:

1 1 1 1 1

a \/N—ao Ap—1+ +aq1 +2a9+ (a7)

Per altra banda, podem obtenir I’expansié per (VN — ag) ™! facilment de (16), i extraient ag de
les dues bandes de I'equaci6 tenim que:

1 1 1 1 1
vaa():OJr—
ai +as+ +a, +2a0 +a1+

Per tant,
n 1 1 1 1
—_—=at+— . — ...
VN —ay a2 +an +2a +ar+
No obstant, hem vist que les expansions de les fraccions continues sén tniques; per tant, com-
parant (17) i (18) concloem que:

(18)

an = ai, Up—1 = 02,...,02 = An—-1, a1 = Anp.-

En conseqiiéncia, la fraccié continua per v/ N necessariament té la forma

VN = [ao; a1, a2, as, ..., a3, az, a1, 2aq)] -

8 La rad auria

En aquesta seccié parlem sobre el famés nombre conegut com a nombre auri, raé auria, seccid
auria o divina proporci6é. Expliquem per qué és un nombre d’especial interés a través de les
fraccions continues i per qué, tal com es detalla a [Num)|, se’l considera el “nombre més irracional”.

Abans de parlar sobre aquest nombre, analitzem un dels nombres irracionals més famosos:
el nombre 7. Per la Seccié 5 sabem que la fraccié continua d’aquest nombre és necessariament
infinita. A continuaci6, examinem els primers termes de la seva expansio:

m=1[3;7,151,292,1,1,1,2,1,3,1,14,2,1,1,.. ]

Recordem que les aproximacions racionals obtingudes trucant la fraccié continua del nombre
s’anomenen les convergents. Per exemple, si ens aturem just abans de 15 obtenim la bona
aproximaci6é coneguda com 7 ~ 22/7. De la mateixa manera, si ens detenim just abans de 292
aconseguim una molt bona aproximacioé = & 355/113 = 3.1215929... Aixi doncs, notem que
per a obtenir bones aproximacions racionals del nombre 7 hem hagut d’aturar-nos just abans
d’un valor gran de a,. Aix0 es deu al fet que com més gran sigui el quocient parcial a,,
I'aproximacié empitjora ja que s’afegeix una quantitat practicament negligible que es semblant
a zero. D’aquesta manera, es desestima una quantitat (per petita que sigui) i 'aproximacio és
menys precisa.
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Dit aixo, podriem preguntar-nos quin és el nombre tal que la seva fraccié continua infinita
no conté cap nombre gran. Es a dir, partint del nombre en qiliestié x i considerant 1’s tots els
quocients parcials de la seva fraccié continua:

r=1+
1+
1+

1
1+ —
Per a determinar aquest nombre x procedim de la segiient manera:

1
r=l4+-<—=’=4l<—=2’-2-1=0<—
X

(m—1>2—1—1—0<:>(x—1)2—5<:>
2 4 N 2) 4

El quocient d’aquestes dues quantitats és un nombre irracional conegut com a nombre auri
(entre d’altres denominacions) i designat habitualment per la lletra grega ® o també ¢.

Observem que al quocient anterior tenim dos signes:

1 +2‘/5 —1.6180339... i ° _2\/5 = —0.6180339. ..

No obstant, es tracta de la mateixa expansiéo decimal perd amb signes oposats. Aquest fet és
degut a una de les propietats principals del nombre auri: si li restem una unitat al nombre auri,
obtenim I'invers del nombre auri, és a dir:

1 5—1
—:@—1:\[2

= (0.6180339. ..
P

La ra6 auria es troba present en diversos fendomens naturals, com a exemple, en la disposicid
de les llavors d’una flor. Per a observar aquest fenomen, fem servir un model matematic basat
en flors per mostrar com el nombre auri s’ajusta millor al creixement de les llavors en una flor
en comparacié amb altres nombres racionals i irracionals. De fet, és per aquest motiu pel qual
se’l considera el “nombre més irracional”.

Aquest model matematic es basa en el segiient procediment: comencem amb una llavor inicial
i, mitjancant les fraccions de rotacio, determinem ’angle al voltant de la llavor inicial per a la
ubicacio de la segiient llavor de la flor. De fet, en cada pas apliquem una rotacié segons la fraccié
de rotacié corresponent, al mateix temps que ens allunyem una mica de la llavor inicial. Les
imatges de la Figura 1 han estat generades utilitzant [Geo] i representen tres casos particulars
d’aquestes fraccions de rotacions. Observem la Figura la, que correspon a un nombre racional, on
es poden veure clarament raigs. Pel que fa a la figura del centre, quan utilitzem 1/7, un nombre
irracional, els raigs son menys evidents. Aix0 ens porta a preguntar-nos si existeix un nombre
irracional que millor eviti la formacié de raigs. La resposta a aixo es troba quan considerem la
fraccié de rotacié associada al nombre auri. Si observem la Figura lc podem adonar-nos que
aquesta disposici6 de les llavors en la flor és la que millor s’ajusta a la realitat ja que no hi ha
raigs visibles. Aixi doncs, el nombre auri és considera el “nombre més irracional” donat que és el
que millor aproxima el comportament de les llavors en una flor.

23



Treball de Fi de Grau Anna Nofuentes Creus

1 (c) Fracci6 de rotacio @
™

(a) Fracci6 de rotacio % (b) Fraccié de rotacio6

Figura 1: Fraccions de rotacions [Geo].
9 L’escala musical des d’una perspectiva matematica

9.1 Introduccid

Recordem que l’escala de do major esta formada per les notes do, re, mi, fa, sol, la i si. Les
distancies entre aquestes notes es mesuren mitjangant intervals. L’interval fonamental és 'octava
justa, que es produeix entre una nota i la segiient amb el mateix nom, és a dir, de do a do’. Aixi
doncs, en I’ambit d’una octava, s’estableixen una série d’intervals interns entre les notes. En
I’escala de do major, les distancies entre totes les notes consecutives sén d’un to, excepte en els
intervals mi-fa i si-do, on és d’un semito.

0 [0 ©

Figura 2: Escala de do major [dC].

En realitat, la distancia entre dues notes qualssevol forma un continu, el qual implica que
hi ha un nombre infinit de notes entre elles. Per a poder percebre tots els sons intermedis, és
necessari realitzar un glissando, com ara utilitzant un violi. La possibilitat de tenir un nombre
infinit de notes entre dues notes qualssevol representa un desafiament a I’hora d’afinar una escala
ja que aquestes podrien tenir unes proporcions dificils de reproduir amb 'instrument.

Cada una de les formes de seleccionar els sons que utilitza la musica constitueix un sistema
d’afinaci6é. Per tant, es tracta de seleccionar dins del conjunt de freqiiéncies de tots els sons
aquells amb els quals farem misica i descartar la resta. Els sons admesos pel sistema d’afinacié
es denominaran sons afinats o notes musicals.

En aquesta seccid, explorarem tres enfocaments diferents d’afinacié en misica: [’afinacio
pitagorica, el temperament igual de 12 notes i, com a curiositat final, el temperament igual
de 53 notes. Comencarem analitzant ’afinacié pitagorica, un sistema que es basa en relacions
matematiques i proporcions de freqiiéncies. A continuacio, estudiarem el temperament igual de
12 notes, que ofereix una distribuci6é equidistant de les notes a l’escala i soluciona el principal
inconvenient del sistema pitagoric. Per acabar, presentarem un tipus de temperament igual
menys conegut el qual implica 'is de 53 notes en una escala. Per aquesta part del treball ens
hem basat principalment en les notes de [Ben06], [dC|, [Ord22b|, [Ord22al, [Her] i [Wik].
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9.2 L’escala pitagorica

Els conceptes de consonancia i dissonancia fan referéncia a la percepcio de dos o més sons que
es toquen simultaniament i a la relaci6 entre les notes que els produeixen. La consonancia
fa referéncia a una harmonia agradable entre notes que es toquen a la vegada, mentre que la
dissonancia indica una tensio6 o falta d’acomodament entre elles. Es tracta de conceptes que han
anat variant juntament amb els canons, les regles i els estils per compondre misica.

Pitagores va descobrir una connexié entre les matematiques i la musica que permetia relacio-
nar la consonancia dels sons amb els nombres racionals. Per dur a terme les seves investigacions
musicals, va inventar el monocordi, un instrument d’una sola corda amb una caixa de ressonan-
cia, un canoé o regla graduada i un pont variable, que permetia fer sonar diferents longituds de
corda. Amb el monocordi podia mesurar les relacions numeériques entre les diferents longituds
de corda que emetien sons consonants.

Figura 3: Pitagores i el monocordi [Ben06].

Pitagores va constatar que dos o més sons eren consonants quan les longituds de les cordes que
els emetien es podien expressar com a quocient de dos nombres enters “petits™ 1,2,3,4,5,6... En
canvi, si la relaci6 entre les longituds era un “nombre extrany” (per exemple 129/47 0 97/43), era
més probable que aquests sons emesos junts resultessin dissonants. Evidentment, el fonament fisic
és bastant més complex, pero els pitagorics van aconseguir veure que dos sons eren consonants si
la ra6 entre les seves longituds era senzilla, per exemple, 2:1 (octava), 3:2 (quinta), 4:3 (quarta)
i 5:4 (tercera).

if fi Fem sonar una nota (unisé) al pulsar
—
una corda de longitud L (relaci6 1:1)

Fem sonar la meitat de la corda (L/2),
produint I’octava (relacié 2:1)

2
5L
m Fem sonar 2/3 de la corda,
e ot
produint la quinta (relaci6 3:1)
3
<L

if ?: Fem sonar 3/4 de la corda,
—_— . .
produint la quarta (relaci6 4:3)

Figura 4: Proporcions en una corda [dC].
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Una escala diatonica és una escala musical de set notes, separades per cinc tons i dos semitons.
Segons la manera en qué s’ordenen aquests intervals, s’obtenen diferents tipus d’escales, essent
I’escala major i I’escala menor les principals. Per exemple, per construir I’escala diatonica de
do major, s’adopta la segiient progressié6 de quintes iniciant amb la nota fa i posteriorment
reordenant-les:

fa —do — sol —re —la —mi — si.

Pitagores va observar que el so d’'una cinquena justa, amb una relaci6 de freqiiéncia de 3:2, és
particularment consonant quan sona juntament amb la tonica, que és la nota que defineix la
tonalitat de ’escala. A partir d’aquest fet va concloure que es podia construir una escala con-
vincent utilitzant només les relacions 2:1 i 3:2. Aleshores, per exemple, si utilitzem la proporcié
3:2 dues vegades, obtenim un interval amb ratio 9:4 que és una mica més gran que una octava.
Per tant, si reduim una octava dividirem aquesta relacié per la meitat, obtenint 9:8. Utilitzant
la proporcio 3:2 una altra vegada ens portara a 27:16, i aixi successivament. A continuacio, es
mostra la taula de I’escala de do major amb les corresponents relacions de freqiiéncia.

nota || do | re mi fa | sol la si do
ratio || 1:1 | 9:8 | 81:64 | 4:3 | 3:2 | 27:16 | 243:128 | 2:1

Taula 1: Relacions de freqiiéncia a I’escala de do major.

En aquest sistema, els intervals entre dues notes successives sén un to major de ratio 9:8 i un
semito menor de 256:243 o 28:3° en el cas dels intervals mi-fa i si-do. Observem que el semito
no és exactament la meitat d’'un to en aquest sistema: dos semitons menors donen una relacié
de freqiiéncia de 2'6:31° en lloc de 9:8. No obstant, com bé els pitagorics van veure aquests eren
gairebé iguals:

216:310 = 1.10985715. ..

9:8 =1.125

D’aquesta manera, seria natural pensar que ’encadenament successiu de quintes (relacio 3:2)
dona una freqiiéncia que es correspon amb un encadenament d’octaves (relacio 2:1). Es a dir, si
pugéssim 12 cinquenes i després baixéssim 7 octaves retornariem exactament al punt de partida.
No obstant, aixd no és completament cert com podem veure a continuacio:

N7 9\ 12
- &) =

() =)
Amb aixo volem dir que, per molt que avancem en el cicle de cinquenes mai arribarem a un
nombre exacte d’octaves. En altres paraules, una poténcia de 1/2 no sera mai igual a una
poténcia de 2/3. Les dotze quintes justes necessaries per completar el cicle no sén equivalents

a set octaves, sind que les superen per una quantitat relativament petita. Aquesta diferéncia és
coneguda com a coma pitagorica i es pot calcular de forma numeérica:

3\"? 3 (3) 7
— ~ 2 27/12 - = —.
(2) 2! <— 5 2 < logs 5 1

37\ 12 312
(5) ~2 = o0 = 1.013643265. . . és la coma pitagorica.

Per tant, seria raonable considerar que per resoldre aquest conflicte de la coma pitagorica el
que estem buscant son dos nombres enters positius, p i ¢, que satisfacin 1’equacio % = or/a,
on p representa el nombre de particions de l'escala i ¢ fa referéncia al nombre de particions
corresponent a una quinta. No obstant aix0, tal com es demostrara de nou en el Lema 9.1 de
la Secci6 9.5, resoldre aquest problema matematicament no és possible. Per tant, més endavant,

explorarem altres maneres de solucionar-ho.
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9.3 El cicle de quintes

A la secci6 anterior hem introduit I'inconvenient principal que hi ha en el sistema de ’afinacié
pitagorica. El problema esta en qué encadenant quintes justes cap amunt o cap avall, no és
possible tancar el cicle de quintes i aixo fa aparéixer el que es coneix com a coma pitagorica.

La segiient figura mostra que si, per exemple, anem en sentit horari una volta completa,
aleshores ens porta de la nota C a una que denotem Bff. En canvi, anar en sentit contrari
ens portaria a Dbb. En el primer dels casos, veiem que es tracta d’una afinacié amb una coma
pitagorica més alta, mentre que en el segon cas correspon a una coma pitagorica més baixa.
En conseqiiéncia, el que obtenim és efectivament una espiral de quintes on cap de les notes que
apareixen son iguals.

Dbb
Abb
C
F G
Bf
X Et Fx Ebb
B
At ox P
Eb Dt Gx A Bb
Dx
Ab GH E
Fb
C
i - B
Db Ch
Gb

Figura 5: Espiral de quintes [Ben06].

Per a resoldre aquest problema que té el sistema pitagoric 'objectiu esta en ser capagos
d’afinar un cicle de quintes en una octava a través de la coma pitagorica.

Per exemple, en el diagrama segiient, si considerem el sentit horari, observem que en cada
pas estem pujant una quinta (analogament podriem haver considerat el sentit antihorari i el que

farfem seria baixar quintes). En aquest cas, la coma pitagorica apareix com la diferéncia entre
les notes Ab i Gf:
6561/4096 312 531441

128/81 219 7 524288

1:1
4:3 3:2
C
F G
16:9 9:8
Bb D
32:27  Eb A 2T:16
128:81 AE
Gt 81:64
6561:4096 e B
) Pt
2187:2048 243:128
729:512

Figura 6: Coma pitagorica en el cicle de quintes [Ben06].
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Observem que el que hem fet és identificar Ab i Gf amb dos noms diferents per a referir-se
a la mateixa nota (notes enharmoniques). D’aquesta manera, evitem el problema de l'espiral
mencionat anteriorment i estem aproximant per tal de tancar l’espiral i aix{ poder obtenir un
cercle de quintes. No obstant aix0, aquesta aproximacio té un cost, ja que tenim un interval que
no és una quinta perfecta.

9.4 Cents

Ja hem vist que afegir intervals musicals correspon a multiplicar les relacions de freqiiéncia. En
altres paraules, la nostra percepcié de la distancia musical entre dues notes és logaritmica en
freqiiéncia ja que els logaritmes converteixen els productes en sumes.

Tot seguit explicarem el sistema dels cents, introduit per primer cop per Alexander Ellis cap
a I'any 1875 per a mesurar els ratios de freqiiéncia. Aquest és el sistema més utilitzat en la
literatura moderna. Es tracta d’una escala logaritmica en la qual hi ha 1200 cents a l'octava.

D’una banda, per a convertir una freqiiéncia de ratio de r:1 a cents, el valor en cents es calcula
de la segiient manera:
1200 log, () = 1200 In(r)/ In(2).

Per una altra, per a convertir un interval de n cents a una freqiiéncia de ratio la férmula és:
212760 - 1.

La mesura en cents és ttil per veure de forma directa si una relacié de freqiiéncies (és a dir, un
interval) d’un determinat temperament o afinaci6 s’allunya molt o no de l'interval just desitjable.

Tot seguit, veiem en termes del sistema dels cents com s’expressa la coma pitagorica:
1200 In(128 : 81)/ In(2) ~ 792.1799965,

1200 In(6561 : 4096)/ In(2) ~ 815.6400069,

on 128:81 i 6561:4096 corresponen a les notes Ab i Gf, respectivament. Per tant, la coma
pitagorica que és la diferéncia entre aquestes dues notes resulta ser:

815.6400069 — 792.1799965 ~ 23.4600104 cents.

9.5 Temperaments

Com ja hem vist en seccions anteriors, el sistema pitagoric presenta 'inconvenient principal que
és lespiral infinita de quintes que es pot estendre tant cap amunt com cap avall. No obstant aixo,
per solucionar aquest problema, es pot recorrer a 1’as del temperament. El temperament implica
ajustar lleugerament 'afinacié d’alguns intervals amb ’objectiu d’obtenir avantatges harmonics
com eliminar dissonancies intenses o tancar el cicle de quintes.

Hi ha diferents tipus de temperaments musicals utilitzats en la musica. Els temperaments més
comuns soén els iguals i els irregulars, tots dos desenvolupats al llarg de la historia per abordar
les limitacions i avantatges harmonics de l'afinaci6. Cada temperament té les seves propies
caracteristiques i aplicacions especifiques en la musica. En particular, el temperament igual és
un temperament musical en el qual cada parell de notes adjacents té una freqiiéncia d’idéntica
proporcié. En aquest treball, ens centrarem solament en I'estudi d’un tipus de temperament
igual: el temperament igual de 12 notes. No obstant aix0, existeixen altres divisions de 'octava
en intervals iguals que s’han utilitzat per a afinacions experimentals perd que no descriurem en
aquest treball. Algunes d’aquestes divisions inclouen la de 19, 24, 31, 43 i 53 divisions per octava.
A la Secci6 9.6 es pot trobar una breu descripcié de la divisié de 53 notes.

28



Treball de Fi de Grau Anna Nofuentes Creus

Dit aixo, ’escala que resulta prenent tots els dotze semitons amb la mateixa freqiiéncia de
ratio s’anomena escala de 12 notes d’igual temperament. Com que una octava té un ratio de 2:1,
els ratios per a aquest tipus d’escala per a tots els semitons és de 215:1 i per als tons de 25:1.
En termes de cents tenim que cada to complet a 1’escala moderna igualment temperada equival
a 200 cents i cada semito correspon a 100 cents.

P2 =2=r= V2= 1.0594631... = 100 cents

La segiient taula ens mostra l’escala de 12 notes d’igual temperament amb les relacions de
freqiiéncia i cents corresponents.

nota do re mi fa sol la si do
ratio || 1:1 2% :1 25:1 21311 273:1 21:1 213:1 2:1
cents || 0.000 | 200.000 | 400.000 | 500.000 | 700.000 | 900.000 | 1100.000 | 1200.000

Taula 2: Escala de dotze notes igualment temperada.

La manera més intuitiva per tancar ’espiral de quintes és dividir la coma pitagorica en 12
parts iguals i restar-les a cada quinta. Es a dir, obtindriem 12 semitons exactament iguals tot i
que es perdrien totes les consonancies justes, desafinant lleugerament cadascuna de les quintes (i,
en conseqliéncia, cada nota de l'escala) i temperant totes les quintes de manera igual. Es tracta
d’un sistema que fa coincidir les notes enharmoniques i reparteix la coma pitagorica per igual
entre les 12 quintes. Conseqiientment, cadascuna de les 12 parts iguals és un semito temperat.
En efecte, si comparem la Taula 1 i la Taula 2 observem que en aquesta segona totes les quintes
es troben lleugerament per sota que en la primera. De fet, a aquest petit interval musical que
apareix en el sistema temperat com a resultat de la comparacié entre la quinta temperada i la
quinta perfecta se’l coneix com a schisma.

D’aquesta manera, ’escala moderna temperada de 12 semitons estd basada en el fet que
7/12 = 0.583 és una bona aproximacio a logy(3/2) = 0.5849625007 . .. Es a dir, si dividim l'octava
en dotze semitons iguals, la distancia de cinc semitons, o equivalentment 7/12, representa una
bona aproximacié del que seria una quinta justa, o sigui, logs(3/2).

Recordem que logs(3/2) no es pot expressar com un quocient de dos enters m i n, n # 0.
O equivalentment, donat que log2(3/2) i loga(3) difereixen d’una unitat, loga(3) és un nombre
irracional.

Lema 9.1. El nombre log2(3) és irracional.

Demostracié. Suposem que logz(3) = m/n amb m i n enters positius. Aleshores 3 = 2™/" és a
dir, 3™ = 2. Tanmateix, 3" és sempre imparell mentre que 2™ és sempre parell (ja que m > 0).
Per tant, contradicci6. O

Estudiem com sén els primers termes de la fraccié continua de log2(3/2):

11111111 1 111

logn(3/2) = — ~ ~ + + v+ + + 2 1 19
092(3/2) 14 14 2+ 24 34 1+ 5+ 2+ 23+ 2+ 24 1+ 19

Ara, la seqiiéncia de convergents d’aquesta:

13 7 24 31 179 389 9126
1,-,2, —, = 2 2 2o . (20)

Pel que fa a les convergents tenim que els denominadors d’aquestes fraccions ens indiquen el
nombre de divisions de 'octava, mentre que els numeradors fan referéncia al nombre de notes
que hem d’agafar d’aquesta octava per a obtenir una quinta.
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Aixi doncs, pel que hem vist préviament quan hem estudiat les fraccions continues podem
observar que laproximacié de 7/12 és bona. De fet, notem que la convergent 7/12 correspon
al quocient parcial a4 = 2, i com hem argumentat quan ens referiem al desenvolupament de la
fraccié continua de 7 a la Secci6 8, obtenim millors aproximacions just abans de denominadors
grans de la fraccié continua. A més, segons el Teorema 6.6 de la Seccié 6, aquesta és la millor
aproximacioé racional amb denominador no superior a 12.

En conclusié, en el temperament igual de 12 notes es busca aproximar una quinta justa utilit-
zant el racional 7/12. En aquest sistema, tots els intervals, excepte 'octava, estan lleugerament
desafinats ja que sén una mica més curts que els intervals justos naturals. Aixo té com a resultat
la repartici6 de la coma pitagorica, evitant que hi hagi un interval que sigui significativament
més dissonant que els altres.

9.6 L’escala de 53 notes

En apartats anteriors, hem explorat diverses formes de sistemes d’afinacié i temperaments. Es-
pecialment, hem dedicat atencié a l’estudi de ’escala pitagorica i I’escala d’igual temperament
de 12 notes. No obstant aix0, en el que es refereix a l'igual temperament, com ja s’ha mencionat
a la Seccié 9.5, s’han utilitzat altres divisions de 'octava en intervals iguals per a afinacions
experimentals, cadascuna amb les seves propies avantatges i desavantatges. En aquesta seccid,
examinem un cas en concret que a més podem explicar matematicament amb fraccions continues.

En primer lloc, ens fixem en la seqiiéncia de convergents de la fraccio continua de log,(3/2)
que es mostra a ’equaci6 (20). Podem observar que hi ha dos punts clars on podem detenir-nos
i obtenir una bona aproximacié de log,(3/2): 31/53 i 389/665. Aixo es deu al fet que, si analit-
zem la seva expansié com a fracci6é continua a l'equacio (19), veiem que aquests denominadors
corresponen a punts just abans d’arribar a coeficients grans de la fraccié continua. Com ja vam
discutir en la Seccidé 8 quan tractavem l’expansié de la fraccié continua infinita de 7w, com més
gran és el coeficient a,,, 'aproximacié empitjora, ja que es descarta una quantitat significativa i
la precisi6 disminueix.

En particular, U'interés teoric de la divisié de D’escala de 53 tons igualment temperats té
origen en temps antics. El teoric de musica Jing Fang (78 aC-37 aC) va observar que una série
de 53 quintes justes ((%)53) és molt a prop de les 31 octaves (23!). Aquesta observacié va ser
posteriorment realitzada pel matematic i music Nicholas Mercator (1620-1687), qui va calcular
amb precisi6 el valor numéric conegut com a coma de Mercator:

3\ %3 353
(5) ~ 23— o81 =1.002090314... és la coma de Mercator.

Recordem que el valor numéric de la coma pitagorica és aproximadament 1.013643265. Si la
comparem amb la coma de Mercator, podem observar que aquesta ultima és més petita. Aixo
té com a conseqiiéncia una millora en el problema del cicle de quintes descrit a la Seccié 9.3.

A més, any 1876, Robert Bosanquet va crear un “harmonium de teclat generalitzat” amb
cinquanta-tres notes per octava (veure la Figura 7). També, és interessant destacar que l'escala
de 53 notes era lestandard a la musica de 'Imperi Otoma (1299-1923). D’aquesta manera,
podem observar que el nombre 53 té un llarg historial i que, de fet, la seva adopcid es basa en
Pobservaci6 de la bona aproximacio6 entre les 31 octaves i les 53 quintes, més que en I'aplicacié de
fraccions continues. En altres paraules, la divisié de I’escala en 53 notes és més una observacid
teorica fonamentada en evidéncies empiriques, i les fraccions continues donen suport a aquesta
idea.
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Observem que després del 53, el segiient bon denominador en I'expansio de la fraccié con-
tinua de log,(3/2) és 665. L’avantatge principal que s’obté en passar a una escala de 665 tons
igualment temperada és una aproximacié notablement bona de la quinta justa. No obstant aixo,
I'inconvenient ara és que els tons adjacents estan tan a prop 'un de l'altre que gairebé no es
poden distingir entre ells.

Figura 7: Bosanquet’s harmonium [Lib].
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