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Yang y Mills en su articulo de 1954 parten de
la idea de que el protén y el neutrén son dos
estados distintos de la misma particula, el nu-
cledén, que es uno u otro dependiendo del spin
isotopico. Tal y como remarcan en el resumen
del articulo, parten de la invarianza local bajo

Las ecuaciones de Yang y Mills
en 1954 son el cuarto paso para
describir mediante ecuaciones la b it s
interaccion de la materia. En es- .
ta ocasién querian describir la co-
nocida como “fuerza fuerte”, la
que se creia encargada, en aquel
momento, de unir los protones y
los neutrgnes en el nicleo, y a la
que actualmente se le atr]buye
la unién deMos tres quarks que

rotaciones del spin isotopico y postulan la exis-
tencia de una campo b que sea al spin isotépi-
co, lo que la carga eléctrica es al campo elec-
tromagnético.

La interaccion proton-neutrén se describe en
términos de piones, que pueden tener carga po-
sitiva, negativa o neutra. Estos tres tipos de
piones se corresponden con la dimensién del
grupo de Lie SU(2) (matrices 2 X 2 unitarias de
determinante 1), que es el grupo considerado
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La ecuacion de Yang-Mills ha unido eterna-
mente los apellidos de Cheng Ning Yang y Ro-
bert Lawrence Mills, aunque si revisamos la
historia, nos encontramos con algo muy dis-
tinto. En verano de 1953, Yang, de treinta y
un anos y profesor en el Instituto de Estudios

En 1687, Isaac Newton formu-
la en sus Philosophiae natura-
lis principae mathematicae la
ecuacion de la gravedad. En el

Entre 1907 y 1916, Albert Eins-
tein publica los articulos que fun-

prefacio de su libro, escribe: "Me
gustaria que pudiésemos expli-

car los demas fenémenos de la

naturaleza mediante el mismo

tipo de razonamiento que el em-
pleado a partir de los principios

mecanicos, pues muchas razo-

nes me inducen a pensar que

todos ellos dependen de ciertas

fuerzas".

presenta en la Royal Sumety las
conocidas hoy dia como “ecuacio-
nes de Maxwell”, que describen
el comportamiento de los cam-
pos eléctrico y magnético.

El interés de la teoria de Yang-Mills radica en que se puede gene-
ralizar para otros grupos, y éste es el camino que vamos a recorrer,
para lo cual sera conveniente volver al electromagnetismo.

Una de las ideas de la teoria de Yang-Mills es poder describir cual-
quier interacciéon de la materia variando el grupo de estructura.
Veamos como se pueden ver las ecuaciones de Maxwell en forma de
las ecuaciones de Yang-Mills.

Para ello necesitamos el operador estrella de Hodge *, que, gra-
cias a una forma de volumen en una variedad M (para lo cual
basta que sea pseudo-riemanniana y tenga forma de volumen w),
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manda A" T*M en N" " T*M, cumpliendo 7A * 7 = w, es decir si
= e1/\ ... \e,, se tiene x(ejA\ ... Aeg) = ep /... ey,

Las ecuaciones de Maxwell en notaciéon estandar se pueden escri-

bir como:
roth - &= ‘”3 — (0 divB =10

rotB — ‘” =4 divh =p

donde [ representa el campo eléctrico, B el campo magnético, p la

densidad de carga y j la densidad de la corriente eléctrica.
Consideramos que estamos en el espacio de Minkowski R' con

coordenadas x, x,, T, r3 y tenemos una métrica de signatura

(1,—1,—1,—1), con lo que x, representa el tiempo. Suponiendo £ =

(Ey, Es, E3) y B = (B, By, B;), definimos el siguiente campo:

F = —FEdxoNdx, — ExdroNdxy — EsdrgNdas
Bsdx Adxy — BodxNdxs + BidzoNdxs.

Se comprueba que entonces las ecuaciones de Maxwell son sim-
plemente

dF=0 d*xF=j

tras desarrollar las diferenciales y utilizar las definiciones de diver-
gencia y rotacional. De la primera ecuacién obtenemos rot £+ = 0

y divB = 0, y de la segunda, las dos restantes.
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En 1864, James Clerk Maxwell * damentan su teoria de la rela-

tividad general, en la que cons-
truye una teoria de gravitacion nes.
sobre R’ (tres coordenadas espa-

ciales y una temporal) con la mé-

trica de Minkowski, con lo que

el espacio-tiempo adquiere cur-

vatura.

C.N. Yang en 1957.

La segunda ecuacion se suele escribir 0F = x4, definiendo 6 :=
«d*. A partir de ahora supondremos que trabajamos en el vacio y
por tanto, j = 0.

De la ecuacion dF = (, obtenemos que existe una 1-forma A tal
quedA=F,Ala pﬂdemns escribir como A = Aydzry+ A dx+ Asdas+

Asdry y resulta cumplirse que A correspunde al pmtenmal eléctrico,
gue da el campo eléctrico E = VA, y A = (A, Ay, A;) da el cam-
po magnético por B = rotA (nétese que el campo magnético no es
conservativo).

Si variamos el potencial, sumandole una forma exacta, tendremos
que las ecuaciones siguen siendo validas, es decir, dada cualquier
1-forma A, tal que dFF = 0y dx F = 0, A | + df es solucién.
Por tanto hay una eleccién arbitraria de f que da origen al término
gauge, que significa calibre. Tal eleccion es una forma de calibrar la
1-forma A

El punto clave es que ciertas consideraciones fisicas fuerzan a que
las leyes sean invariantes por una transformacion gauge local, lo
que hace necesario introducir el lenguaje de los fibrados principa-
les. Bajo ese punto de vista, A es la 1-forma de conexién y F' es la
curvatura de un fibrado con grupo de estructura U(1).

Es fundamental remarcar que el hecho de que el fibrado sea de
linea y que U(1) sea un grupo abeliano simplifica muchisimo las
expresiones. En un contexto general, dado un fibrado principal con
grupo de estructura G cualquiera, para una 1-forma de conexién
A, la curvatura es F' = dA + AANA, y las ecuaciones de Yang-Mills
vienen dadas por

DAF =0 DA% F =0.

La primera de estas ecuaciones es obvia matematicamente, ya que
corresponde a la identidad de Bianchi. La segunda es la que supone
un problema interesante matematicamente, ya que es una ecuacion
en derivadas parciales, que como veremos no es nada facil de resol-
ver.
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En 1987, Nigel Hitchin publica el articulo "The self-duality equa-
tions on a Riemann surface", donde considera una reducciéon dimen-
sional de las ecuaciones autoduales de Yang-Mills sobre R': busca
las soluciones que son invariantes por dos traslaciones, con lo que
obtiene un conjunto de ecuaciones sobre el plano:

F+[®,0]=0 d'®=0.

En el primer parrafo de este articulo, Hitchin deja bien claro que
asi como las soluciones (con accién -energia- finita) invariantes por
una traslacién son los monopolos, el caso que contempla "no tiene
ningun significado fisico claro”, pero "pese a ello, éstas son las ecua-
ciones que consideraremos'".

Este punto de partida que pudiera parecer arbitrario, no lo es en
absoluto. Para empezar las ecuaciones resultantes tienen una pro-
piedad fundamental: la invarianza conforme, que le permite definir
las ecuaciones en una superficie de Riemann (variedad compleja de
dimensién 1), con lo que introduce un interés geométrico. Interés
que se hace palpable en las 68 paginas del articulo y todo el trabajo
desarrollado hasta nuestros dias.
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Estas ecuaciones permiten definir un objeto conocido como fibra-
do de Higgs. Este nuevo objeto esta intimamente relacionado con
el grupo fundamental de la variedad sobre la que trabajamos. De
hecho, se tiene que el espacio de moduli de los fibrados de Higgs es
isomorfo al espacio de moduli de representaciones del grupo fun-
damental de la variedad (la palabra moduli también se utiliza pa-
ra espacios que parametricen estructuras, no sélo soluciones). Esta
equivalencia supone una restriccion sobre los posibles grupos fun-
damentales que puede tener una variedad.

En abril de 2006, casi 20 anos después del articulo de Hitchin,
Kapustin y Witten publicaron “Electric-Magnetic duality and the
geometric Langlands program”, articulo donde los fibrados de Higgs
se relacionan con conceptos como branas, que tocan la teoria de
cuerdas, una tentativa de unificar todas las fuerzas (nétese que el
modelo estdndar no unificaba la gravedad).
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forman cada uno de los nucleo-

Avanzados de Princeton, realizaba una estan-
cia en el laboratorio de Brookhaven, donde le
hicieron un hueco en el despacho de Mills, de
ventiséis anos y recién llegado de Cambridge.
Poco mas de un ano después, el 1 de octubre de
1954, se publicaba en el Physical Review el ar-
ticulo “Conservation of Isotopic Spin and Iso-
topic Gauge Invariance”. A partir de ese mo-
mento, sus trayectorias se separan. Yang fue
galardonado en 1957 con el premio Nobel de
Fisica, compartido con Tsung Dao Lee, por “su
profunda investigacion de las llamadas leyes
de paridad que han llevado a importantes des-
cubrimientos respecto a las particulas elemen-
tales”. Mills, en 1956, obtuvo una plaza en la
Universidad del Estado de Ohio, donde perma-
necio hasta su jubilacion en 1995, y siguié6 su
investigacién desde el anonimato. El resto de
su relacion cientifica se reduce a un articulo
de 1966 sobre el fotén, mucho menos conocido
que el anterior.

en el articulo, sin darle ese nombre. Tras un
proceso similar al del electromagnetismo, lle-
gan a la que es la primera formulacién de las
ecuaciones de Yang-Mills:

Segun las teorias actuales la interaccion fuer-
te la realizan 8 gluones que se encuadran den-
tro de la Cromodinamica cuantica, y que son
los encargados de unir los quarks que hay den-
tro de cada nucleén. El numero 8 corresponde
a la dimensiéon de SU(3). En cualquier caso, la
historia no es ni mucho menos tan sencilla, ya
que hay que tener en cuenta una cuarta fuerza
hasta ahora no nombrada: la fuerza débil, y el
proceso de unificacion de las fuerzas electrodé-
bil y fuerte Lurre&ponde al grupo de estructura
producto U(1) x SU(2) x SU(3) que tiene algu-
nas condmmnes por la relacién entre las fuer-
zas fuerte y débil. Aunque esto ya es otra histo-
ria: la del premio Nobel de 1979 para Glashow,
Salam y Weinberg por el modelo estandar.

Cuando la resolucién de unas ecuaciones co-
mo las de Yang-Mills supone tanta dificultad,
lo habitual es intentar reducir el problema pa-
ra poder llegar a soluciones particulares. Si tra-
bajamos sobre una variedad de dimension 4,
el operador estrella de Hodge va de 2-formas
en 2-formas y podemos plantear las siguientes

ecuaciones.

que se llaman, respectivamente, ecuacién au-

todual de Yang-Mills o de los instantones y anti-
autodual de Yang-Mills o de los anti-instantones.

De manera trivial, se ve que las soluciones de
estas ecuaciones son soluciones de la ecuacion
de Yang-Mills, pues por Bianchi D, F = 0 y por
tanto Dy v =Dy =Dy =

El nombre instantén viene del caso en que
la variedad base es S', ya que las soluciones
que se hallan explicitamente estan muy loca-
lizadas en el espacio-tiempo, es decir, la solu-
cién hace referencia a un instante muy concre-
to tanto en el tiempo como en el espacio. El uso
de la palabra instantén se generaliza a aque-
llas soluciones de la ecuacién autodual que mi-
nimizan el funcional de Yang-Mills:

YM(A) / |F|*du
J!

Si la Tierra tuviese forma de rosquilla (lo que
en Matematicas se llama toro), localmente se-
guiriamos permblendﬂ un mundﬂ plano:

lm:!gm tnm:!rlrl por {itulgj;ﬂil. .

El grupo fundamental es un invariante topo-
légico que permite distinguir, en particular, en-
tre la esfera y el toro. Intuitivamente cuenta el
numero de agujeros.

Otra forma de encontrar mas soluciones es la
reducciéon dimensional: se consideran solucio-
nes que son invariantes por la accién de algun
grupo. El caso mas sencillo es considerar las
que son invariantes en una direccién. Un ejem-
plo de éstas son los monopolos, que vienen de
las llamadas ecuaciones de Bogomolnyi.

Un monopolo es una hipotética carga magné-
tica, que no se ha encontrado en la naturale-
za (los imanes siempre tienen dos polos), y cu-
ya existencia implicaria, como probé Dirac en
1931, la cuantizacion de la carga eléctrica, esto
es, la existencia de una minima carga eléctrica
de la que toda carga es un miltiplo entero.

En todos estos casos, ademas de las solucio-
nes en si mismas, interesa considerar el espa-
cio de soluciones médulo cierta equivalencia, lo
que es conocido como espacio de moduli al que
se le puede dotar de cierto tipo de estructura
que nos puede aportar nueva informacion. Mo-
duli significa parametros: el espacio resultante
es un espacio que parametriza las soluciones.

A la izquierda puede verse una secuencia del
video “Monopoles in motion” realizado en 1989
por Atiyah, Hitchin, Merlin, Pottinger y Ricketts.

El 24 de mayo de 2000, el Instituto Clay de
Matematicas (con sede en Cambridge) propu-
so en un congreso en Paris, e inspirado por la
lista de David Hilbert de 23 problemas para

“matematicos futuros”, 7 problemas del mile-
nio, dotado cada uno con un millén dolares pa-
ra quien lo resolviese. Uno de ellos se titula
precisamente “Existencia de Yang-Mills y bre-
cha de masa” y se formula en los siguientes tér-
minos: “Probar que para cualquier grupo gau-
ge simple compacto (7, una teoria no trivial de
Yang-Mills existe en R* y tiene una brecha de
masa A ).” Este problema se entiende en
términos de Teoria Cuantica de Campos (QFT
en inglés) y la “brecha de masa” se interpre-
ta como una energia minima que ha de tener
cualquier estado no vacio.




