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Versió per a e-book del

treball no. 5 del volum 2011

www.mat.uab.cat/matmat
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http://www.mat.uab.cat/matmat


En este art́ıculo se reconsidera el problema de

dar una fórmula para el número T (n) de triángulos

incongruentes de lados enteros de peŕımetro n ∈
{3, 4, 5, . . .}. Una aplicación del Teorema de Pick

permite determinar el número P (n) de particiones

ordenadas enteras de n en tres partes: i+j+k = n;

i ≥ j ≥ k ≥ 1, lo que conduce a una fórmula para

T (n).

1. Introducción

En este trabajo se usa el Teorema de Pick con

el fin de dar una fórmula para el número T (n)

de triángulos incongruentes de lados enteros de

peŕımetro n ∈ {3, 4, 5, . . .}. En 2002, Tanton [8]

determinó T (n) como sigue; observa primero que

T (2n) = P (n) = T (2n − 3), donde P (n) es el

número de particiones ordenadas enteras de n en

tres partes: i + j + k = n; i ≥ j ≥ k ≥ 1, y



luego demuestra que P (n) satisface la ecuación

P (n+ 6) = P (n) +n+ 3. Finalmente, muestra que

P (n) = {n2

12}, siendo {x} el entero más próximo a

x, para concluir que:

T (n) =


{

n2

48

}
, si n es par

{
(n+3)2

48

}
, si n es impar.

Escribiendo n como n = 6m + k no es dif́ıcil ver

que n2

12 nunca tiene como parte decimal 0,5 y por

lo tanto la función {n2

12} está bien definida (ver

tabla 2). Lo mismo sucede para las expresiones de

T (n).

Si por ejemplo n = 6, entonces T (n) = {36
48} =

1, que es precisamente un triángulo equilátero de

lado de longitud 2. Si n = 9, entonces T (n) =

{122

48 } = 3; que corresponde a un triángulo de la-

dos 4, 4, 1, a un triángulo de lados 4, 3, 2 y a un

triángulo equilátero de lado 3. En la figura 1 se



muestran dichos triángulos.
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Figura 1: Los triángulos de lados enteros y de peŕımetro

n = 9.

Ya, en 1979, Jordan et al. [4] hab́ıan caracte-

rizado T (n), observando primero que T (4) = 0,

T (6) = T (8) = 1, T (10) = 2, T (12) = 3, T (14) = 4

y luego demostrando que: (a) Si n ≥ 4 es par y r

está definido por n = 12k + r, con 4 ≤ r ≤ 14, en-

tonces T (n) = (n2− r2)/48 +T (r); (b) Si n ≥ 6 es

par, entonces T (n) = T (n−3). Ese mismo año, An-

drews [1] demostró, relacionando el problema con

particiones, que T (n) = {n2/12}− [n/4][(n+2)/4],

donde [x] es la parte entera de x.

Como se deja entrever al comienzo de esta in-



troducción, el conocimiento de P (n) y la relación

T (2n) = P (n) = T (2n − 3), que no es dif́ıcil de

deducir (ver sección 4), lleva inmediatamente a la

fórmula para T (n) dada por Tanton [8]. Aśı las

cosas, es suficiente calcular P (n). Ahora bien; si

i, j, k, n ∈ N satisfacen i ≥ j ≥ k ≥ 1 y i+j+k = n,

entonces i ≥ j; i+j < n (i+j = n−k ≤ n−1 < n)

y i + 2j ≥ n (n = i + j + k ≤ i + j + j = i + 2j).

Rećıprocamente, las relaciones i ≥ j; i + j < n y

i + 2j ≥ n implican i ≥ j ≥ n − (i + j) = k y

i + j + k = n. Esto quiere decir que P (n) es el

número de puntos del conjunto

P(n) := {(i, j) ∈ N2 : i ≥ j; i+ j < n; i+ 2j ≥ n}.

En la figura 2 se ilustra el conjunto P(n) para

n = 15; en cuyo caso P (n) = 19. Este conjun-

to está contenido en el poĺıgono de vértices (5, 5);

(7, 7); (8, 7); y (15, 0).
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Figura 2: El conjunto P(15).

Al observar esta gráfica, es inevitable hacer re-

ferencia al Teorema de Pick. Este teorema rela-

ciona el área de un poĺıgono de vértices en una

cuadŕıcula con el número de puntos de la cuadŕıcu-

la que están en su frontera y el número de puntos



de la cuadŕıcula que están en su interior (ver sec-

ción 3).

Por otra parte, recientemente Ramı́rez [6] pre-

sentó dos demostraciones del Teorema de Pick y

algunas de sus aplicaciones. Ni en éste, ni en otros

trabajos que versan sobre el Teorema de Pick y

sus aplicaciones, como Sally y Sally Jr. [7] o Jara

y Rúız [3], se considera este problema. Aśı, un ob-

jetivo de este trabajo es el de presentar una nueva

recreación del Teorema de Pick.

El art́ıculo está organizado como sigue. En la

sección 2 se introduce el planteamiento geométrico

del problema. En la sección 3 se presenta el Teo-

rema de Pick. En la sección 4 se relaciona el pro-

blema con particiones y se determina la fórmula

dada por Tanton [8]. Finalmente, en la sección 5

se dan sendas fórmulas para el número de triángu-

los isósceles y el número de triángulos escalenos de



lados enteros y de peŕımetro n.

2. Planteamiento geométrico del proble-

ma

Como se sabe, tres números reales positivos a, b

y c son las longitudes de los lados de un triángulo

si y sólo si a < b + c, b < a + c y c < a + b, esto

es, si y sólo si se satisface la desigualdad triangu-

lar. Ahora bien, si se fija el peŕımetro: a+ b+ c =

η ∈ R+, y se supone que a ≥ b ≥ c > 0 (el interés

está en triángulos incongruentes), la tripla ordena-

da (a, b, c) corresponde a las longitudes de los lados

de un triángulo si y sólo si (a, b) está en la región

R = {(a, b) ∈ R2 : 0 < c = η−(a+b) ≤ b ≤ a < η/2},

cuya gráfica aparece en la figura 3.
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Figura 3: La Región R.

Si se escoge al azar un punto (a, b) del cuadrado

C = {(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ η, 0 ≤ y ≤ η},

la probabilidad de que (a, b) ∈ R está dada por el

número:

área(R)/área(C) = (η2/48)/η2 = 1/48.

El área de la región (triángulo)R se calculó usan-



do el siguiente hecho. Si un triángulo tiene coor-

denadas cartesianas (a, b); (c, d) y (e, f), enton-

ces su área viene dada por el valor absoluto del

número 1
2 [(c − a)(f − b) − (e − a)(d − b)]; en es-

te caso, (a, b) = (η/2, η/4), (c, d) = (η/2, η/2) y

(e, f) = (η/3, η/3).

Como el interés está en el caso en que los lados

del triángulo son enteros, η = n debe ser un ele-

mento del conjunto {3, 4, 5, . . .}. Aśı, la tripla or-

denada de enteros t(i, j, k); i ≥ j ≥ k ≥ 1, corres-

ponde a las longitudes de los lados de un triángulo

de peŕımetro n si y sólo si la pareja ordenada (i, j)

está en el conjunto

R∗ = {(i, j) ∈ N2 :

1 ≤ k := n− (i+ j) ≤ j ≤ i < n/2}.

En este caso, si escogemos aleatoriamente un



punto (i, j) de la cuadŕıcula

C̃ = {(i, j) ∈ N2 : 1 ≤ i ≤ n; 1 ≤ j ≤ n},

la probabilidad de que (i, j) ∈ R∗ está dada por la

expresión

número de puntos de R∗

número de puntos de C̃
=
T (n)

n2
.

De la discusión previa se puede decir que, para

n grande, T (n)/n2 es aproximadamente 1/48. Es

decir, T (n) es de orden n2/48.

3. El Teorema de Pick

En 1899, George Alexander Pick publica en la

revista “Geometrisches zur Zahlenlehre” (“Resul-

tados Geométricos sobre la Teoŕıa de Números”)

de la ciudad de Praga, el teorema que hoy en d́ıa

lleva su apellido, el Teorema de Pick. Como di-

ce Varberg [9], este teorema es una de las piedras



preciosas de las matemáticas elementales; su enun-

ciado es simple y su conclusión sorprendente.

Teorema 3.1 (T. de Pick) Sean P un poĺıgono

con vértices en los puntos de una cuadŕıcula tal

que su frontera es una curva cerradad única, I(P )

el número de puntos de la cuadŕıcula que son in-

teriores a P y F (P ) el número de puntos de la

cuadŕıcula que están en la frontera de P . Enton-

ces el área A(P ) de P está dada por la expresión

A(P ) =
F (P )

2
+ I(P )− 1.

Una ilustración del Teorema de Pick aparece

en la figura 4.

En [5], Matthias presenta una demostración real-

mente corta del Teorema de Pick. Otras demostra-

ciones en inglés aparecen en Sally y Sally Jr. [7] y

en Varberg [9]. En castellano, en Jara y Rúız [3]
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Figura 4: Aqúı: F (P ) = 21, I(P ) = 16 y A(P ) = 16 + 21
2
−

1 = 51
2

.

y en Ramı́rez [6] se presentan demostraciones de-

talladas; todas ellas se apoyan en el hecho de que

un poĺıgono se pueden descomponer en triángulos

y en el carácter aditivo de las áreas.

Cuando, por algún otro método, se puedan cal-

cular los números A(P ) y F (P ), la fórmula del



Teorema de Pick da el número I(P ):

I(P ) = A(P )− F (P )

2
+ 1.

Este es el uso del Teorema de Pick en la próxi-

ma sección.

4. Relación con particiones y cálculo de

T (n)

En lo que sigue, T(n) representa el conjunto

de triplas ordenadas de enteros t(i, j, k) tales que

i+ j+k = n, i ≥ j ≥ k ≥ 1 y además i, j, k corres-

ponden a las longitudes de los lados de un triángu-

lo (esto es, i < n/2) y P(n) denota el conjunto de

particiones ordenadas p(i, j, k) de n ∈ {3, 4, 5, . . .}
en tres partes: i + j + k = n con i ≥ j ≥ k ≥ 1.

Como se dijo desde el comienzo, T (n) es el núme-

ro de elementos de T(n) y P (n) es el número de



elementos de P(n). Para relacionar triángulos con

particiones se consideran los siguientes hechos:

En primer lugar, note que ningún triángu-

lo con peŕımetro par puede tener un lado de

longitud 1. Efectivamente; si t(i, j, 1) ∈ T(n)

y n = i + j + 1 = 2m es par, entonces las

desigualdades 1 ≤ i < m y 1 ≤ j < m con-

ducen a la contradicción 2m = i + j + 1 ≤
(m− 1) + (m− 1) + 1 = 2m− 1.

En segundo lugar, como se establece en Tan-

ton [8] , T (2n) = T (2n − 3) = P (n); lo cual

se debe a que las aplicaciones t(i, j, k) →
t(i − 1, j − 1, k − 1) de T(2n) a T(2n − 3)

y p(i, j, k)→ t(n− k, n− j, n− i) de P(n) a

T(2n) son biyecciones, como se explica aho-

ra.

Es evidente que al restar una unidad a cada



lado de un triángulo de peŕımetro 2n (par),

se obtiene un único triángulo de peŕımetro

2n − 3. A su vez, al adicionar una unidad a

cada lado de un triángulo de peŕımetro 2n−3

se obtiene un único triángulo de peŕımetro

2n. Esto da cuenta de que la primera aplica-

ción mencionada arriba es una biyección de

T(2n) a T(2n − 3). Un ejemplo concreto se

visualiza en la gráfica de la figura 5.
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Figura 5: Relación T (2n) = T (2n− 3), con n = 6.

De otra parte; si i+j+k = n y i ≥ j ≥ k ≥ 1,

entonces (n − k) + (n − j) + (n − i) = 2n;

(n− k) ≥ (n− j) ≥ (n− 1) ≥ 2 y (n− k) <



n = 2n/2. Es decir, a cada partición orde-

nada p(i, j, k) ∈ P(n) le corresponde un úni-

co triángulo t(n − k, n − j, n − i) ∈ T(2n).

Rećıprocamente, a cada triángulo t(i, j, k) ∈
T(2n) le corresponde una única partición or-

denada p(n− k, n− j, n− i) ∈ P(n); pues las

relaciones i + j + k = 2n; i ≥ j ≥ k ≥ 2 y

i < n implican (n−k) + (n− j) + (n− i) = n

y (n − k) ≥ (n − j) ≥ (n − i) ≥ 1. Un ca-

so concreto de esta asociación aparece en la

figura 6.

p(3, 2, 1) ∈ P(6) t(5, 4, 3) ∈ T(12)

6− 3 = 3
6− 2 = 4

3 2 1

6− 1 = 5
b b b b b b

b

Figura 6: Relación P (n) = T (2n), con n = 6.



Aśı, el problema de calcular T (n) se reduce a

calcular P (n), que es igual al número de puntos

(i, j) de la cuadŕıcula C̃ = {(i, j) ∈ N2 : 1 ≤ i ≤
n, 1 ≤ j ≤ n} que verifican i ≥ j ≥ k := n − (i +

j) ≥ 1; esto es, P (n) es el número de puntos del

conjunto

P(n) = {(i, j) ∈ N2 : i ≥ j; i+ j < n; i+ 2j ≥ n},

que está contenido en un poĺıgono de vértices en

la cuadŕıcula N2 (ver figuras siguientes). Al apli-

car el Teorema de Pick para calcular el área de

dicho poĺıgono, es necesario calcular el número de

puntos de la cuadŕıcula N2 que están en su fronte-

ra. La “frontera” de P(n) tiene que ver con las

rectas de ecuaciones y = x; y = n − x y y =

(n−x)/2, cuyas intersecciones determinan los pun-

tos (n/2, n/2); (n/3, n/3) y (n, 0). Estos puntos

están sobre la cuadŕıcula N2 sólo si n es múltiplo de

seis, lo que suguiere analizar los casos n = 6m+ r;



r = 0, 1, . . . , 5.

En la figura 7 se muestra la gráfica del poĺıgono

que contiene a P(n) cuando n = 6m, m ∈ N.
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Figura 7: P(n) para n = 6m.

Si se considera el poĺıgono P (triángulo) de

vértices (2m, 2m), (3m, 3m) y (6m, 0), entonces

P (n) es el número de puntos de la cuadŕıcula C̃



que están en el interior de P, más el número de

puntos de C̃ que están en la frontera de P, excep-

to los que están sobre la recta y = 6m− x.

El área de P es A(P)= 3m2. Para el cálculo

del número de puntos de N2 que están sobre la

frontera de P se tiene en cuenta que:

Sobre la recta y = x hay m + 1 puntos:

(2m, 2m), (2m+ 1, 2m+ 1), . . . , (3m, 3m).

Sobre la recta y = 6m−x hay 3m+1 puntos:

(3m, 3m), (3m+ 1, 3m− 1), . . . , (6m, 0).

Sobre la recta y = 6m−x
2 hay 2m+ 1 puntos:

(6m, 0), (6m− 2, 1), . . ., (2m, 2m).

De esto se sigue que hay F(P) = 6m puntos de

N2 que están sobre la frontera de P . Por el Teorema

de Pick, el número de puntos de N2 que están en

el interior de P es

I(P) = A(P)− F(P)

2
+ 1 = 3m2 − 3m+ 1.



En resumen, P (n) = [3m2−3m+1]+[6m− (3m+

1)] = 3m2.

Para el caso n = 6m + 1,m ∈ N, el poĺıgono

que contiene a P(n) aparece en la figura 8.
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Figura 8: P(n) para n = 6m + 1.

Un razonamiento análogo con el poĺıgono P de

vértices (2m+ 1, 2m), (2m+ 1, 2m+ 1), (3m, 3m),



(3m + 1, 3m) y (6m + 1, 0) lleva a los siguientes

resultados: A(P)= 3m2 +m−1/2, F(P)= 6m+1,

I(P)= 3m2 − 2m y P (n) = 3m2 +m.

Las gráficas de los poĺıgonos que contienen a

P(n) para los casos n = 6m + r; r = 2, 3, 4, 5 se

pueden ver después de la figura 8.
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y = x
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En la tabla 1 se recogen los valores de A(P);

F(P); I(P) y P (n) para los casos n = 6m+r, r =

0, 1, 2, . . . , 5.

Al del final de la sección 2 se observó que T (n)

es de orden n2/48; de la relación P (n) = T (2n) se

concluye que P (n) es de orden n2/12. En la tabla 2

se comparan estos valores.
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Tabla 1



n P (n) n2/12

6m 3m2 3m2

6m+ 1 3m2 +m 3m2 +m+ 1/12

6m+ 2 3m2 + 2m 3m2 + 2m+ 4/12

6m+ 3 3m2 + 3m+ 1 3m2 + 3m+ 9/12

6m+ 4 3m2 + 4m+ 1 3m2 + 4m+ 16/12

6m+ 5 3m2 + 5m+ 2 3m2 + 5m+ 25/12

Tabla 2



De esta tabla se deduce que P (n) = {n2/12}.
Teniendo en cuenta la relación T (2n) = P (n) =

T (2n − 3) se llega a que T (n) = {n2/48} para n

par y que T (n) = {(n+ 3)2/48} para n impar, que

es la fórmula dada por Tanton [8].

5. Triángulos escalenos y particiones de-

siguales

En esta sección Te(n) denota el conjunto de tri-

plas ordenadas enteras te(i, j, k) tales que i+j+k =

n; i > j > k ≥ 1 y además i, j, k corresponden a

las longitudes de los lados de un triángulo escaleno.

También, Pe(n) denota el conjunto de particiones

ordenadas enteras pe(i, j, k) de n ∈ {6, 7, 8, . . .} en

tres partes desiguales: i+ j+k = n; i > j > k ≥ 1.

Se escribe Te(n) y Pe(n) para denotar el número

de elementos de los conjuntos Pe(n) y Te(n), res-

pectivamente.



Los números Te(n) y Pe(n) se determinan fácil-

mente de los resultados obtenidos en la sección an-

terior. En efecto; de una parte, Te(2n) = Pe(n) =

Te(2n−3), debido a que las aplicaciones te(i, j, k)→
te(i − 1, j − 1, k − 1) de Te(2n) a Te(2n − 3) y

pe(i, j, k)→ te(n− k, n− j, n− i) de Pe(n) a Te(n)

son biyecciones. Estas son las mismas aplicacio-

nes que se consideraron en la sección anterior para

mostar que T (2n) = P (n) = T (2n− 3).

De otra parte, Pe(n) es el número de puntos

(i, j) de la cuadŕıcula C̃ = {(i, j) ∈ N2 : 1 ≤ i ≤
n, 1 ≤ j ≤ n} que verifican i > j > k := n − (i +

j) ≥ 1; esto es, Pe(n) es el número de puntos del

conjunto

Pe(n) = {(i, j) ∈ N2 : i > j; i+ j < n; i+ 2j > n}.

Para los casos n = 6m + r; r = 0, 1, 2, . . . , 5,

los números Pe(n) corresponden precisamente a los



que aparecen en la columna I(P) (número de pun-

tos de C̃ que son interiores a P ) de la Tabla 1. Es

decir, Pe(n) ≡ I(P).

Una observación de las columnas I(P) ≡ Pe(n)

y P (n) de la Tabla 1 revela que, para n = 6, 7, 8, . . .,

Pe(n) = P (n−3). Por lo tanto, valen las siguientes

relaciones:

Te(2n) = Te(2n− 3) = Pe(n) = P (n− 3);

n = 6, 7, 8, . . . ,

que implican la fómula

Te(n) =


{

(n−6)2

48

}
, si n es par

{
(n−3)2

48

}
, si n es impar.

Note que Te(n) = T (n − 6) y que, en conse-

cuencia, Tis(n) := T (n)−Te(n) ≡ T (n)−T (n− 6)



es el número de triángulos isósceles de lados en-

teros y de peŕımetro n (aqúı se incluye el único

triángulo equilatero de lado k ∈ {1, 2, 3, . . .}, en el

caso n = 3k). Cuando n = 2k, usando la tabla 2

se puede escribir:

Tis(n) = P (k)−P (k−3) =

{
k2

12

}
−
{

(k − 3)2

12

}
=

{
2k − 3

4

}
=

{
n− 3

4

}
.

Aśı mismo, cuando n = 2k + 1,

Tis(n) = P (k + 2)− P (k − 1)

=

{
(k + 2)2

12

}
−
{

(k − 1)2

12

}
=

{
2k + 1

4

}
=
{n

4

}
.



En resumen, se llega a la expresión

Tis(n) =


{
n−3

4

}
, si n es par

{
n
4

}
, si n es impar,

que también aparece en Hirschhorn [2]. Curiosa-

mente, en este trabajo se demuestra la fórmula

dada por Tanton, empezando precisamente por es-

tablecer la relación Te(n) = T (n− 6).

Por ejemplo; si n = 15, hay T (15) = 7 triángu-

los incongruentes de lados enteros, de los cuales

Te(15) = 3 son escalenos y Tis(15) = 4 son isósce-

les (inclúıdo el equilátero de lado 5).

6. Conclusiones

Si bien es cierto que en la literatura hay diver-

sos trabajos donde se establecen las fórmulas para

P (n), T (n), Te(n) y Tis(n); en este trabajo se ha



explotado la sencillez del Teorema de Pick para de-

ducirlas. La idea es que con este enfoque se pueda

interesar en el tema a un grupo amplio de lectores.
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