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I
MEMORIA

Sobre les condicions de resolubilitat de les equacions per radicals.!

Aquesta memoria? 1'he treta d’una obra que vaig tenir 1’honor de presentar,
ara fa un any, a l'’Académie. No havent estat compresa, i havent-se dubtat de la
veracitat de les proposicions que s’hi proposaven, m’he hagut d’acontentar amb
donar, de forma sinteética, els principis generals, i una #inica aplicacié de la me-
va teoria. Suplico als meus jutges que almenys llegeixin amb atencié aquestes
poques pagines.

Hom hi trobara una condicié general que ha de satisfer tota equacio resoluble per
radicals, i que reciprocament n’assegura la resolubilitat. S’aplica només a les equa-
cions de grau primer.® Heus aci el teorema que donem en la nostra analisi:

Per tal que una equaci6 de grau primer, sense divisors commensu-
rables, sigui resoluble per radicals, és necessari i suficient que totes les
arrels siguin funcions racionals de dues qualssevol.

Les altres aplicacions de la teoria son, en elles mateixes, d’altres teories par-
ticulars. Requereixen, a més, de la teoria de nombres, i d"un algorisme particu-
lar: les reservem per a una altra ocasi6. En part fan referéncia a les equacions
modulars de la teoria de les funcions elliptiques que, com demostrarem, no po-
den ser resoltes per radicals

16 de gener de 1831.

E. GALOIS.

'EMILE PICARD: Aquesta memoria, Mémoire sur les conditions de résolubilité des équations par
radicaux,i Des équations primitives qui sont solubles par radicaux es van trobar entre els papers de
Galois i Joseph Liouville les va publicar, per primera vegada, 'any 1846, precedides de la nota
seglient:

«Inserint la carta que heu llegit [vegeu la nota 2], els editors de la Revue encyclopédique anuncia-
ren que proximament publicarien els manuscrits que havia deixat Galois. La promesa no s’acom-
pli. Tanmateix monsieur Auguste Chevalier havia preparat el treball. Ens els va enviar i hom els
trobara en els fulls que segueixen:

1° Una memoria sencera dedicada a les condicions de resolubilitat per radicals de les equacions,
amb aplicaci6 a les equacions de grau primer.

2° Un fragment d’una segona memoria on Galois tracta de la teoria general de les equacions
que anomena primitives.

He conservat la major part de les notes que Auguste Chevalley va adjuntar a les memories que
hem esmentat. Totes elles van marcades amb les inicials A. CH. Les notes que van signades sén
del propi Galois.

Completarem aquesta publicacié amb d’altres fragments trets dels papers de Galois, i que, mal-
grat que no tenen massa importancia, tanmateix els geometres els podran llegir amb interes.»

Els fragments dels que parla Liouville en la darrera frase mai no van ser publicats.

2A. CH.: «M’ha semblat convenient encetar la Memoria amb aquest prefaci —que ara llegiu—,
encara que, segons he trobat, en el manuscrit se li havia passat ratlla».

Ntc: A. CH. abreuja, com ja s’ha dit, el nom d’Auguste Chevalier 'amic a qui Galois adreca
la carta testament, datada el 29 de maig de 1832, la nit abans del duel, a la qual adjunta tres
memories: dues fan referéncia a la Teoria d’Equacions i la tercera, a les Integrals.

3NTc: El grau de la qual és un nombre primer.
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2 J. Pla

PRINCIPIS

Comencaré establint algunes definicions i una serie de lemes tots ells prou
coneguts.

Definicions. Diem que una equaci6 és reductible quan admet divisors racio-
nals; i irreductible, en cas contrari.

Ara cal explicar qué entenem amb la paraula racional ja que intervé sovint.

Quan una equaci6 té tots els coeficients numerics i racionals, aix0 significa
solament que 1'equaci6 es pot descompondre en factors que tenen els coeficients
numerics i racionals.

Ara bé, quan no tots els coeficients d 'una equacié sén numerics i racionals, per
divisor racional hem d’entendre un divisor els coeficients del qual s’expressen
com a funcions racionals dels coeficients de I'equaci6é proposada.

Aixi, en general, per quantitat racional s’entén una quantitat que s’expressa
com a funci6 racional dels coeficients de I'equacié proposada.

Perd hi ha més: podem convenir a considerar com a racional qualsevol funcié
d’un cert nombre de quantitats determinades, que suposem conegudes per ende-
vant. Per exemple, podem elegir una certa arrel d'un nombre enter i considerar
racional qualsevol funcié racional d’aquest radical.

Quan convinguem a considerar doncs, com a conegudes, certes quantitats, di-
em que les hem adjuntat a I’equacié que volem resoldre. Diem que aquestes quan-
titats son adjuntades a I'equacié.

Un cop establert aixd, anomenarem racional tota equacié que s’expressi com
a funci6 racional dels coeficients de 1'equacié i d'un cert nombre de quantitats
adjuntades a l’equaci6 i previament conegudes.

Quan fem tus d’equacions auxiliars totes elles sén funcions racionals en el
benentes que els seus coeficients ho siguin en el sentit que he exposat.

S’observa, a més, que les propietats i les dificultats d"una equacié poden ser
forca diferents segons quines siguin les quantitats que se li hagin adjuntat. Per
exemple, I'adjuncié d’una quantitat pot fer que una equacié6 irreductible sigui
reductible.

Aixi doncs, quan a I'equacié

X" —

~_1 = 0, amb n primer,

li adjuntem una de les arrels de les equacions auxiliars de Gauss, l’equaci6 facto-
ritza; és a dir, esdevé reductible.

Les substitucions son el pas d'una permutacié a una altra.

Quan es tracta de funcions, la permutacié de partenca que serveix per indicar
les substitucions és totalment arbitraria; aixo és degut al fet que, en una funcié de
varies lletres, no hi ha cap ra6 perque una lletra ocupi un lloc o un altre.

Ara bé, com que no és possible fer-se la idea d"una substitucié sense haver-se
fet la d’'una permutaci6, en 1'ts lingtiistic, usarem amb freqiiencia les permu-
tacions i solament considerarem les substitucions com a pas d'una permutacié a
una altra.
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La «Mémoire» d’Evariste Galois, anotada i comentada 3

Quan vulguem agrupar substitucions les farem provenir totes de la mateixa
permutacio.

Com que, en tots els casos, tractem qiiestions en les quals la disposici6 pri-
mitiva de les lletres no importa per a res, en els grups que considerem, hi haura
d’haver les mateixes substitucions sigui quina sigui la permutacié de la qual s’-
hagi partit. Aixi doncs, si en aquest grup hi ha les substitucions S i T, també hi
haura d’haver la substituci6 ST

Aquestes s6n les definicions que m’ha semblat que calia recordar.

LEMA 1. Una equaci6 irreductible no pot tenir cap arrel comuna amb una altra
equacio racional sense dividir-la.

Ja que el maxim comu divisor de l’equaci6 irreductible i 'altra equaci6 sera
també racional, etc. U

LEMA 1I. Donada una equaci6 arbitraria sense arrels multiples, les arrels de
la qual sén a,b,c, ..., sempre podem considerar una funcié V' de les arrels de
manera que els valors que s’obtinguin en permutar, en la funcié V, les arrels de
totes les maneres no siguin iguals.

Per exemple, podem prendre

V=Aa+Bb+Cc---,

on A, B,C, ..., sén nombres enters elegits convenientment.* U
LEMA I1I. La funcié V, elegida com s’ha indicat a 'article anterior, té aques-
ta propietat: totes les arrels de I'equaci6é proposada s’expressen racionalment en
funcié de V.
En efecte, sigui
V =¢p(a,b,cd,...),

o bé
V —p(a,b,cd,...)=0.

Multipliquem ara totes les equacions semblants a aquesta, que s’obtenen per-
mutant en elles totes les lletres, deixant fixa solament la primera. S’obtindra una
expressio com la segiient:

[V—gp(a,b,c,d,...)} [V—(p(a,c,b,d,...)} [V—(p(a,b,d,c,...)} -

que és simetricaenb, ¢, d, . . .. Per consegtient es podra escriure en funcié de a. Ob-
tindrem, doncs, una equacié de la forma:
F(V,a) = 0.

Afirmo que, d’aqui, se’n pot treure el valor d’a. Per aconseguir-ho cal buscar
una solucié comuna d’aquesta equacié i de la proposada. Aquesta solucié sera
I"tinica comuna. No n’hi pot haver cap altra com ara

F(V,b) =0,

4GALOIS: Hem transcrit textualment la demostracié que donarem d’aquest lema en una me-
moria presentada I'any 1830. Hi afegim, com a document historic, la nota segtient que monsieur
Poisson cregué que calia adjuntar-hi: «La demostracié d’aquest lema no és suficient, pero és veri-
tat segons el nium. 100 de la memoria de Lagrange, Berlin, 1770».

Hom jutjara.
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4 J. Pla

que tingui una solucié comuna amb l'equacié semblant, sense que una de les
funcions ¢(a,...) sigui igual a una de les funcions (b, ...) i aix0 contradiu la

hipotesi.
Se’n segueix, doncs, que a s’expressa com una funcio racional de V, i el mateix
podem dir de les altres arrels. O

Aquesta proposicié® és citada, sense demostracid, per Abel en la memoria
postuma sobre funcions elliptiques.

LEMA 1V. Suposem formada 'equacié en V, i que hem pres un dels seus fac-
tors irreductibles de manera que V' en sigui una arrel.

Siguin V, V', V" ..., les arrels d’aquesta equaci6 irreductible. Si a = f(V) és
una de les arrels de la proposada, f(V’) també en sera una.

En efecte. Si multipliquem tots els factors de la forma V' — ¢(a, b, ¢, ..., d) que
s’obtenen quan s’apliquen totes les permutacions possibles de les lletres, tindrem
una funcié racional en V.

Aquest producte sera divisible per I'equaci6 en qiiesti6. Per tant, V' s’haura
obtingut per algun dels canvis de lletres en la funcié V. Sigui F'(V;a) = 0 I'é-
quaci6 que s’obté permutant en V' totes les lletres, llevat de la primera. Tindrem,
doncs, que F(V’;b) = 0, on b pot ser igual a a, essent perd una de les arrels de
I'equaci6 proposada. Per consegiient, de la mateixa manera que de la proposada i
de F'(V;a) = 0Oenresultaa = f(V), de la proposadaide F'(V';b) = 0 combinades,
la segtient sera b = f(V"). O

PROPOSICIOI.

TEOREMA. Considerem una equacié donada les m arrels dela qual séna, b, c, . ..
Sempre existeix un grup de permutacions de les lletres a, b, ¢, ... que té la propi-
etat segtient:

1. Tota funci6 de les arrels, invariant® per les substitucions del grup, és racio-
nalment coneguda.

2. Reciprocament, tota funci6é de les arrels, determinable racionalment, és in-
variant per les substitucions [del grup].

(En el cas de les equacions algebriques, el grup no és altre que el conjunt de
les1-2-3-...-m permutacions possibles de les m lletres, ja que, en aquest cas,
les funcions simetriques s6n les tiniques determinables racionalment.)

5GALOIS. Es remarcable que, d’aquesta proposicié, se'n pugui concloure que tota equacié
depen d’una equacié auxiliar de manera que totes les arrels d’aquesta nova equacié sén funcions
racionals les unes de les altres; ’equacié auxiliar de V' n’és un cas. [L’émfasi és meu.]
Aquesta observaci6 és una simple curiositat perque una equacié amb aquesta propietat no és,
en general, més facil de resoldre que l'altra.
6GALOIS. Aqui anomenem invariant no només una funci6 la forma de la qual és invariant per
les substitucions de les arrels entre si, sind també aquelles per a les quals el valor numeric no varia
amb aquestes substitucions. Per exemple, si F'x = 0 és una equacio, F'z és una funcié de les arrels
que no varia.
Quan diem que una funcié és racionalment coneguda, volem dir que el seu valor numeric es pot
expressar com una funcié racional dels coeficients de I'equaci6 i de les quantitats adjuntes.

UFRB



La «Mémoire» d’Evariste Galois, anotada i comentada 5

(En el cas de 'equaci6 £= = 0, si suposem que a =r,b=rg,c=rg? ..., on
g és una arrel primitiva, el grup de les permutacions sera simplement:

abed ......... k;
bed ......... ka;
cd ... .. kab;
kabc ......... 7

En aquest cas particular, el nombre de les permutacions és igual al grau de l'e-
quacio, i el mateix succeeix amb les equacions les arrels de les quals sén funcions
racionals les unes de les altres.)

DEMOSTRACIO. Sigui quina sigui la funcié racional donada, sempre es pot
trobar una funcié racional V' de les arrels de manera que totes les arrels siguin
funcions racionals de V. Un cop establert aix0, considerem 1’equaci6 irreductible
que té 'arrel V (LEMA III i 1V). Siguin V, V' V" ... V("1 les arrels d’aquesta
equacid i oV, p1V, 2V, ..., pm_1V les arrels de I'equacié proposada.

Escrivim les n permutacions segiients de les arrels:

(V) eV 1V P2V, Pm-1V,
(V/) SOV/ SOIV/ SOQVIJ ceey SOm—lvla
(VH) QOV” §01V” SOQV”7 R spm—lvll7

Afirmo que aquest grup de permutacions té la propietat enunciada.
En efecte:

1. Tota funcié F' de les arrels, invariant per les substitucions d’aquest grup,
podra ser escrita aixi: /' = ¢V, i tindrem que

YV =V =V = ... = VY,

El valor d'F' es podra determinar racionalment.

2. Reciprocament. Si una funcié F' és determinable racionalment, i fem F' = ¢V,
tindrem
wv — 77Z)V/ — 77Z)‘/// — . = wv(n—l)’

ja que l'equacié en V' no té cap divisor comensurable i I'equacié F' = ¢V és
satisfeta per V, essent F' una quantitat racional. Aixi doncs, la funcié F és
necessariament invariant per les substitucions del grup descrit abans.

Aquest grup satisfa la doble propietat que s’estableix en 1’enunciat del teore-
ma proposat. El teorema queda, doncs, demostrat. O

El grup en qiiestié 'anomenarem el grup de 1’'equacié.

Escoli 1. Es evident que, en el grup de permutacions que tractem aqui, no té
cap mena d’interes considerar la disposici6 de les lletres. Solament s’han de con-
siderar les substitucions de les lletres amb les que hom passa d"una permutacio a
una altre.
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N’hi ha prou, doncs, a donar de forma arbitraria la primera presentacié ates
que la resta es dedueix d’ella per les mateixes substitucions de les lletres. El grup
aixi format tindra les mateixes propietats que el primer atés que, en el teorema
precedent, solament es consideren les substitucions que podem fer en les funci-
ons.

Escoli 11. Les substitucions no depenen tampoc del nombre d’arrels de 1'equa-
ci6 donada.

PROPOSICIO 11

TEOREMA.” Suposem que, a una equacié donada, se li adjunta 'arrel r d’una
equacio6 auxiliar irreductible.

1°. Tindra lloc una d’aquestes dues situacions: o bé el grup de I’equacié no can-
viara, o bé el dividira en p grups cada un d’ells pertanyent a I'equaci6 pro-
posada quan se li adjunta respectivament cada una de les arrels de I'equaci6
auxiliar.

2°. Aquests grups tenen la propietat remarcable segiient: es passa de l'un a
I’altre operant totes les permutacions del primer una mateixa substituci6 de
les lletres.

1°. Si, després d’adjuntar r, 'equacié en V, de la qual hem parlat abans, se-
gueix essent irreductible, és clar que el grup de I'equacié no canvia. Si, en canvi,
es redueix, aleshores I'equaci6 en V' es descompondra en p factors, tots del mateix
grau i de la forma

FOVsr) < f(Vir') < f(Vir") <o

essent r, 7', r", ..., d’altres valors de r. Aixi, el grup de l'equacié proposada des-
compondra també en grups cada un del mateix nombre de permutacions, ja que
a cada valor de V' li correspon una permutacié. Aquests grups seran respectiva-
ment els de 1’'equacié proposada, quan hom li anira adjuntant successivament
ror' L.

2°. Abans hem vist que tots els valors de IV son funcions racionals els uns dels
altres. D’acord amb aixo, suposem que V' és una arrel de f(V;r) = 01 F(V) n'és
una altra; és clar que, igualment, si V'’ és una arrel de f(V;r') = 0, F'(V’) en sera
una altra, ja que tindrem

f(F(V);r) = una funcié6 divisible per f(V;r).

TA. CH. En l'enunciat del teorema, després de les paraules: l'arrel r d'una equacié auxiliar ir-
reductible, Galois havia escrit primerament aixo: de grau p primer, quelcom que més tard esbor-
ra. Analogament, en la demostracid, en lloc de r, /', r", ..., son d’altres valors de r, la redaccié pri-
mitiva deia: r, 7/, r", ..., son els diversos valors de r. Finalment, al marge del manuscrit hi trobem la
nota segtient de I'autor:

«Hi ha quelcom que cal completar en aquesta demostracié. Em falta temps.»

Aquesta linia fou escrita molt rapidament; una circumstancia que, juntament amb les paraules
«Em falta temps», em fan pensar que Galois va rellegir la Memoria per corregir-la abans d’anar al
duel.
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La «Mémoire» d’Evariste Galois, anotada i comentada 7

Per tant, (lema 1)
f(F(V');r) = una funci6 divisible per f(V';r).

Un cop establert aixo, afirmo que el grup relatiu a r’ s’obté operant arreu da-
munt el grup relatiu a » una mateixa substituci6 de les lletres. En efecte, si hom
té, per exemple,

eul'(V) = o (V),
tindra també (lema 1),
(V') = 0, (V'),
Per tant, per pasar de la permutacié [F(V)] a la permutacié [F(V’)], caldra

aplicar la mateixa substituci6 que per passar de la permutaci6 (V') ala permutacié
(V). T aixi el teorema queda demostrat. O

PROPOSICIO III

TEOREMA. Si a una equacio li adjuntem totes les arrels d’'una equacié auxiliar,
els grups dels que es parla en el teorema II tenen, a més, aquesta propietat: en
cada un dels grups les substitucions sén les mateixes.

Hom trobara la demostraci6.® O]

PROPOSICIO IV

TEOREMA. Si hom adjunta a una equaci6 el valor numeric d’una certa funcié
de les seves arrels, el grup de 'equaci6 s’abaixara de manera que no contingui
d’altres permutacions que aquelles per a les quals aquesta funci6 és invariant.

En efecte. D’acord amb la proposici6 I, tota equacié coneguda ha de ser inva-
riant per les permutacions del grup de 'equacié. O

PROPOSICIO V

PROBLEMA. En quins casos una equacio es resoluble per radicals simples?

Observo, per endevant, que, per poder resoldre una equacio, cal abaixar suc-
cessivament el seu grup fins que només contingui una tinica permutacié. Ja que,
quan s’aconsegueix de resoldre una equacio, se’n coneix qualsevol funcié de les
seves arrels adhuc aquelles que no sén invariants per cap permutacio.

8A. CH. En el manuscrit, I'enunciat del teorema que acabem de llegir es troba al marge i en
substitueix un altre que Galois havia acompanyat de la demostracié corresponent i que anomena
amb el mateix titol PROPOSICIO III. Heus aci el text primitiu: TEOREMA. Si l'equacié en r és de la
formar? = A, iunade les arrels primitives de la unitat es troba entre els nombres previament adjuntats, els
p grups dels que es parla en el teorema 11 tenen, a més, la propietat segiient: en cada grup, les substitucions
de lletres amb les que hom passa d’una permutacié a una altra soén les mateixes.

En efecte. En aquest cas, tant li fa adjuntar a l'equacié aquest o aquell valor de r. Per consegiient,
les seves propietats han de ser les mateixes un cop feta ’adjunci6é d’aquest o d’aquell valor. Aixi
el seu grup ha d’ésser el mateix pel que fa a les substitucions (Proposici6 I, escoli). Per tant, etc.

Tot aix0 fou esborrat curosament; 1’enunciat nou porta la data de 1832 i mostra, d’acord amb
I'afirmacié que he fet sobre la manera com esta escrit, que l'autor tenia molta pressa, i confirma
I'opinié que ja he expressat a la nota precedent.
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Un cop establert aquest fet, busquem quina és la condicié que ha de satisfer el
grup d’una equacio, per tal que es pugui abaixar fins a aquest extrem adjuntant
quantitats radicals.

Seguim el cami de les operacions possibles en aquesta soluci6, considerant
com operacions diferents 1'extraccié de cada arrel de grau primer.

Afegim aleshores a I'equaci6 el primer radical que hem realitzat en la reso-
luci6é. Hom podra trobar-se amb dues situacions: o bé, amb l'adjuncié d’aquest
radical, el grup de les permutacions de 'equacié disminuira; o bé, 'extraccié
d’aquesta arrel, no essent altra cosa que una preparaci6, deixara que el grup sigui
el mateix.

En qualsevol dels casos, sera sempre després d'un cert nombre finit d’extrac-
cions d’arrels que s’haura aconseguit de disminuir el grup ja que sin6 'equacié
no seria resoluble.

Si, assolit aquest punt, hi ha maneres diverses de disminuir el grup de l'equa-
ci6 proposada amb una sola extraccié d’arrels, caldra, d’acord amb allo que hem
dit, considerar solament un radical del grau més petit possible d’entre tots els ra-
dicals simples, que siguin d’aquells que el seu coneixement permet disminuir el
grup de I'equacio.

Sigui doncs p el nombre primer que representa aquest grau minim, de manera
que amb l'extraccié d'una arrel de grau p, s’aconsegueixi disminuir el grup de
I'equacio.

Podem suposar sempre, si més no pel que fa al grup de 'equaci6, que entre
les quantitats adjuntades a I’equaci6 per endevant s’hi troba una arrel p-esima de
la unitat. Atés que, com que aquesta expressio s’obté per extraccions d’arrels de
grau inferior a p, coneixer-la no altera en res el grup de 1’'equacio.

En conseqiiéncia, d’acord amb els teoremes 11 i I1I, el grup de 'equacié s’hau-
ra de descompondre en p grups que, els uns respecte dels altres, tinguin aquesta
doble propietat: 1°. Que hom passi de 1'un a l'altre per una sola substitucié, la
mateixa en tots els casos; 2°. Que tots ells continguin les mateixes substitucions.

Afirmo, reciprocament, que si el grup de 'equaci6 es por trencar en p grups
amb aquesta doble propietat, hom podra, amb una simple extraccié d’arrels p-
esimes, i amb l'adjuncié d’aquesta arrel p-esima, reduir el grup de 1'equacié a un
dels grups parcials.

Agafem, en efecte, una funcié de les arrels que sigui invariant per totes les
substitucions d'un d’aquests grups parcials, i que varii per a qualsevol altre subs-
titucié. (Per aix0 només cal agafar una funcié que sigui simetrica respecte dels
valors diversos que pren sotmesa a les permutacions d'un dels grups parcials i
que no ho sigui, d'invariant, per cap altre substitucio).

Sigui 6 aquesta funci6 de les arrels.

Operem damunt la funcié 6 una de les substitucions del grup total que no si-
gui comuna amb les dels grups parcials. Sigui 6, el que en resulta. Operem ara
damunt d’aquesta funci6 ¢, la mateixa substitucié. En resulta 6. I aixi successi-
vament.

Ates que p és un nombre primer, aquesta successio s’aturara en el terme 6,,_;;
seguidament tindrem 6, = 6;, 0,1 = 0,, 1 aixi successivament.
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Un cop aix0 establert, és clar que la funcié
(0+ab +a0,+-- +a" " 6,,)"

sera invariant per totes les permutacions del grup total i, per tant, sera actualment
coneguda.

Si traiem l'arrel p-esima d’aquesta funci6, i I’adjuntem a 'equaci6, aleshores,
per la proposici6 IV, el grup de 'equacié no contindra altres substitucions que les
del grup parcial.

Aixi doncs, aquesta condici6 és necessaria i suficient per tal que el grup d’una
equaci6 es pugui abaixar amb la simple extraccié d'una arrel.

Adjuntem a 'equaci6 el radical en qtiesti6; aleshores podrem raonar sobre el
grup nou tal com ho haviem fet sobre el precedent, i caldra que també aquest es
descompongui de la manera indicada, i aixi successivament fins assolir un grup
que només contingui una tnica permutacio. l

Escoli. Es facil d’observar aquest cami en la resoluci6 coneguda de les equaci-
ons generales de quart grau.

Escoli. En efecte, aquestes equacions es resolen per mitja d'una equacié de
grau tres que, al seu torn, exigeix I’extracci6é d'una arrel quadrada. En la successio6
natural de les idees cal comencar per aquesta arrel quadrada. Aleshores, un cop
adjuntada a I’equaci6 de grau quatre aquesta arrel quadrada, el grup de I'equacié
—que en total conté vint-i-quatre substitucions— es descomposa en dos, cada un
dels quals en té dotze. Si les arrels les designem «, b, ¢, d, heus aci un d’aquests
grups:

abcd, acdb; adbc;
badc; cabd; dacb;
cdab; dbac; becad;
dcba; bdca; chbda.

Ara, d’acord amb el que s’indica als teoremes 11 i III, aquest grup es descom-
posa en tres grups. D’aquesta manera, amb 1'extraccié6 d’una sola arrel de grau
tres, s’obté el grup:

abed;
badc;
cdab;
dcba.

Aquest grup es descomposa, novament, en dos grups:

abcd; cdab;
badc; dcba.

Aixi, per una simple extraccié d’una arrel quadrada, quedara

abed;
badc;

i aix0 es resoldra finalment amb 1’extraccié d'una sola arrel quadrada.
D’aquesta manera s’obte la solucié de Descartes, o la d’Euler; ja que, encara
que aquest darrer, un cop feta la resolucié de I'’equaci6 auxiliar de grau tres extreu
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tres arrels quadrades, sabem que n’hi ha prou amb dues ja que la tercera se’n
dedueix racionalment.

Aplicacié a les equacions irreductibles de grau primer

PROPOSICIO VI

LEMA. Una equaci6 irreductible de grau primer no pot esdevenir reductible
per 1’adjuncié d’un radical I'index del qual sigui diferent del propi grau de 1'e-
quacio.

Doncs, si r,r',r", ..., sén els diversos valors del radical, i Fz = 0 l'equaci6
proposada, caldria que F'x es partis en factors

f(ilf,’f’) Xf(af,T,) Koo,

tots del mateix grau. I aixd no és possible, llevat f(x,r) sigui de primer grau.
Aixi, una equaci6 irreductible de grau primer no pot esdevenir reductible,
llevat en el cas que el seu grup es redueixi a una tinica permutacio. O

PROPOSICIO VII

PROBLEMA. Quin és el grup d'una equaci6 irreductible d’un grau primer n,
resoluble per radicals?

D’acord amb la proposicié precedent [i amb la PROPOSICIO I1], el grup més
petit possible, abans del que solament té una tinica permutacid, en contindra n,
de permutacions. Ara bé, un grup de permutacions d’un nombre primer n de
lletres no es pot reduir a n permutacions, llevat que una d’aquestes permutacions
s’obtingui d'una altra per una substituci6 circular d’ordre n. (Vegeu la «Mémoire
de M. Cauchy», Journal de I'Ecole Polytechnique, XVIle cahier.) Aixi, el pendltim
grup sera

2o, L1, L2, I3, Tn-3, Tn-2, Tn—1;
Ty, T2, €3, y Ip-3, Tp-2, Tp-1, Lo,
(G) T, T3y,  eeeeaen Tn—2, ITp-1, Lo, Ty,
Tn—2y, Tp—1y ceeeeneneennnns Tn—5, Tp—4, ITp—3,
L L Tpn—4, Tp_-3, ITp_2,
on ry, T, Ta,..., Tn_1 SON les arrels.

Aleshores, el grup que el precedira immediatement en 1’ordre de les descom-
posicions es compondra d'un cert nombre de grups, tots ells amb les mateixes
substitucions que aquest. Per tant, s’observa que aquestes substitucions es poden
expressar aixi (fent, en general, x,, = x¢, z,+1 = 21,..., és clar que cada una de
les substitucions del grup (G) s’obté collocant arreu en el lloc de x, )., on ¢ és
una constant).

Considerem un qualsevol dels grups semblants al grup (G). D’acord amb el
teorema 11, I'haurem d’obtenir operant arreu en aquest grup una mateixa substi-
tuci6; per exemple, posant arreu en el grup (G), en lloc d"zy, x4, essent f una
certa funcié.
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Les substitucions d’aquests nous grups havent d’ésser les mateixes que les del
grup (G), tindrem
flk+c) = f(k) +C,
on C' és independent de k.
D’on:

Sic=1, k=0, tindrem

7

o bé
f(k) =ak +b,

on a ib sén constants.
D’on, el grup que precedeix immediatement el grup (G') només haura de con-
tenir substitucions com ara

Lks Lak+b;
i no contindra, per consegtient, cap altre substitucié circular que la del grup (G).
Hom raonara sobre aquest grup com sobre el precedent, i s’obtindra que el

primer grup en ’ordre de les descomposicions, és a dir el grup actual del’equacio,
només pot contenir substitucions de la forma

Tky Lak+b-

D’on, «si una equaci6 irreductible de grau primer és resoluble per radicals, el
seu grup solament contindra substitucions de la forma

Lky Tak+b,

on a i b son constants».
Reciprocament, si té lloc aquesta condici6, afirmo que 'equaci6 sera resoluble
per radicals. Considerem, en efecte, les funcions

(-Io + ax +a2:1:2 4ot xn,l)” = Xy,
(]70 +azx, + O[2 Toq+ -+ an—l x(n—l)a)n - Xav
(xO + ax, + a2 Tog2 + -+ anil x(nfl)cﬁ)n = Ag2,

on « és una arrel n-esima de la unitat i @ una arrel primitiva de n.

Es clar que tota funcié invariant per les substitucions circulars de les quan-
titats X, X,, X,2,..., sera, en aquest cas, immediatament conegut. D’on, hom
podra trobar X, X,, X2, ..., pel metode de monsieur Gauss per a les equacions
bindmiques. D’on, etc.
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Aixi, per tal que una equaci6 irreductible de grau primer sigui resoluble per
radicals, és necessari i suficient que tota funcié invariable per les substitucions

T, Lak+b

sigui racionalment coneguda.
Aixi, la funcié
(X1 —X)(X, — X)(Xp2 — X) - -

haura de ser coneguda, sigui qui sigui X.

Es, doncs, necessari i suficient que 1'equacié que déna aquesta funcié de les
arrels admeti, qualsevol que sigui X, un valor racional.

Si l’equacié proposada té tots els coeficients racionals, I’equaci6 auxiliar que
déna aquesta funcié també els hi tindra, i n’hi haura prou a reconeixer si aquesta
equaci6 auxiliar de grau 1 x2x 3 x - - - X (n —2) té 0 no una arrel racional, quelcom
que hom sap fer. O

Es el mitja que cladra emprar a la practica. Perd aquest mateix teorema el
presentem d’una altra manera.

PROPOSICIO VIII

TEOREMA. Per tal que una equaci6 irreductible de grau primer sigui reso-
luble per radicals, és necessari i suficient que dos qualssevol de les arrels siguin
conegudes, i les altres s’en dedueixin racionalment.

Primerament, cal perqué la substitucié

Tky Tak+b

no deixa mai dues lletres al mateix lloc i aleshores, per la proposicié 1V, és clar
que adjuntant dues arrels a I'equaci6 el seu grup s’haura de reduir a una tnica
permutacio.

En segon lloc, és suficient perque, en aquest cas, cap substitucié del grup no
deixa dues lletres als mateixos llocs. Per consegiient, el grup contindra com a
maxim n(n — 1) permutacions. D’on en resulta que només contindra una tnica
substituci6 circular (altrament en contindria almenys n?, de permutacions). Aixi
doncs, tota substituci6 del grup, xx, xx, haura de satisfer la condicié

fk+c)= f(k)+C.

D’on, etc.
El teorema queda aixi demostrat. 0

Exemple del teorema VI1I
Sigui n = 5; el grup sera el segiient :

abcde acebd aedcbh adbec
bcdea cebda edcba deabc
cdeab ebdac dcbace becad
deabc bdace cbaed ecadb
eabced daceb baedc cadbe
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