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Hablemos de Series Divergentes

Josefina Alvarez

Especialmente con los trabajos de Abel y
Cauchy, se observa un gran afédn por la forma- ===
lizacion y el rigor en las matemaéticas europeas COURS D'ANALYSE
de la primera parte del siglo XIX. En este con- .
texto, las series convergentes y las divergentes —VECOLE ROVALE POLYTECHNIQUE;
parecen atenerse muy bien al refran “Cria bue- o e e O
na fama y échate a dormir, cria mala fama y o i
échate a morir”. Sin embargo, mucho se pue- RPN R dhcarie ik
de hacer con las series divergentes, mientras
que las convergentes no siempre son tan bue-
nas como su fama indicarfa. El proposito de
este articulo es discutir el papel que las series
divergentes juegan en la llamada aproximacion
asintotica de funciones.

Nuestra presentacién serd informal pero | sewei ot
cuidadosa y pondra énfasis en discutir las pro-
fundas diferencias que hay entre la aproxima-
cion por medio del concepto de convergencia
y la aproximacion asintotica. El articulo inclu-
ye numerosos ejemplos y una lista de referencias que permitirdn ampliar la
exposicion y aplicarla en diferentes campos.
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1. Comencemos por recordar ...

... la definién de serie convergente.

Definicion 1 Una serie, que para fijar ideas siempre supondremos de tér-
minos reales, es convergente, si la sucesion de sus sumas parciales converge.
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Es decir, la serie

2w

=0

con suma parcial
n
Sn = E Uj
J=0

es convergente, st hay un numero S para el cual

lim S, = S.

n—o0

FEsto quiere decir que para cada ¢ > 0 existe N = N(g) tal que
|S, — S| <e para todon > N.

Si éste es el caso, decimos que la serie converge a S o que su suma es S,

lo que indicaremos Yy u; = S. En cualquier otro caso catalogamos a la serie
Jj=20
como divergente.

Por ejemplo, cada una de las series

Zl

~_27
=17
E ) para |z| <1,
Jj=0
xd
E —  Dara todo x,
=0 7
72 1
nvergen n suma —, —— r ivamente, mientr u
es convergente, con s a6, e’ respectivamente, mientras que las
—x
series
§ :(_I)Ja
Jj=0
E ) para |z| > 1,
Jj=0
g jla?  para todo x,
Jj=0

son divergentes.
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Ya el matematico inglés John Wallis (1616-1703) formul6 en 1655 una
definicion equivalente a la definicion de sucesion convergente dada aqui ([25],
pag. 11). De acuerdo con ([25], pag. 16), la expresion “serie convergente” fue
introducida por el matematico escocés James Gregory (1638-1675) en 1668,
mientras que la expresion “serie divergente” se debe a Nicolaus (I) Bernoulli
(1687-1759), quien la introdujo en 1733.

Hay resultados que permiten decidir sobre la convergencia de una serie,
sin necesidad de conocer su limite. A este respecto, podemos citar (ver por
ejemplo [8], pag. 175) la condicion necesaria y suficiente dada por el mate-
maético francés Augustin Louis Cauchy (1789-1857) en su Cours d’Analyse,
publicado en 1821. En efecto, Cauchy fue el primero en hacer un estudio
riguroso de las condiciones bajo las cuales una serie converge (|20], biografia
de Cauchy).

Aunque hay mucho para hablar de las series convergentes y de sus usos,
aqui las dejamos por ahora, porque nuestro interés se centra en aquellas series
que son divergentes.

2. ;Qué hacer con las series divergentes?

Historicamente, podemos distinguir tres enfo-

/ %/ M/ ques. Uno, es el desecharlas como algo indeseable.

- . Esta fue la actitud, entre otros, del gran mate-

matico noruego Niels Henrik Abel (1802-1829),

quien en 1828 dijo ([11], prefacio escrito por J. E. Littlewood): “Las series

divergentes son la invencion del diablo y el basar en ellas una demostracion

es vergonzoso”. Abel fue un enamorado del rigor y un admirador ardiente de

Cauchy, a quien consider6 “el inico que hoy en dia sabe cémo se deben hacer
las matemaéticas” ([20], biografia de Cauchy).

El segundo enfoque es el formular nuevas definiciones de convergencia, co-
nocidas como métodos de sumabilidad. Este enfoque ha producido resultados
fructiferos, por ejemplo, en el estudio de las series de Fourier (|24], pag. 229;
[12]) y mas recientemente en relacion con métodos de extrapolacion [3] y en
mecanica cuantica [1].

Un tercer enfoque es el aceptar a las series divergentes por lo que son,
déandose cuenta de que pueden ser una herramienta poderosa en la aproxi-
macion de funciones. Este enfoque, iniciado con el estudio de las soluciones
de ecuaciones diferenciales ordinarias y en la llamada astronomia dindmica
(|25], pag. 151; [22]), contintia teniendo un nimero creciente de aplicaciones
(12]; 19]; [18], capitulo 4).

En las siguientes secciones presentaremos ejemplos y resultados ilustra-
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tivos de este tercer enfoque, que realmente aprovecha las propiedades muy
interesantes que una serie divergente puede tener. Para no alargar demasiado
las cosas, dejaremos de lado la consideracion del segundo enfoque que hemos
mencionado, los llamados métodos de sumabilidad. En ([25], pags. 154-158)
y especialmente en [11] se puede ver una presentacion excelente de estos
métodos.

Antes de meternos de lleno en nuestro tema, necesitaremos recordar un
par de notaciones que nos seran de gran utilidad cuando tengamos que com-
parar el tamano de funciones en el entorno de un punto.

3. Las notaciones O y o

Consideramos dos funciones reales, f y g, definidas en un conjunto D de
nimeros reales que tiene un punto de acumulacién a que puede ser finito o
infinito. Cuando trabajemos con +oc omitiremos el signo +.

Definicion 2 Decimos que
f(z) =O(g(x)) cuando z — a
st existe un numero real C' > 0 y un entorno U de a tal que
[f(@)] < Clg(x)]  paraz e DNU.
Definicion 3 Decimos que
f(z) =o0(g(z)) cuando z — a
si para cada € > 0, existe un entorno U = U(e) de a tal que
@) <elg(@)l parazeDNU.

Por ejemplo,

52° —22° +1=0(2%) cuando z — o0,
10z =0(2x) cuando z — o0,
7% = o(2?) cuando z — 0,
Inx = o(x®) cuando z — oo, para todo a > 0.

Nos referimos a la notacion O diciendo que “ f es o grande de ¢” , mientras
que la notacion o se lee “f es o pequena de ¢”.
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Cuando f = O(g) decimos que el order de magnitud de f es no mayor que
el orden de magnitud de g. Es decir, el describir el tamano de una funcién en
términos de O, es dar una cota superior para el crecimiento de |f|. Por su-
puesto, estas afirmaciones son relativas a un punto a particular. Si la funciéon
g no se anula en un entorno de a, entonces f = O(g) significa que el cociente

x
esta acotado cerca de a, o equivalentemente, lim sup M
z—a | 9(T)

La notacion f = o(g) quiere decir, en términos vagos, que la funcion f
es “mucho menor” que la funciéon g, cerca de a. Si la funcién g no se anula

f(z)

en un entorno de a, entonces f = o(g) significa que limsup (— = 0. En
z—a G\T
realidad, en muchos casos de interés el limite existe, lo que hace muy fécil el

establecer y comparar 6rdenes de magnitud. Tal es el caso en los ejemplos
que acabamos de dar.
Es claro que f = o(g) implica f = O(g), pero no reciprocamente:

< 0

;

senz = O0(1) cuando z — oo,
porque la funcién esta acotada para todo x real, pero
senz # o(1) cuando z — oo,

porque la funcién ni siquiera tiene limite para z — oo .

De acuerdo con (|26]; [25], pag. 11), las notaciones O y
o fueron introducidas por el matematico aleman Paul Gus-
tav Heinrich Bachmann (1837-1920) en el segundo volu-
men de su excelente tratado (|20], biografia de Bachmann)
sobre teoria de nimeros, publicado en 1894. Las notacio-
nes fueron popularizadas por el matematico alemén Ed-
mund Georg Hermann Landau (1877-1938), quien las us6
en trabajos, también sobre teoria de ntmeros, publicados
en 1909.

Veremos que las notaciones O y o se usan, por ejemplo,
para describir el error con que una funcién es aproximada
por las sumas parciales de una cierta serie.

El matematico y cientifico de la computacion americano Donald Ervin
Knuth (n. 1938), creador del lenguage TEX, ha popularizado las notaciones O
y 0 en computacion cientifica, donde se usan para analizar la complejidad de
un algoritmo ([18], capitulo 1). Es decir, para ver como depende del tamanio
de los datos, el tiempo o el niimero de pasos necesarios para ejecutarlo. En
este contexto, usualmente se trabaja con funciones de los nimeros naturales

P. G. Bachmann
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en si mismos, cuyo orden de magnitud se desea establecer cuando la variable
tiende a oo.

Knuth también ha refinado varias otras notaciones relacionadas con O
y o ([13], |26]) y ha defendido la conveniencia y la utilidad de emplear las
notaciones O y o en la ensenanza del Célculo ([14]).

Podemos pensar que O(g) es el conjunto de todas las funciones cuyo
orden de magnitud, cerca de un cierto punto, no es mayor que el orden de
magnitud de g. Igualmente, o(g) indica a aquellas funciones que tienen orden
de magnitud “mucho menor” que g, en el sentido de la definicion 3. Desde
este punto de vista, seria més correcto usar el simbolo de pertenencia, €. Por
ejemplo,

z? € O(2®) cuando z — oo,

z € o(lnx) cuando z — 0.

Desafortunadamente, hay que aceptar que el uso del signo igual ha prevale-
cido.

Observemos que las notaciones O y o no son simétricas. Por ejemplo, es
correcto decir

2? = O(z*) cuando  — oo,

mientras que 2* = O(z?) cuando & — oo, no lo es. Informalmente, podemos
decir que el signo igual usado con O y o da una especie de igualdad unilateral.
O sea, que en general se lo puede usar sélo de izquierda a derecha. Notamos
otra vez el uso de la palabra “es” en las expresiones “f es o grande de ¢” y
“f es o pequena de g”.

Knuth observa en [14] que en las matematicas, no es inusual que el signo
igual tenga un significado unilateral, dependiente del contexto. Por ejemplo,
la intencioén de desarrollar el cuadrado (1+42)? se muestra leyendo la igualdad

(1+z)?=1+22+2?

de izquierda a derecha, pero no de derecha a izquierda.

En esta explicacion de las notaciones O y o, nos hemos limitado casi exclu-
sivamente a aquellos aspectos que seran de interés en las secciones que siguen.
En la referencia ([18], capitulo 4) se puede leer una versiéon ain mas sucinta,
mientras que el articulo [26] contiene muchos otros resultados y comentarios.

UFRB
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4. Series asintoticas

Para motivar el tema, comenzaremos desarrollando un par de ejemplos
sencillos. El primero esta basado en la igualdad

1 J Ad
iz =§<-l> v, &)

valida para |z| < 1.
No es dificil comparar la suma de la serie con las sumas parciales. En
efecto, para todo x # —1,

1 n n+1

_ Z(_l)j 2l = (1) r

=0 14z

(2)

1+z

lo cual se puede comprobar calculando

1—(1+x) Y0 (1) ad |

§=0
1+
Por lo tanto,
1 & o
e ;(—1)3 2/ = O(2"™)  cuando x — 0 (3)
y también
1 n o
e Z(—l)J 2/ =o(z") cuando x — 0. (4)
=0
L, . . . . 1
Mas precisamente, si fijamos n > 2 y consideramos |z| < —,
n
] P o< <5
— — X P EEe— ara |r - a5
1+ = “(n—=1)nn P —n T 2

. . ) 1
Si, por ejemplo, tomamos n = 3 y en consecuencia |z| < 3

< 0,02.

3
1 o
— g (_1)]1;]

1+x —

J
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Y

|

En cambio, si tomamos n = 4, y entonces |z| <

4

1 o
_ _1.7 J
Y

=

< 0,002.

Es decir, que valores pequenos de n ya nos dan sumas parciales que aproximan
bien el valor de la funcién, para valores de x en entornos determinados de
cero.

Observemos que este comportamiento es muy diferente de lo que ocurre
cuando hablamos de la convergencia de la serie a su suma. En este tltimo
caso, fijamos un valor de x dentro de la regién de convergencia y consideramos
valores de n mayores que un valor suficientemente grande, para asegurarnos
que la suma parcial aproxima, con un error preestablecido, a la suma de la
serie.

Nuestro segundo ejemplo es més interesante, porque la funciéon que que-
remos aproximar no tiene una férmula explicita, sino que esta definida por
medio de una integral ([25], pag. 150),

que converge para todo x > 0. En efecto, fijado x > 0, podemos escribir,

parat > x,

ea:—t

t
Por lo tanto, dicha integral define una funcion, digamos f(x), para x > 0.

Ademas,
Ooe:rft ez [e ] 1
— dt < — “tdt =~
fa) = [ TasS [eta

Es decir, f(z) =0 = o f(xz) =o(1), cuando z — 0.
T

ex
< et
x

Estas estimaciones se pueden extender, integrando por partes. En efecto,
si elegimos

podemos escribir

UFRB
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Después de n+1 integraciones por partes, para cualquier n > 0, tendremos

n -1 J /| o L r—t
f(x) :Z(ﬂ#—k(—l)"“ (n—i—l)!/ :n+2 dt .

Jj=0

(=1)7 5!

I mientras
T

El primer término es la suma parcial S, (z) de la serie Z
Jj=0

que el segundo término nos da la diferencia entre f(x) y esta suma parcial.

F(2) = Sa()] = (n + 1)! /:O :n;; dt
g%/jew—tdt:%. (5)
Es decir,
F(@) = Su(z) = O (xnlﬂ) cuando 7 — 00 (6)
v también
F(@) = Su(z) = 0 (xnlﬂ) cuando z — 0. (7)

Pongamos a la estimacion (5) en un contexto numérico. Como estamos
interesados en valores grandes de x, supondremos, por ejemplo, x > 2n, para
n > 2 fijo. Si éste es el caso,

(n+1)! < (n+1)!
xn+2 — 2n+2 nn+2 :

Para simplificar esta cota, podemos comenzar observando que
n! <n" ! paran>1,

lo cual puede probarse por inducciéon. Entonces,

(n+1)! < (n+1) < 1
In+2 pnt+2 — 9n+2 3 — 9n+l 2 :

Finalmente,
1
|f(z) — Sp(x)] < gyl Paraz >2n>4.
Por ejemplo, si n = 2,

‘f(x)—Z“;.—flﬂ

Jj=0

< 0,04 paraxz>4.
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Cuandon =5y x > 10 ,

5 .
fla)=>" # < 0,007.

A x
j=0
. — (—1)7 j! _
Es decir que la suma E ——7 Yanos da, con valores pequenos de n,
x
J=0

excelentes aproximaciones de la funcién f(x), para un rango grande de valores

de x.
Una vez mas, este comportamiento no tiene nada que ver con la nociéon
. . —1)7 4! . .
de convergencia. Més aun, la serie g % es en realidad divergente para
x

=0
cada x # 0, como puede verse comparando dos términos consecutivos:

(=17 (G + 1)1 2it! _j+1_>OO
o (i ] e

Este ejemplo nos muestra un fenémeno muy interesante. Aunque la ex-

g (=174t g .
presion g g s s6lo una expresion formal, sus sumas parciales dan

x
j=0

muy buenas aproximaciones de la funciéon f, cuando fijamos un valor de n y
tomamos x suficientemente grande.

Aqui concluimos con nuestros ejemplos preliminares. Estamos listos ahora
para dar la definicion formal de desarrollo asintotico, comenzando con la

nocién de sucesion o escala asintotica.

Definicion 4 Consideramos funciones reales, definidas en un conjunto real
D con un punto de acumulacion a que puede ser finito o infinito. Suponemos
ademds que las funciones no se anulan en D. Una familia {SOj}jzo de tales
funciones es una sucesion o escala asintdtica para x — a si

vir1(x) = o(pj(z)) cuando x — a.

Por ejemplo, la familia {27} j>0 €8 una sucesion asintotica para x — 0,

. o 1 . L
mientras que la familia {_j es una sucesion asintotica para r — o
X
j=>0

o para ¥ — —oo. Observemos que se puede pasar del caso {27} >0 al caso

1 1
— por medio de la transformacion x — —.
xJ >0 x

UFRB



Josefina Alvarez 11

Definicion 5 Dada una funcion real g definida en D, la serie E aj p; es un
Jj>0

desarrollo asintdtico de la funcion g para x — a, con respecto a la sucesion

asintdtica {(pj}jzo, si para todo n > 0,

g(x) — Z aj pj(x) = o(pn(x)) cuandoz — a. (8)

Si esta definicion se cumple, escribimos

g(x) ~ Zajgoj para x — a.
Jj=0

También suele decirse que la serie es una representacion asintética de la

funcion f para r — a.
Observemos que la serie Z a; p; puede ser convergente o divergente. Por
Jj>0
ejemplo, de acuerdo con (4) podemos decir que
1
1+

~ Z(—l)j ) parax — 0,
Jj=0
mientras que (7) implica

f(ac)fvzM para x — 00.

it
Jj=0

En el primer caso la serie asintética es convergente, mien-
tras que en el segundo caso es divergente. Observemos
que estamos usando las expresiones “desarrollo asintético”
y “serie asintotica” con el mismo significado. Es decir, en
ambos caso suponemos que hay una funcién con respecto
a la cual la serie cumple la definicion 5.

Observemos que al hablar de desarrollo o serie asin-
totica siempre necesitamos referirnos a una funcién. En
cambio, como dijimos en la secciéon 1, la nocién de serie
convergente puede establecerse sin tener que mencionar la

J. H. Poincaré suma.

La definicién de desarrollo asintético se debe al ma-
tematico francés Jules Henri Poincaré (1854-1912), quien la propuso en su
trabajo sobre ecuaciones diferenciales ordinarias, publicado en Acta Mathe-
matica en 1886 (|25, pag. 151). Poincaré obtuvo aproximaciones de soluciones

[REPU] :ummr'i‘[")u:l;h‘(mm,a
B

S

R

3 =SS
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dadas por medio de representaciones integrales, usando la sucesion asintoti-

1 a; .
ca {—} y suponiendo siempre que la serie Z —j es divergente. Este es
x
7>0

x)
>0
probablemente uno de los casos de mayor interéjs_.

Aunque el concepto formal de desarrollo asintético comenzo con Poin-
caré, otros matematicos, entre ellos Leonhard Euler (1707-1783), Abraham
de Moivre (1667-1754), James Stirling (1692-1770), Pierre-Simon Laplace
(1749-1827) y Adrien-Marie Legendre (1752-1833), ya lo habian anticipado

en casos particulares ([5], pag. 1; [25], pag. 151).

5. Algunas propiedades de las series asintéticas

Una funcién puede tener a lo sumo un desarrollo asintotico para x yendo
a un cierto punto a, con respecto a una sucesion asintotica dada.
En efecto, si g(z) ~ Y a;p; para x — a, esto significa que para todo

Jj=0
n > 0, se cumple la condicion (8). Para n = 0,
g(x) —agpo(x) = o(po(x)) paraz —a.

O sea, dado € > 0, existe un entorno U = U(e) de a tal que

|9(z) — aopo(@)| < elpo(x)] parazel.

Es decir,
x
M — ao < 8,
po(x)
en ese entorno de a. Esto significa que existe
- g(z)
lim =ap. 9

Cuando n =1,
l9(z) — ag po(r) — a1 p1(z)] < € [p1(z)]
en un entorno apropiado de a. O sea, existe

lim g(x) — ag po(x) _

En general, existe

(9@ - T 0(a)

r—a Pn+1 (:B)

= Ap+1 - (10)

UFRB
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Por supuesto, diferentes sucesiones asintoticas dan origen a desarrollos
asintoticos distintos, para una funciéon dada. Por ejemplo,

1 1
~ E . para r — o0
_ j+1
rz—1 = T

y también

1 _.7:~|—1 Z:U—irl

_ N -
r—1 x22-1 r2i+2
720

para x — 00.

Estas afirmaciones se comprueban usando la serie geométrica de razéon — y
x

—;, respectivamente, con |z > 1 .

Una serie puede representar asintoticamente a més de una funciéon. Por

—1)i-1
% es un desarrollo asintotico de la funciéon
) +x

ejemplo, la serie Z
j>1

., ., .2
y también de la funcion +e ", para x — 00.

+
La primera afirmacion se comprueba volviendo a usar la serie geométrica

de razén — para |z| > 1. Para comprobar la segunda afirmacion, s6lo tenemos
x

que recordar que

1
e =o (—) para todo n > 0, para r — .
./L.n

—1)i-1 1
Observemos que Z Q es el desarrollo asintotico de +e77 aun-
i>1 v I+z

1
14z

que la serie, que es convergente, no converge a esa funcion, sino a

1
Una consecuencia de la propiedad e=** = o (—n) para todo n > 1, es
x
que

4 0
[§ ~ E — para x — Q.
x)
jz1

En los dos ejemplos que presentamos en la seccion anterior, vimos (en
(4), (3), (7), (6)) que no sdlo se cumple la condicion (8), sino que también se
cumple la condicién

g(x) — Z ajpi(x) = O(ppt1(z)) cuando x — a. (11)
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Esto es cierto en general, porque (8) y (11) son equivalentes.
En efecto, si se cumple (8) para todo n > 0, tendremos

g(x) — i a; pj(x) = an pn(x) + o(p,(z)) cuando x — a,

para todo n > 1. Para obtener (11), sélo tenemos que recordar que o(p,(x))

implica O(p,(x)).
Reciprocamente, si suponemos (11) para todo n >0,

o(2) ~ D20, 01(r) = Ol (2)) cuando .,
donde ¢, 1(x) = o(p,(z)). Esto implica
9(x) = D_a; ;(x) = olion(x) .

Por lo tanto, tenemos (8).
Es decir, la relacion asintotica

g(x) ~ Zaj p; parazr —a
Jj=0
n
se puede describir diciendo que para todo n > 0, la suma parcial Z aj p;(x)
=0
es una aproximacion de g(x) con un error cuyo orden de magrjlitud no es
mayor que el orden de magnitud del primer término omitido.

6. Series de Taylor versus series asintoticas

Comencemos por fijar una funciéon real g definida en un
entorno de un cierto nimero a. Si la funcién ¢ tiene deri-
vadas continuas de todos los 6rdenes, el teorema de Taylor
(ver por ejemplo [8], pag. 204), dice que para cada n > 0,

o) =3 2@ (a4 Ry,
i jio j'
B. Taylor donde . g(n+1)(c) .

UFRB
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para z fijo en un entorno apropiado de a y para c entre x y a.
Se sabe que la funcion g™+ () esta acotada para x en un entorno sufi-
cientemente pequeno de a, o es O(1) para z — a. Por lo tanto,

" (g ,
) —Zg—()(m—a)] =0 ((x—a)"™") paraz—a. (12)

Es decir, que la serie de Taylor Z g(]).'(a)
j>0 J:
siempre la serie asintética de la funcién g, con respecto a la sucesion asintética
{(z —a)'},5y, para z — a. Este es el caso de nuestro primer ejemplo, (1).

Observemos que (12) no es cierto para = yendo a cualquier otro punto b.
Por ejemplo, usando (2),

(x — a)’, convergente o no, es

1
1+z

|x|n+1’

1 n o
_ _1] J
1+« ]Zo( )x

que no es o ((z — b)") cuando x — b, para b # 0.
Desde el punto de vista de su convergencia, el comportamiento de la

()
serie de Taylor Z J .'(a)
=0
posibilidades:

(x — a)’ correspondera a una de las siguientes tres

1. Su radio de convergencia es mayor que cero y R,(z) — 0 para n — o0
y para cada z en un cierto entorno de a. En este caso la funcién g es la
suma de su serie de Taylor en ese entorno y se dice que g es analitica
en ese entorno.

2. Su radio de convergencia es mayor que cero pero {R,(z)}, -, no con-
verge a cero para r # a. En este caso, la serie de Taylor de g converge
a una funciéon que no es g.

3. Su radio de convergencia es cero. Es decir, la serie es simplemente una
expresion formal para x # a.

Indicamos a continuacién un ejemplo de cada uno de estos casos.
Ejemplo 1 La tgualdad

1 )
i Bl

320
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vdlida para |x| < 1, nos dice que la serie Y. 27, con radio de convergencia
j=0

. . : 1
igual a uno, converge a la funcion, analitica, T—o Por supuesto, esta fun-

cion es analitica para todo x # 1, como puede verse escribiendo su serie de
Taylor alrededor de cualquier a # 1.

Ejemplo 2 La funcion
{ e Ve para x #£0

0 para x =10

es indefinidamente derivable para todos los valores de x. Ademds, para cada
n > 1 la derivada g™ (0) es cero (ver por ejemplo [6], pdg. 8). Por lo tanto,

la serie de Taylor de g alrededor de cero es > 0x7, que por supuesto tiene
Jj=0

radio de convergencia mayor que cero, pero que solo converge a la funcion g

para x = 0.

Ejemplo 3 La funcion

oo e—t
= dt

es indefinidamente derivable para todo x real y su serie de Taylor tiene la
forma (ver una prueba detallada en [0], pdg. 1)

> (=1 jta?
Jj=0
Esta serie de potencias tiene radio de convergencia cero. En efecto,
(1) + Dt
(i jla

=(j+1)a?,

que va a infinito con j, para todo x # 0.

Como ya lo hemos probado en general, en cada uno de estos ejemplos la
serie de Taylor es un desarrollo asintotico de la funciéon, para z — 0.

7. Operaciones con series asintoticas de poten-
cias

Para concluir con las propiedades de series asintoticas que queremos pre-
sentar, discutiremos ahora el caso de series asintoticas de potencias, es decir

UFRB
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series de la forma Z a; (x —a)l o Z %. Veremos que estas series tienen
Jj=0 Jj=0
muchas de las propiedades de las series convergentes de potencias.
Para fijar ideas, vamos a considerar series de la forma Z a—J., que es pro-
=0 ¥
bablemente el caso de mayor interés. Siempre que consideremos estas series,
nos interesara su comportamiento para r — 0o, asi que no lo mencionaremos

al enunciar las propiedades.

a; b;
Proposicion 1 Si f(z) ~ E —; yg(x) ~ E —j] , entonces
x x
J=0 Jj=0

aa; + Bb;
xJ

af(@)+Bgla)~Y.

Jj=0

)

para todos los numeros reales o, (3 .

donde

1 1 d;
3. la funcion —— tiene un desarrollo asintdtico de la forma — + <
f(z) ag o @
suponiendo que ag # 0. Los coeficientes d; se obtienen recursivamente
a partir de los coeficientes a; .

[0 any S

Jj=2

suponiendo que la funcion f es continua para x > A, para cierto A > 0.

Demostracion. La prueba de la propiedad 1 so6lo requiere el uso directo de
la definicion (8), o equivalentemente de la definicion (11), y por lo tanto la
omitiremos.
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Para probar 2, comenzamos usando, por ejemplo (11), con f y con g.
O sea, para todon > 0,

I
3
Il
(e
SHEKs)
S|S
+
@
VRS
8
3
x
N——

F() glx) = [Z o +0 (xl)] [Z o0 (ﬁ)]

(£2) () ()£ o)

Comenzamos la prueba de 3 recordando el resultado de unicidad (9) y

(10), que probamos en la seccion 5. En nuestro caso, esta propiedad dice que
si

d;
xd’
Jj=0

g(z) ~

entonces los coeficientes d; estan dados recursivamente por medio de las
formulas

do = lim g(x)

T—00

n—1
d:
d, = lim [x” (g(:r) — —J>] paran > 1.
T—00 J
=0
Puesto que
f(x) — a0 = o(1),
. , ) , 1 1
existe lim f(x) = ag y por lo tanto, existe lim = —
T—r00

UFRB
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1
Es decir, que si tuviera un desarrollo asintético, el coeficiente dy
J{ (z)
deberia ser igual a — . En efecto, este valor da la primera aproximacion,
ap

puesto que
1w f(@)
@ a fwa

1
A partir de aqui, el razonamiento se repite. Si @) tuviera un desarrollo
x
asintotico, el coeficiente d; deberia ser igual a
i [ (75 a).
im |z |{———1].
T—00 f(x) Qo
L . 1 1 _
Para encontrar este limite, escribimos m — — en una forma conveniente.
a Qo
1 1 1 1_a0—a0—— 0(2)
0w wrEeed) @ arrEmae(l)
Por lo tanto,
1 1 —ay + o1 a
X | - - = al a ( ) 1 — __12 :
f@) ao) ag®+ LB 4o0(L) e ag

Comprobemos que este valor de dy, junto con dy, dan la segunda aproxima-
cion.
1 1 a1 a*z+ f(z)(—agx + ay)
fx) a0 a®x f(z)ap®x
ap® x + (ao + % +o (%)) (—apx + ay)
f(z)ag®x

Es decir,

o0 sea,

f
11 a1l (1
W_a_ﬁa_o%_o(E)'
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Siguiendo el mismo tipo de razonamiento, podemos comprobar que
1 1 a; 1
dy = lm |2? | —+ — — 4+ — =
= [ (f(@ ao * ao? 5’3)]

, 9 1 1 a; 1
= lim |z - -+ ==
T—500 ap+ 4+ % +0(—2) ap  Gp” T

CL12 — Qg Q2

CL03 ’

que nos darda, junto con dy y di, la tercera aproximacion de , y asi

1
o f(x)
siguiendo. Aunque no lo haremos aqui, calculando otros pocos coeficientes d;
se podria deducir la forma de una férmula general para ellos.

Concluimos la demostraciéon de la proposicion probando 4. Esta propiedad

casi nos dice que una serie asintotica puede ser integrada término a término.
L, . . L. a1 .
El tnico inconveniente es que los términos ag y — no son integrables en un

entorno del infinito y deben ser incorporados a la funciéon f.
Usando (11) con n = 1, tenemos

f(a:)—ao—%:O(%),

lo cual nos dice que la funcién continua f(r) —ag — % es integrable para

x > A. Ademaés, dadon > 2,

aq u a; 1
f(x)—ao—;— ;_O(‘InJrl)

j=2

Es decir,

/:o(f(t)—ao—— dt Zaj/ / (th) dt .

Por otra parte, para x suficientemente grande,

< dt
/x O<t+1> dt‘<0/ tn—i-l:nxn’

donde la constante C' dependera de n. Asi,

[ Go-a-g) a3 gm0 ()
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con lo cual hemos probado (13). Esto concluye la demostracion de la propo-
sicion 1. m

Observemos que en el caso de la sucesion asintética {(z —a)’},,, no
necesitamos quitar los dos primeros términos, pues todos los términos son
integrables cerca de a.

La proposicion que acabamos de probar nos permite construir nuevos
ejemplos de desarrollos asintéticos en potencias.

Por ejemplo, si una funciéon f tiene un desarrollo asintético en potencias,
cualquier potencia entera positiva de f y en general cualquier polinomio en
f, tendran también un desarrollo del mismo tipo. Si una funcién f, que no se
anula en un entorno del infinito, tiene un desarrollo asintotico en potencias,
también lo tendra toda funcion racional en f.

En (5], pags. 9-12) se muestran otros resultados sobre operaciones con
series asintoticas de potencias, entre ellos un resultado de diferenciacion tér-
mino a término.

Debemos decir que contrariamente a lo que ocurre con las series conver-
gentes de potencias, no todas las series asintoticas de potencias se pueden
diferenciar término a término. Por ejemplo, éste es el caso de la funciéon
e *sen (e”) ([25], pag. 153).

1
En efecto, puesto que e™ = o (—n) cuando z — oo, para todon > 0,
x
podemos escribir
0
—x T e
e “sen (e) prk

Jj=0

. . 0 .. . .
Sin embargo, no podemos decir que E —es la serie asintotica de la derivada
x
>0
_ / _ . . .
[e7® sen (e”)]" = cos (e”) — e *sen ("), porque eso implicaria que cos (%) =

1
0 <—n cuando x — oo, para todo n > 0, lo cual no es cierto. El problema
x

es que la funcién cos (%) no tiene un desarrollo asintético con respecto a la

1
sucesion { = )
L) >0

En efecto, si lo tuviera, deberia de existir un nimero real ag tal que
1

cos (e*) —ag = O [ — ). O sea, la funcion x [cos (%) — ag| deberia de estar
x
acotada para x en un entorno del infinito.
En consecuencia, tomando x = In (n + %) 7 para n suficientemente gran-
de, el producto ag In (n + %) 7 deberia de estar acotado, de donde concluimos
que ag tiene que ser cero.
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Si ahora elegimos x = In (2n ) con n suficientemente grande, tendremos
que los valores In (21 7) deben de formar una sucesion acotada, lo cual no es
verdad.

Es decir que hay funciones que no admiten un desarrollo asintético con
respecto a la sucesion i} :

) 20

Es natural el preguntarnos si toda serie de potencias sera el desarrollo
asintotico de una cierta funciéon. La respuesta es afirmativa, como lo prueba
el siguiente teorema, debido al matematico suizo Armand Borel (1923-2003)
y al matemaético americano Joseph Fels Ritt (1893-1951), cuya demostracion
se puede ver en ([10], pag. 22).

Teorema 1 Dada cualquier sucesion {a;} ., de nimeros reales (o comple-
jos) existe una funcion real (o compleja) f definida en toda la recta y con
derivadas de todos los ordenes, tal que

f(zx) NZajxj para x — 0.

320

Es decir, que contrariamente a lo que ocurre con una serie de potencias
convergente, no hay restricciones en el crecimiento de los coeficientes de una
serie asintotica de potencias.

. 1 )
Recordemos que la transformacion x — — permite adaptar el teorema 1
T
.. e 1
al caso de la sucesién asintotica { — .
xJ 7>0

8. Mas ejemplos

Consideremos, para cada x > 0, la funcion

fla) = / T e it

Vamos a probar, usando integraciéon por partes, que

1)1 x3x5x--x(25—1 1
f(a:)we’ﬁz( ) X3x5xx(2)=1) para & — 00.

_ 2i+1 72+
j7=0
(14)
Si comenzamos escribiendo

e =———e", (15)

UFRB



Josefina Alvarez 23

la primera integracién por partes nos da

oo _g2 | 0o
/ e dt = —1 S / i 1 e dt
- 2 t " dt \ 't

xT

—x 1 oo —t?
_ ——/ S dt. (16)

t2

Usando otra vez (15),

00 2 2 0o 42
2, € e 1x3 e
/m e dt = 5 22x3+ 52 /x m dt .

Después de n + 1 integraciones por partes con n > 0,

X e = (P I x3xEx - x (25—1) 1
/ e dt=e Z 9j+1 r2i+1 (17)
(—1)"™1x3x5x---x (2n+1) [* e 0
+ on+1 ; $2(n+1) 77

Estimemos ahora el error.

dt

()" 1 x3x5x---x(2n4+1) [~ e
on+1 $2(n+1)

Ix3xbx---x(2n+1) [ .
< ont+1 p2nt2 /:D e dt.

Usando la primera integracion por partes (16), podemos escribir

1 e (2n 1) [
X 3 x5 X x(n-l—)/ ot gt

on+1l 42n+2
Ix3xbhx--x2n+1) /1 1 [*1
< QT g2n i (ﬂ*é / t_th>
Ix3xbhx---x(2n+1) 1
- on+l p2nt3 (18)
Es decir,
s (D) I X3 x5 x e x (25 1) 1 1
f(z)—e 9j+1 220t p2n+3 )0

=0
cuando x — o0,
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lo cual prueba (14).
Aunque no es importante, podemos simplificar la cota (18) y el término
general de la serie (17), usando factoriales y potencias de dos. Asi obtenemos,

Ix3x5x---x(2n+1) 1  (2n+1)! 1
on—+1 p2nt3  92ntlpl 420437

(19)

(=11 x3x5x---x(2j—1) 1 (e -1 1

9J+1 g2+l 225 (5 — 1)1 g2i+l]

Como nos interesa x — 0o, suponemos, por ejemplo x > 2n, con n > 0.
Entonces el error (19) estara acotado por

(2n+1)!
9dntd ) p2nt3

: 1)it(2i - 1) 1
—emz J=DE 1002,

22i(j —1)! p2itl

lo cual ya indica una muy buena aproximacién, para un rango grande de
valores de . Cuando n =3 y x > 6, el error es menor que 0,0000007 .

La serie asintotica que aparece en (14) es divergente, como se ve exami-
nando el cociente de dos términos consecutivos.

(-1 @ji+1)! 1 220 1) 550
22742 41 2203 (=1)it1 (25— 1)!
27+1
Y — 0o , para cada x # 0.
222 jooo

Otra vez, las sumas parciales de una serie divergente aproximan muy bien a
la funcion para n fijo y x suficientemente grande.
Puesto que (ver por ejemplo [4], pag. 2)

/ e dt = ﬁ
0

2 Y

también podemos escribir

v 1) @2j-1) 1
g(x):/ e_t2dt~@—e_x2z( ) (/-1 . para T — 00.
0

25(7 — 1\ 27+1
= 22i(5 —1)! x2J

(20)
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Aunque (20) se justifica “a mano” de inmediato, si deseamos una justificacion
mas formal, podemos usar la primera parte de la proposiciéon 1.

El desarrollo asintético (20) fue obtenido directamente por el mateméatico
irlandés George Gabriel Stokes (1819-1903), en 1857 ([25], pag. 152).

La funcion .
g(x) :/ e ¥ dt
0

da el area entre 0 y = bajo la curva y = ¢~ Excepto por varias constantes
que hemos omitido, g(x) es la llamada funcién de error (ver por ejemplo [4],
pag. 1) que volveremos a ver en la seccién que sigue.

En (|25], pags. 151-152, 159, 251, 368; [17]), hay otros ejemplos, de im-
portancia en la teorfa de las llamadas funciones especiales ([28], [21]).

Observemos el papel que repetidas integraciones por partes juega en varios
de los ejemplos que hemos presentado hasta ahora. El que podamos integrar
por partes indefinidamente se debe a que en estos ejemplos el integrando tiene
derivadas de todos los 6rdenes. Cuando éste no es el caso, la integracion por
partes nos dara una suma finita como aproximacién, con un término de error
que se puede estimar ([5], pag. 21).

Ademas de la integracion por partes ([5], capitulo 3), hay varios otros
métodos para obtener aproximaciones asintéticas de funciones dadas por in-
tegrales. Por ejemplo, el lema de Watson, el método de la fase estacionaria,
el método del descenso rapido y el método de Laplace ([5], capitulos 4-7). En
el articulo [15] hay una excelente discusion comparativa de estos métodos,
asi como varias extensiones de gran interés.

La técnica de integrar por partes se adapta muy bien a nuestro interés en
series divergentes y es por eso que la hemos enfatizado. Sin embargo, en la
tltima seccion de este articulo presentaremos en detalle el lema de Watson,
incluyendo un ejemplo de aplicaciéon que tiene su origen en la teoria de las
funciones especiales.

Concluimos esta seccion desarrollando un ejemplo de una naturaleza bas-
tante diferente, tomado de ([25], pag. 152).

Fijado 0 < ¢ < 1, consideramos la funcién

k

ha) ="

k>1

que esta bien definida para = > 0. Si x > k, podemos escribir

: ! L b
r+k x (145 > (=1 TS > (=1 pral (21)

j=0 Jj=21
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Formalmente, vamos a substituir (21) en la definicion de h(z), obteniendo

DN

k>1 j>1 >1 E>1

Por supuesto, este reemplazo carece de sentido, pues eventualmente la
condicién = > k deja de cumplirse. Sin embargo, afirmamos que para cada

j > 1, laserie Y k71 ¢* converge. En efecto, si escribimos el cociente de dos
k>1
términos consecutivos tendremos

1]'*1 k41 1 Jj—1
“%+.) ¢ - (1+—E) c,

ki—1ck

expresion que tiene limite, igual a ¢, cuando k — oco. Denotemos

Ap = (=17 R

k>1

Vamos a probar que

h(x) ~ — ,parax — 00. (22)

En efecto, sea

n n
ZL')ZE:A] E:k,glk
xJ
j=1 j=1 k>1
n j 1k] 1 k
k>1 j=1

E aqui el truco que nos permitird avanzar en nuestro calculo: Multiplica-
mos y dividimos por = + k, para obtener

n (_1>j—1 L1 ok B 1 n (_1)j—1 fi=1 ok
Z .7cj Ca+k Z i (@ +£)
j=1 7j=1
1 “L (=1 R R IS (1) kﬂ
Ttk 2; xi=t * Z
J:

- xc:k: {1_ (_SH '
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O sea que

Por lo tanto,

o E\" 1 "
h(z) = Sp(z)] <) g <5) <— 5 S ket
E>1

k>1

Como probamos antes, la serie > k" c* converge, a una cierta suma que
k>1
llamaremos C,, (c). Asi,

h(z) — Sp(z) =0 (J:an) , cuando x — 00,
lo cual prueba (22). Este ejemplo muestra que atn manipulaciones formales
de series pueden llevarnos a obtener desarrollos asintéticos.

Hasta aqui hemos centrado nuestra atenciéon en el uso de las sumas par-
ciales de ciertas series, frecuentemente divergentes, para aproximar funciones
cuando la variable se acerca a un valor dado. En la seccién que sigue, inves-
tigaremos por medio de un ejemplo sencillo la siguiente pregunta:

9. ;Qué tan buenas son las series convergentes
de potencias?

Usaremos la funcion de error,

introducida en la secciéon anterior.

Como la serie de Taylor de e™ se puede integrar término a término
entre 0 y z, podemos obtener de inmediato la serie de Taylor para g(x), que
converge a la funciéon para todo x.

—1) 2j+1
g(x) = j; ﬁ x ) (23)

+2

Veamos qué ocurre si aproximamos el valor de g con las sumas parciales
de su serie de Taylor.
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n .
—1) ,
Especificamente, digamos que queremos usar Z # 227! para
—2i+1) !

obtener g(z) con dos decimales correctos.
En la siguiente tabla indicamos para varios valores de x el primer valor
de n para el cual ocurre esto. Hemos empleado un sistema de computacion

algebraica, en nuestro caso Scientific WorkPlace, para hacer los calculos.

x||1] 5] 10 | 15 |20
n | 3|65 268|607 | ?

No solamente n crece rapidamente al crecer  muy modestamente, sino
que ya para x = 20, el sistema tarda varios minutos en calcular la suma
parcial con n = 7000, a pesar de que este valor de n nos da un error aproxi-
madamente igual a 3,4518 x 101131,

En cambio operando, digamos, con cinco digitos, Scientific WorkPlace nos
dice de inmediato que

20 )
/ e dt ~ 0,88623,
0

lo cual muestra que el sistema no esta usando la serie de Taylor.
3,4
Por cierto, ya e~ dt nos da ese valor, que seguramente coincide, con
0
cuatro decimales, con el valor
[e.9]
™
/ ot = VT 0,88623.
0 2

Para darnos una mejor idea de la lentitud de la convergencia en (23),

observemos que los términos de la serie

5 = (—1)7 g2
(25 +1) 5!
verifican la formula recursiva

2j+1 a2
S = —S; —//— .
J+1 ]2j+3]+1

Estos coeficientes decreceran en valor absoluto cuando el valor del producto
25+1 22 , 7

‘7‘ : sea menor que uno. Por ejemplo, para z = 20, el factor
27+37+1

es menor que uno si j > 400, mientras que el factor

1 de i
S€ puede 1gnorar
Jj+3 P &

para valores grandes de j.
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Vemos que la serie de Taylor, convergente en todo punto, es una herra-
mienta muy mala para aproximar la funcién cuando x crece. En cambio hemos
visto que una serie asintotica, divergente, da muy buenas aproximaciones.

Por supuesto, el interés de estos comentarios es, en cierto modo, solamente
teorico. Como ya hemos observado, debido a la eficacia de los sistemas de
computaciéon algebraica, no hay dificultad en calcular el valor de la funcion
con gran precision. Digamos una vez mas que esto no se hace usando las
sumas parciales de la serie de Taylor, sino que se usa un método de integracion
numeérica.

Para concluir esta seccidon, mencionemos que las calculadoras graficas
tampoco evaltian, por ejemplo, funciones trigonométricas, usando sus series
de Taylor. En lugar de ellas, las calculadoras emplean algoritmos muy inge-
niosos, basados en otras aproximaciones polinomiales, que tienen su origen en
el algoritmo CORDIC (Coordinate Rotation Digital Computer) desarrollado
por J. E. Volder en los anos cincuenta para resolver relaciones trigonométricas
que aparecieron en problemas de navegacion aérea [19].

O sea que podemos decir que desde un punto de vista numérico, las series
convergentes no son muy apetecibles, lo cual hace que apreciemos atin mas
el concepto de aproximacion asintética.

Como ya hemos dicho, la mayoria de los ejemplos de este concepto que
hemos presentado hasta ahora han sido desarrollados usando integraciéon por
partes. Cerraremos nuestro articulo discutiendo otro método, el lema de Wat-
son, que fue mencionado en la seccion 8 y que permite obtener desarrollos
asintoticos, para x — oo, de ciertos tipos de funciones dadas por medio de

1

integrales. Siempre trabajaremos con la sucesién asintética {—j .
x

7>0

10. Elemental, Watson

Una integral de la forma

/ N e "L f(t)dt (24)

0

se llama integral de Laplace, en referencia a la transformada de Laplace [27]
de la funcién f.

Nuestro objetivo es el formular condiciones generales bajo las cuales (24)
tiene un desarrollo asintético, como funcién de z, para r — oo.

A fin de darnos una idea del tipo de desarrollo asintotico que podriamos
esperar, vamos a hacer algunos calculos formales.
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Integrando (24) por partes n veces,

N - 1 /Oo e "Lf(t) dt

o T Jo

X

CTO) et [
LR | v [ e

2
i T 0

=&+Jw—(0)+i /Ooe‘“f”(t)dt

x x? x? J,

[ eriwa- == s

"fG-1) 1 [
:Zf—.m)Jr—/ e () dt .
o zJ " Jo

G=1 (0
Asi obtenemos el desarrollo formal Z f—]() )
Jj=1
Podemos llegar al mismo resultado substituyendo formalmente

en la integral. En efecto,

L SO
/Oe ftydt=>" i /Oe 7 dt .

Afirmamos que

/ et dt = ?Jr ,para j =0,1,2,... (25)
0 x

lo cual podemos probar por induccién.

El resultado es claramente cierto cuando j = 0 . Suponiéndolo cierto para
un j > 0 fijo, integrando por partes una vez y usando la hipodtesis inductiva,
tendremos

—xt

[ee) ) e ) o) 0 )
/ et dt = ——— ¢ (5 + 1)/ e " dt
0 xr 0 0

=j+1/ooe“tjdt:j+1 4! _(j+1)!
z 0

xr pitl - rit2

lo cual prueba (25).
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Es decir que, formalmente, podriamos escribir

OO —xt f(j_l) (0)

J=21

Esto indicaria que bajo condiciones apropiadas, el desarrollo asintético
de (24) solo dependera del comportamiento de la funcion f cerca de cero.
Intuitivamente, la forma de la integral (24) sugiere que, cuando la funcion
f (t) es suficientemente regular, el drea bajo la curva y(t) = e **f(t), para
x > 0 fijo, se concentra cerca de t = 0. Esta concentracion es mas y més
pronunciada a medida que x crece hacia oo .

La justificacion de nuestros calculos formales esta dada
por el llamado lema de Watson, probado por el matema-
tico inglés George Neville Watson (1886-1965) e incluido
en su trabajo [23].

Hay varias versiones de este resultado, con diferentes
grados de generalidad (|5], capitulo 6; [7]; [16], pag. 46T,
[17]). La versién que vamos a enunciar y a probar aqui es
muy parecida a la presentada en [5|. La tnica diferencia

G. N. Watson importante es que en nuestra version, que podemos consi-

derar elemental, no usamos funciones de variable compleja.

Esta version simplificada atn tiene muchos usos de interés, como puede verse
en las referencias que acabamos de mencionar.

Proposicion 2 (lema de Watson) Dada la integral

| e,

0

suponemos que la funcion [ satisface las siguientes condiciones:

1. La funcion f(t) es continua para t > 0, tiene derivadas de todos los

f(j) (0)

J
t’, converge a

ordenes cerca det = 0 y su serie de Taylor, Z
Jj=0 J:
f(t) cuando |t| < 27, para cierto r > 0.
2. Existen C,a > 0 tales que

If(t)| < Ce* | parat>r.

Entonces,

/Ooe“f(t) dt ~ Z 19(0) , para r — oo .

0 i+l
j=0
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Demostracion. Comencemos por notar que las condiciones impuestas a la
funcién f implican que la integral existe para cada x > a.
Fijado n > 0, escribimos

e’} &) n (J) .
/0 e“f(t)dt:/o e "t [f(t)—zf .,(0) t’] dt

. f(])(()) > —xtjd 2
. 6
+ | /O T dt. (26)

=

De acuerdo con (25), el segundo término es igual a

"L f0)(0)
2

J=0

Nuestro trabajo previo con desarrollos asintoticos nos dice que el primer
término en (26) deberia de ser el error, que llamaremos R, (z). De acuerdo

n+1), cuando = — oo. Para
x

con (8), necesitamos probar que R,(z) = o (

"L fO () .
ello, comenzamos por estimar la diferencia f(t) — Z f—l() .
- J:
7=0

Sio<t<r,

< Cp ™t

_ Z f(j)‘(O) y

|
j>n+1 J:

" rG) ()
‘f(t)—zf ..(O)tﬂ

=0

para cierta constante C),, > 0, dependiente de n,r, f.

En lo que sigue, C), indicara el mismo tipo de constante, que probable-
mente sera diferente en cada ocasion.

Sit > r, escribimos

n

<+

J=0

19 (0)

j!

nor(9) . )
‘f(t) B Z f ﬂ(O) 4 4 (27)

y estimamos cada término. Para cierta constante C),, estimamos el segundo

término como
A A OINEAY t\"
J_ E : J z Z
t' = T ‘ j' ’ S Cn r .

J=0

n

2

J=0

f(j) (0)
!
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En cuanto al primer término en (27), usamos la segunda hipotesis obte-
niendo

[fB)] < Ce'.

Es decir, para t > r,

=S | o+

" F0) ,
‘f(t) B SE ANt

7 < Ce*+C, (—)

Jj=0

Finalmente, para todo t > 0,

LI 6)) ,
‘f(t) . Z f '(0) + < Cn eattn—l-l )
Jj=0 '

J

En consecuencia, si suponemos = > a,

’Rn(l'” < Cn / e—l‘teattn—i—l dt = On / e—(x—a)ttn-i-l dt
0 0
Cy

(z —a)

Finalmente, si x > 2a,

n Cn
(x —a)""? (Rt Dl < ant2’

lo cual muestra que R(z) = o para & — 00.

anrl
Con esto completamos la demostracion de la proposicion 2. m

Como un ejemplo de aplicacion, consideramos la integral (|5, pag. 50)

/OO _, dt
€ Y
0 t+x

que define una funcién de x para = > 0. Esta funcién pertenece a la familia
de funciones especiales llamadas hipergeométricas ([17], capitulo 15; [25],
capitulos XIV y XVI).

El cambio de variable ¢t = x u, transforma la integral en

/°° u du
e Y
0 14w
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a la que podemos aplicar el lema de Watson con 2r =1, C=1ya=0.En
total, obtenemos el desarrollo asintético

o, dt (—1)7 4!
t —_—
/0 e E 41 o baraz — 0o, (29)

320

dado por una serie divergente. Este desarrollo ya fue obtenido al comienzo
de la seccion 4, usando integracion por partes, puesto que

e ¢} e—t [ee} ex—u
/ dt = / du .
o t+x t=u—z [ U

El uso de integracion por partes para obtener (29) se debe al matemético
holandés Thomas Jan Stieltjes (1856-1894), quien obtuvo este resultado como
parte de su tesis doctoral, publicada en 1886 en el volumen 3 de Annales
Scientifiques de I’Ecole Normale Supéricure, paginas 201-258 ([5], pag. 15).

Siguiendo la prueba del lema de Watson con f(u) = Toa podemos ver
u

que la estimacion del error dada por (28) se reduce a

(n+1)!
xn+2

| R ()] < , para >0,

que coincide con la estimacion obtenida en la seccion 4.
Dicen que los mateméticos no sabemos parar. Para mostrar que esto no
es cierto, aqui concluimos el articulo.
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