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Un model de dinamica de poblacions

per a ’anemia aplastica
Angel Calsina

L’anemia aplastica és una greu malaltia de la sang que consisteix en grans
fluctuacions de la quantitat de globuls vermells, i en particular, en disminu-
cions drastiques del nombre d’aquests, sense que se’n vegin pero afectades les
propietats individuals. La disminucié de la quantitat d’hemoglobina en sang
és doncs deguda a una disminucié del nombre de globuls vermells madurs i
no a cap problema intrinsec d’aquests ni a la manca de ferro com en d’al-
tres anemies comunes. Tot i que hi ha anemies aplastiques d’origen genetic
també son freqiients les causades per una lesié del moll de 1'os, organ on es
produeixen els hematies a partir de cellules precursores indiferenciades o cel-
lules mare. Sovint aquesta afectacié del moll de 'os és deguda a 1’exposicid
a radiacions, sigui per accident, sigui per radioterapia.

Des de la decada del 70 es coneix un model (veure [1]) que explica aques-
tes fluctuacions observades en la poblacio de globuls vermells. Tot i que es
tracta, en la versio més simple, d'una equacié lineal, és també una equacio
en derivades parcials i per tant no és gens senzill de fer-ne veure el sentit en
un text elemental. Aixi i tot ho intentarem.

Comencem dient que les equacions diferencials sén equacions on la in-
cognita no és pas un nombre o una colleccié finita de nombres com en el
cas dels sistemes d’equacions algebraiques siné que és una funcié. A més, les
equacions diferencials son relacions en les que intervenen a banda de la funcio
incognita, la seva derivada. Si la funcié incognita és una funcié de més d’una
variable, llavors les derivades respecte cadascuna de les variables es diuen
derivades parcials i una equacié diferencial que les contingui s’anomena en
derivades parcials.

En els models matematics de fenomens que evolucionen (que canvien),
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una de les variables independents és certament el temps i és per aixo que el
temps és la major part de vegades la variable independent de les equacions
diferencials ordinaries (per a funcions d’una sola variable). Pel mateix, en
la majoria de models matematics sobre fenomens on interessen els valors de
magnituds distribuides de manera no necessariament homogenia (respecte
'espai, per exemple), les equacions que intervenen sén en derivades parcials
puix que hi ha, a més del temps, almenys una variable independent d’estruc-
tura (espacial o d’altres, com veurem més endavant).

Per a comprendre els aspectes quantitatius de 'anemia aplastica (dels
quals ja n’hem esmentat la importancia) no és suficient amb estudiar 1'evolu-
cié del nombre de globuls vermells madurs siné que juga un paper fonamental
el periode de desenvolupament i el nombre d’hematies en cadascuna de les
etapes de maduracié. De fet pot pensar-se en mesurar d’alguna manera el
grau de maduresa o de diferenciacié de les cellules, per fixar idees per exem-
ple mesurant el contingut d’hemoglobina d’un globul vermell en formacié
respecte a un valor de referencia que pot ser el contingut d’un globul vermell
madur. Aix0 donara per a cada cellula un valor z € [0, 1] , corresponent el
valor 0 a una cellula completament indiferenciada i el valor 1 a un globul
vermell madur. L’equacié en derivades parcials que serveix per modelar la
situacio de la que estem parlant és de fet una llei de conservacié. Les lleis
de conservacié formen una familia d’equacions en derivades parcials molt
freqiients que responen a principis fisics tan coneguts com ara la conservacié
de la massa, la conservacié de I’energia o la de la carrega electrica pero que
de fet tenen un ambit d’aplicacié més general que vindria a correspondre,
parlant colloquialment, a la frase de sentit comtd “d’on no n’hi ha no en
raja’.

La situacié és sempre com la descrivim a continuacié. Se suposa la
existencia d'una funcid densitat u(t,z) del temps ¢ i d'una variable d’estruc-
tura x que sovint és l'espai fisic (llavors x és tridimensional). En canvi, en
el cas en el que estem interessats, i en molts d’altres en especial en dinamica
de poblacions, aquesta variable x, que sol ser unidimensional, no és espai
fisic sind una altra mesura que “estructura” els individus, com ara ’edat, la
mida o, com deiem abans, el grau de maduresa. La funcié u és tal que la
seva integral respecte x sobre un interval [a,b] déna el nombre d’individus
(la massa, la carrega, etc.) que hi ha (tals que la seva x pertany) a I'interval
la,b] a 'instant de temps t. Aixo i un cert balang de materia sén suficients
per escriure una llei de conservacié per a u. La cosa va com mostrem a
continuacio.
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El canvi entre els instants de temps propers t i t4+h del nombre d’individus
entre a i b,

b b
/u(t+h,x)dm—/ u(t, x) dx

és degut a “entrades” d’individus per 'extrem a i a “sortides” d’individus per
I'extrem b, a més de possibles causes alienes al “moviment sobre z” com ara
naixements (produccid, formacié), morts (degeneracid, transformacio), emi-
graci6 (entrades, sortides), etc. Suposem per simplicitat que el “moviment
sobre x” només és possible cap a la dreta, o en d’altres paraules, que podem
parlar d’una velocitat ¢(z) dels individus respecte la dimensié x, sempre po-
sitiva. Llavors els individus que entre els instants ¢ i ¢ + h travessen el punt
a sén aproximadament, si la funcio ¢ és continua i h petit, els mateixos que
a l'instant ¢ es troben entre els punts a — c(a)h i a (és a dir, en un interval de
longitud c(a)h). El nombre d’aquests individus és doncs aproximadament,
si la funcié u és continua, u(t,a)c(a)h. Un argument analeg es pot fer per
estimar el nombre d’individus que surten pel punt b. El balan¢ de materia
es fa doncs aixi:

b b
/ u(t + h,x)dz —/ u(t, ) dr =
c(a)u(t,a)h — c(b)u(t,b)h + naixements — morts + emigraci6 neta
Si ara reunim en una funcié f(t,z) la taza neta de canvi demografic (naixe-

ments, morts, emigracid), per unitat de temps i de la variable z, de manera
que podrem escriure

b
naixements — morts + emigraci neta = ( / f(t,x) da:) h,
a

dividim per h 'equacié de balang, suposem que la funcié c(x)u(t,z) és de-
rivable i utilitzem el teorema de Barrow (en sentit contrari a I’habitual),
obtindrem

by r)—u(t,x b ’
/ (t+h,})l (t, >dxg/ _ag(c(:p)u(t,x)) d‘”/a f(t,x) de

a a x

D’una banda l'aproximacié és cada vegada millor com més petit és h,
mentre que l'integrand de 'esquerra tendeix a la derivada respecte ¢t quan h
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tendeix a 0. Per aixo podem escriure, en el limit quan h es fa 0 i suposant
certa regularitat addicional,

/ab <%<t’ =)+ %(C(x)“(t= v) = f(t, x))) dz =0

Finalment, com aquesta igualtat s’ha de complir qualssevol que siguin a
i b, se’n dedueix

Ut )+ - (elahult,x)) — F(t,7) = 0

En el cas que ens ocupa, sent u(t, z) la densitat de globuls vermells amb
un grau de maduresa = a temps ¢, raons empiriques fan pensar que la velocitat
de maduraci6 ¢ creix des del valor 0, de forma que per simplicitat prenem
c(x) = x, mentre que el terme [ es redueix essencialment a la divisi6 cel-
lular (s’ha d’advertir que si bé els globuls vermells madurs no tenen nucli i
no es reprodueixen, si que ho fan en etapes anteriors de desenvolupament).
La manera més senzilla de modelar aquesta reproduccié és suposar que el
nombre de divisions per unitat de temps és proporcional al nombre de cellules
presents i que les céllules filles hereten el grau de maduresa de la céllula mare.
Aqui cal dir que no s’ha de prendre la paraula mare en el sentit d’abans ni,
per altra banda, s’ha de pensar en ’herencia en el sentit que té habitualment
en Genetica sind simplement en el fet que, després de cada divisié d'una cel-
lula de maduresa x, tindrem dues cellules de maduresa també x. Aquestes
simplificacions permeten escriure I'equacié segiient

%(t,:ﬂ) + (%(:Eu(t, x)) =bu(t, ) (1)
on b és la taxa relativa (és a dir, per capita) de divisions cellulars, que
suposem constant, independent de z i més gran que 1.

Com és habitual en la modelitzacié matematica, coneixer la llei fisica de
canvi en la magnitud observada (I’equacié diferencial corresponent) no és
suficient per determinar el comportament del sistema en un cas concret. Cal
també el coneixement addicional de I'estat d’aquest sistema en un temps que
convencionalment anomenem inicial. En el cas de les equacions en derivades
parcials, 'estat del sistema no és un nombre ni una colleccio finita de nombres
com passa en el cas de les equacions diferencials ordinaries (per exemple,

......
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per una posicié i una velocitat, o sigui dos vectors de tres components, sis
nombres per tant) siné que és una funcié ug(x) de la (les) variable(s) no
temporal(s). En definitiva, el problema ben posat, tant des del punt de vista
del significat fisic (biologic) com del matematic, és trobar una funcié u(t, x)
perat>01ix € 0,1] que satisfaci 'equacié (1) i la relacié u(0, x) = ug(x).

Notem que la grafica de la funcié solucié u sera una superficie projectable
al primer quadrant del pla (¢, z) mentre que els perfils z — u(t, z) donaran
la distribucio de la poblacié de globuls vermells respecte el grau de maduresa
x per a cada valor del temps (I'estat del sistema a l'instant ¢). En canvi,
els perfils t — u(t,z) donaran I’evolucié temporal per a un valor donat del
grau de maduresa i, en particular, u(t,1) mesura la quantitat de globuls
vermells que maduren (completament) per unitat de temps a Uinstant ¢ i és
una indicaci6 fiable del nombre de globuls vermells madurs en sang.

Un problema de valor inicial com el descrit en el paragraf anterior per a
una equacié en derivades parcials no és generalment gens facil de resoldre.
De fet molt sovint els matematics s’han de conformar amb provar I'existencia
i unicitat de solucié i en calcular-la aproximadament per metodes numerics
amb l'ajut dels ordinadors. Excepcionalment i afortunadament per als nos-
tres interessos pero, el nostre problema si té una solucié explicita que ve do-
nada per la férmula u(t, z) = e®" YV yg(e~*x) com es pot comprovar facilment
fent s de les regles de la derivada del producte i de la funcié composta.

Notem que, per a valors fixos de z, la funcié u(t, z) creix exponencialment
(recordem que b és més gran que 1) sempre que ug(0) sigui positiu:

lim eU=%(t, 2) = lim ug(etz) = u(0)

t—o0 t—o0

3

Grafica de u(t, z) corresponent a una condicid inicial ug(x) tal que up(0) > 0
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Aquesta situacié correspon a ’abseéncia de malaltia i 'aparentment ano-
mal creixement exponencial només és un reflex de la hipotesi de linealitat
que hem fet sobre el nombre de divisions (I’hem suposat proporcional, amb
constant de proporcionalitat b, al nombre de cellules) i seria només realista
per a valors moderats del temps.

En canvi la situacié és ben diferent si uo(0) = 0. Observem per cert
que aix0 és el que correspon a una afectacié del moll de 1’os i la consegiient
destruccié de les cellules precursores. En aquest cas el comportament per
a temps grans de la solucié u depen exclusivament del comportament de la
condicié inicial prop de x = 0. Per exemple la solucié u tendeix a 0 quan el
temps tendeix a l'infinit si ug(z) < Cz®ia > b— 1, és a dir, si ug és prou
petit quan x s’acosta a 0. En efecte,

U(t,l’) _ e(b_l)tuo(e_tx) < e(b—l)toae—at:pa _ Caxae(b—l—a)t o0 0.

Aquest cas, en el que la destruccié inicial de cellules indiferenciades és
molt important, porta a ’extincié de la poblacié de globuls vermells i per
tant a un desenllag fatal.

t 1.5

Extincié dels globuls vermells per a una condicid inicial satisfent ug(z) < Cx®ia > b—1.

Per ultim la solucié pot comportar-se de forma més complicada, exhibint
solucions periodiques, quasi-periodiques i també caotiques en casos inter-
medis en que la condicié inicial tendeix lentament (i oscillatoriament) a 0
quan z tendeix a 0 com es veu a les figures segiients, que reflecteixen ca-
racteristiques tipiques de 'anemia aplastica. Aquesta situacié correspondria
a una lesio menys greu del moll de 1'os en la que s’haurien destruit la ma-
joria de les cellules poc diferenciades, pero no totes, i la distribucié inicial
d’aquestes després de la lesio seria molt irregular.
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A la darrera figura de la dreta es pot observar com d’estrany és el compor-
tament de la densitat de globuls vermells a punt de madurar. La poblacio
de globuls vermells madurs té el mateix comportament dinamic amb la con-
seglient alteracio de la salut de la persona malalta.

Des del punt de vista purament matematic ens trobem davant d’un feno-
men inesperat com és ’aparicié de caos en una equacio lineal. Es pot provar
per exemple que les solucions pateixen el que s’anomena dependéncia sensi-
ble respecte condicions inicials, és a dir, el celebre efecte papallona: canvis
tan petits com es vulgui en les condicions inicials produeixen canvis de mida
fixada a priori en les solucions per a temps prou grans.

El fenomen del caos determinista en els sistemes d’equacions diferencials
ordinaries va lligat necessariament a la presencia de termes no lineals i és
només possible si el nombre d’equacions és almenys tres. Dit d’una altra
manera, en sistemes dinamics a temps continu de dimensié finita els com-
portaments estranys de les solucions només sén possibles en equacions no
lineals i si l'espai d’estats és almenys de dimensié tres. El primer exem-
ple de comportament impredictible en sistemes deterministes va ser observat
numericament per E. Lorenz el 1963 en un model de tres equacions diferenci-
als ordinaries relacionat amb la meteorologia. En canvi acabem de veure que
en sistemes dinamics definits per equacions en derivades parcials I'aparicié
de caos és possible fins i tot quan les equacions son lineals. Pero cal recor-
dar que en les equacions en derivades parcials, ’estat del sistema ve donat
per una funcié i per tant ’espai d’estats, per exemple I'espai de les funcions
continues a l'interval [0, 1], és un espai vectorial de dimensié infinita.

Una explicacio senzilla del que esta passant en les darreres figures és pen-
sar que la complicacié que observem a la funcié u(t, 1) és de fet ja present,
encara que amagada en un entorn del punt x = 0, en la condicié inicial
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uo(z). El sistema converteix una “complicacié” (produida per la lesié del
moll de l'os) en la distribucié inicial de les cellules respecte el grau de di-
ferenciacio, inobservable perque esta reduida a relativament poques cellules
poc diferenciades, en una “complicacié” en la distribucié temporal del nom-
bre de cellules madures, desgraciadament ben observable perque produeix
simptomes clinics. Aix0 és el que permet la infinito-dimensionalitat de I'es-
pai de funcions al que pertany wuyg.
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