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e Objectiu.
L’objectiu d’aquest recull es provar que nombres que els podem expressar
de forma analitica sén nombres transcendents suposant cert un teorema
de Lindemann o utilitzant técniques de Lioville.

e Trobem nombres que sén transcendents sobre Q
En tota aquesta practica suposarem que coneixem el segiient resultat de
P'any 1895

Teorema 1 (Lindemann-Weierstrass). Siguin aq, ..., a, nombres al-
gebraics sobre Q que son Q-linealment independents. Llavors les exponen-
cials e® ... e* compleizen que no hi ha cap polinomi no nul f(x1,...,x,) €
Q[z1, ..., xn] complint f(e*,...,e*) =0.

Teorema 2 (Lindemann-Weierstrass). Siguin ai,...,a, nombres al-
gebraics sobre Q diferents. Llavors e*t,... e son Q-linealment inde-
pendents.

Proposicié 3. Els dos teoremes anteriors son equivalents.

Prova. Veiem primer que el teorema 1 implica el teorema 2. Siguin
Qq,...,q, nombres algebraics sobre Q. Denotem per V el Q-espai vec-
torial que generen, elegim-ne una base de V. Denotem-la per (1, ..., 3,
(r <n). Suposem que e ..., e* sén Q-dependents. Es a dir tenim

n
E rie® =0
i=1

;i € Q escrivim o; = 22:1 r;.+03; tenim llavors que e = Hj (ePi)rii per
tant la relacié que Q-dependeéncia ens dona una igualtat canviant e := X;

ST =0
i=1  j=1

escrivint el polinomi f(X1,...,X,) = iy ri([Tj—; X;" que és no nul
tenim com [, ..., [, son Q-linealment independent trobem un polinomi
no nul f on f(ef,...,efr) =0 en contradiccié amb el teorema 1.
Provem que el t2 implica el t1. Siguin ara aq,...,a, Q-linealment in-
dependents. Suposem que existis un polinomi no nul f(z,...,z,) €
Q[z1,...,x,) on f(e*, ..., e*) = 0. Escrivim

flxy,. ... x,) = Z Wiy, T 2in

considerem llavors els nombres algebraics fa,, ., = >, ik que sén
diferents entre ells per ser «; Q-linealment independents. Llavors tenim
que f defineix una relacié Q-lineal entre les Pairin provant aixi final-
ment ’enunciat. O



Per una prova del teorema de Lindemann podeu consultar la pagina 135
del llibre ”Fields and Galois Theory” de P.Morandi, GTM 167.
Recordem que sabeu que 7 i e sén nombres transcendents. El primer que
va provar que e era transcendent va ser Hermite l'any 1873. 7 va ser
demostrat que era transcendent per Lindemann 'any 1882.

Utilitzant 1’anterior teorema tenim:

Corol.lari 4. Els nombres w i e sén nombres transcendents sobre Q.

Prova. Una prova utilitzant el teorema 2 seria: suposem que 7 fos alge-
braic sobre Q. Llavors també ho és im. Considerem llavors els dos nombres
algebraics sobre Q: 0,7; aplicant el teorema de Lindemann obtenim lla-
vors que 1 = €% i e™ = —1 sén Q linealment independents, cosa que és
impossible per tant aixo prova que 7 és un nombre transcendent.
Suposem ara que e fos algebraic sobre Q. Aix0 per definicié ens diu que
existeixen r; € Q on

m

Z riet =0

i=0
Aix0 diu que els nombres e?, el . .., ™ son Q-dependents. Com0,1,...,m
son nombres algebraics diferents, utilitzant el teorema de Lindemann-
Weierstrass obtenim que e ha de ser transcendent. O

Anem a construir altres nombres transcendents.

Corol.lari 5. Proveu que si u és un nombre algebraic no zero, llavors
sin(u) i cos(u) sén nombres transcendents.

Prova. Recordeu que sin(r) = “———. Observem que si u és alge-

braic tenim llavors com que i és algebraic que el nombre iu és alge-
braic. Suposem que sin(u) fos algebraic; aixd vol dir que existeix g(z) =
Yi_paizt € Qz] on g(sin(u)) = 0, observem llavors que aixd ens diu

iu__ iu

9(E5E) = an ()t = > 5=y bje’" = 0amb v, s € Z convenients(v <

0,s > 0) i b; € Q, pero lanterior expressié ens dona una Q-combinacié

lineal pels e¥" i els iju sén elements algebraics sobre Q diferents arribant

a contradiccid pel teorema 2 de Lindemann-Weierstrass, provant aixi que

sin(u) és un nombre transcendent.

La prova en el cas del cos(z) es semblant considerant que cos(x) = %
O

Observem que si u és transcendent no poder dir res de sin(u) o cos(u)

referent a la seva transcendalitat o no:

Lema 6. Siu és un nombre transcendent llavors sin(u) o cos(u) poden
ser algebraics o transcendents. Considerem u un nombre real, si sin(u) és
transcendent llavors també ho és cos(u) i viceversa; igualment si sin(u)
és algebraic llavors també ho és cos(u) i viceversa.

Prova. Es clar que com 7 és transcendent obtenim llavors que cos(m) i
sin(m) sén nombres algebraics sobre Q. Anem a veure que no forgosament



el sinus o cosinus d’'un nombre transcendent sobre Q és algebraic. Con-
siderem lequacié f(x) = cos(x) — x = 0 per Bolzano sabem que té una
solucié en [0, /2] aquest nombre o compleix o = cos(a) observem que «
no pot ser algebraic ja que llavors seria també transcendent pel corol.lari
anterior, per tant obtenim que « és transcendent. Com tenim la relacié
cos’x+ sin®z = 1 tenim que si sin(u) és algebraic també ho és sin?u i per
tant cos?u i com una extensié que contingui cosu referent a la de cos?u és
de grau 2 tenim que cos(u) és algebraic. Un raonament similar pero que
cal escriure funcionaria pel cas transcendent(Exercici al lector). O

Veiem també que altres funcions trigonometriques aplicades a un nombre
algebraic donen nombres transcendents.

Lema 7. Si (3 és un nombre transcendent sobre un cos K arbitrari, llavors
B~ és transcendent sobre K. Iqualment si a és un nombre algebraic sobre

K no nul, també és algebraic o™ ".

Prova. Suposem que 37! fos algebraic. Llavors tindriem que existeix un
polinomi a K[z], f(z) =Y., a;z* complint f(3—1) = 0; és a dir

multiplicant I’anterior expressié per 8" obtenim llavors

i aif" =0
i=0

per tant tenim un polinomi g(z) = Y., a;z" " on g(3) = 0 dient-nos
que [ és algebraic en contra la hipotesi, provant aix{ ’enunciat. Si « és
no nul la prova anterior mostra I’enunciat en el cas algebraic. O

Aplicant I’anterior lema tenim:

Corol.lari 8. Siu és un nombre algebraic no nul sobre Q, llavors sec(u)
i cosec(u) son transcendents sobre Q.

Apliquem igualment ’anterior lema per provar:

Corol.lari 9. Siu és un nombre algebraic no nul sobre Q, llavors tan(u)
i cotan(u) soén nombres transcendents sobre Q.

Prova. Com cotang(u) = (tan(u))~! utilitzant el lema si veiem el resultat
per tan(u) obtenim el resultat per cotag(u). Anem doncs a demostrar que
tan(u) és un nombre transcendent quan u és un nombre algebraic no nul.

Recordem que tan(u) = % =1- m%

algebraic llavors tan(u) — 1 seria algebraic on tindriem que —

Suposem que tan(u) fos

H_e% seria
algebraic. Observeu pero llavors que 1+e seria algebraic en particular
tindriem que e~ seria algebraic. Perd aixo entra en contradiccié amb el
teorema de Lindemann-Weierstrass. Ja que —2iu és un nombre algebraic
no nul i el teorema de Lindemann-Weierstrass en particular ens afirma que

que e~ 2™ és un nombre transcendent. O

—2iu



Veiem més exemples de nombres transcendents.

Corol.lari 10. Sigui u # 1 un nombre algebraic no zero i f una de les
funcions trigonométriques inverses, proveu que el valor complex de f(u)
és transcendental sobre Q.

Prova. Fem-ho per arcsin(u). Per les altres es fan semblantment (exercici).
Suposem que arcsin(u) fos algebraic. Com u # 0 tenim que arcsin(u) # 0,
apliquem-hi el sinus tenim llavors que utilitzant que el sinus d’un nombre
algebraic no nul és transcendental tenim llavors:

u = sin(arcsin(u))

on u seria transcendental en contra de la hipotesi, provant-nos que arcsin(u)
és transcendent. O

Finalment donem un altre exemple de nombres algebraics.

Corol.lari 11. Sigui u # 1 un nombre algebraic qualsevol llavors log(u)
és transcendental sobre Q.

Prova. Suposem que log(u) fos un nombre algebraic, com u # 1 un nombre
algebraic diferent és el 0. Aplicant el teorema de Lindemann obtenim
que €9 = 4 no compleix cap equacié polinomial perd u era algebraic,
provant aixi que log(u) és transcendent sobre @, si u # 1 és un nombre
algebraic. O

Es 7 algebraic sobre Q(e)?

Hem demostrat suposant el teorema de Lindemann que els nombres 7 i
e s6n transcendents sobre Q. Es un problema obert saber si el nombre 7
és transcendent sobre Q(e) o si el nombre e és transcendent sobre Q(r).
Per provar aixo caldria veure que no existeix un polinomi no nul complint

f(z,y) € Q[z,y] amb f(e,w) =0.

Definicié 12. Sigui K una extensio sobre un cos F. Triem ay,...,a, €
K. Diem que ay,...,a, son algebraicament independents sobre F' si tot
polinomi f € Flxy,...,xm] complint f(ai,...,ay,) =0 lavors f = 0.

Reformulant el nostre problema obert amb el llenguatge de la definicid,
la pregunta oberta és demostrar si els nombres 7, e sén algebraicament
independents sobre Q.

En aquest camp matematic hi ha la segiient conjectura:

Conjectura 13 (Schanuel). Si y1,...,yn son nombres complexos Q-
independents, llavors com a minim m dels nombres y1, ..., Ym, €%, ..., e¥m
son algebraicament independents sobre Q.

Llavors si suposem que ’anterior conjectura sigui certa llavors obtenim

Corol.lari 14. Suposant que fos certa la conjectura de Schanuel llavors
tenim que w és transcendent sobre Q(e), i que e és transcendent sobre

Q(x).



Prova. Es deixa com exercici al lector veure que 7 és transcendent sobre
Q(e) és equivalent a e transcendent sobre Q(m) i equivalent a que e, 7
siguin algebraicament independents sobre Q.

Considerem els dos nombres algebraics 1, im que sén Q-independents. Lla-
vors considerem i, 1,e’™ = —1,e utilitzant llavors la conjectura tenim
que per forca els tunics dos valors que poden ser algebraicament indepen-
dents sén im, e per tant obtenim que no existeix f no nul en Q[xz,y] on
flim,e) = 0. Es clar llavors el mateix resultat per 7, e provant el resul-
tat, ja que si 7 fos algebraic sobre Q(e) com i és algebraic també seria im
algebraic sobre Q(e) cosa que acabem de provar que no succeeix. O

El problema classic de la quadratura del cercle

Un problema dels temps de la Grecia classica, era:

Es possible construir un quadrat d’area mw? Es a dir sempre triant com
una longitud fixada com a 1 podem construir en regla i compas el cercle
de radi 1, el problema es si podem construir el quadrat d’area m, és a dir
si per regla i compas podem trobar una longitud de /7, el fet de poder
aconseguir-ho s’anomenava la quadratura del cercle.

Veureu a teoria que per construir un valor o mitjangant regla i compas és
necessari i suficient que I'extensié Q(a)|Q sigui de grau una potencia de 2
i algebraica. Utilitzant aixo tenim:

Teorema 15. Es impossible la quadratura del cercle.

Prova. Observem com 7 és transcendent, tenim que /7 és transcendent.
Per tant l'extensié Q(v/7)|Q no és algebraica, provant que no és con-
struible. O

Una prova on el nombre ¢ és transcendent

Anem a fer aqui la prova de la trascendeéncia del nombre e sense utilitzar
el resultat de Lindemann. No obstant la prova que farem segueix en el
cas particular per e les traces que se segueixen per la prova del teorema
de Lindemann.

Suposeu que e no fos transcendent sobre Q. Aix0 ens diu que tenim:

am6m+...+ale+a0:0

on podem triar els a; € Z complint que ag # 0.
Definim:
2P (x —1)P(x —2)P ... (x —m)P
(p—1)!
on p denota un nombre primer arbitrari. Observem que deg(f) = mp +
p — 1. Definim:

fz) =

F(X) = f@)+ f'(z) + ...+ [P (a)

Observeu que f0"P#7) = 0 i que o (e™*F(x)) = —e~* f(x).
D’aqui obtenim per cada j

a; /OJ e f(z)dr = a;F(0) — aje I F(j)



multiplicant per e’/ i sumant sobre j = 0,1,..., m obtenim

m . j m . m m mp+p—1 '
S (aye? / e f@)dz) = F0)Y a6 =S F(G) = -Sa; S FO()
§=0 0 §=0 j=0 J=0 i=0

(1)
del fet que 377" aje’ = 0.
Proveu llavors que f(*)(j) sén enters, i és divisible per p a excepci6é per
j=01ii=p—11illavors fP=D(0) = (=1)P...(—m)P.
Llavors tenim que el valor de (1) és

Kp+ap(=1)P...(—m)P

per algun K € Z. Triant p > max(m, |ag|) Uenter Kp+ag(—1)P...(—m)P
no és divisible per p.

Per tant pels p suficientment grans el valor de (1) no és zero.

Estimem ara el valor de la integral. Observem que per 0 < x < m llavors

mmp+p—1

on tenim llavors

mp+p—1

mo m i
| a~63/ e f(x)dx| < |a»ej|/ ——dzx
;0 ! 0 ;0 ’ o (-1

m
. mpmtp—1
oV A

comproveu que l'tltima expressié tendeix a 0 quan p tendeix a oo, en
contradiccié amb el fet que hem vist que aquest valor és no nul pels p
suficientment grans, provant aixi:

Teorema 16 (Hermite). El nombre real e és transcendent sobre Q.

Construccié de Lioville de nombres transcendents

Lioville, va ser el matematic que primer va desxifra les notes d’Evariste
Galois i fou el dia 4 de Juliol de 1843 que va comunicar a I’Academia de
Ciencies de Franga la importancia i profunditat dels resultats obtinguts
per Evariste Galois.

Igualment aquest matematic té un paper destacat en els avencos en cons-
truccié de nombres transcendents, la idea de construccié fou que els nom-
bres algebraics reals estan allunyats dels nombres racionals; és a dir

Proposicié 17 (Lioville,1851). Sigui o una arrel real d’un polinomi
irreductible de grau n > 1 amb coeficients enters. Llavors existeix una
constant c(a) tal que
c(a
lo— 2| > cla)

q q"

per tot nombre racional %.



Prova. Escrivim f(z) € Z[x] el polinomi irreductible de grau n on f(«) =
0. Observem que com ¢"f(p/q) € Z, |¢"f(p/q)| > 1. Podem pensar
la = B] < 1. Utilitzant el teorema del valor mig obtenim

(/) = |f(@) = f(p/q)] < |a— §|sup|m_a\g1|f’<x>|

obtenint aixi el resultat. O

Com aplicacié veiem que el nombre o = 0.11000100... = >~7 10—
és transcendent.
Anem a aplicar el resultat de Lioville per a provar que ’anterior nombre

és transcendent. Per aixo considerem «, = >, _, 107" = p/q on p =
107y 107, ¢ = 10" tenim llavors

D > = 2.107"
lo—a,| =la—=|= Y 107" <100V Y 107" < 10702 = S ——
4 n=r+1 n=0 q"'
Si r > n i suficientment gran tenim 2 - 107" < cla) i
c(a
a-2< 42 @)

, on llavors obtenim que hi ha una infinitat de nombres racionals satisfent
I'inequaci6é 2 on amb el resultat de Lioville, aquest fet ens diu que « és
transcendent.

Corol.lari 18. Tot nombre real o que s’expressi mitjancant
=k
>
n=1

amb k., enters amb valor absolut acotat it un enter arbitrari, és un nombre
transcendent.

Prova. La prova es tnicament acotant les k,, per una constant i utilitzar
el mateix argument que s’ha fet pel nombre o = 0.11000100. . . substituint
10 =t i els canvis convenients. O

Nota 19. Els nombres reals ) que son aproximats per successions racionals

Pn/Gn 0N
1

Wr,
n

p
v — =<
dn

on limgypwy, = +00 s’anomenem nombres de Lioville i son transcendents.



