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Notacio

Presentem les notacions basiques que farem servir al llarg del treball:

* n sempre €s Un enter.

* psempre és un primer positiu de Z fixat.

* F, és el cos finit de ¢ elements on ¢ és una potencia de p.

* A =TF,[T] és I'anell de polinomis amb indeterminada 7" i coeficients a F,.
* FF=TF,(T) és el cos de fraccions de A.

* p és un ideal primer arbitrari de A. Per norma general, p és monic.

* F, és l'anell quocient A/(p). Notem que Fy = F aesp) €s un cos ja que (p) és un ideal
maximal de A.

* wp és la valoraci6 p-adica normalitzada sobre F.
* |- |, és el valor absolut associat a wy.
* F, ésla completaci6 de F' respecte | - |,.

* Aj éslanell d’enters de F,, o alternativament, A, = lim A/(p").
n>1



1 Introduccio

L’anell de polinomis sobre un cos finit F,[7] comparteix moltes propietats amb Z, per exemple
ambdds sén dominis euclidians, tenen una quantitat d’unitats finita i de primers infinita, 'anell
quocient respecte d’un ideal diferent de zero és finit, etc. A partir d’aquest fet sorgeixen concep-
tes analegs entre la teoria de nombres classica i la de cossos funcionals, dels quals destaquem
els moduls de Drinfeld que es poden veure com una analogia de les corbes el-liptiques. De
fet, Vladimir Drinfeld en I'influent article [Dri74] que els introdueix els va anomenar moduls
el-liptics. Concretament, els moduls de Drinfeld de rang 2 sén els que tenen una major similitud
amb les corbes el-liptiques, i per aix0, ens centrarem en el seu estudi.

Una diferéncia important entre les corbes el-liptiques i els moduls de Drinfeld és que els tltims
essencialment sén objectes d’algebra lineal, i per tant, en aquest treball els presentarem sense
cap mencio de geometria algebraica. L’objectiu d’aquest treball sera introduir el concepte de
modul de Drinfeld i fer una recopilacié de les propietats més rellevants d’aquests per després
poder explicar el comportament dels punts de torsio i les extensions associades a aquests.

En el Capitol 2 comencgarem amb una discussio de I'anell de polinomis twistats i la seva relacié
amb els polinomis FF,-lineals, que és fundamental en la teoria de moduls de Drinfeld. Després
definirem la nocié de modul de Drinfeld i estudiarem els seus morfismes, submoduls de torsid i
propietats de reduccid. Tot aix0 es fara amb moduls de Drinfeld de rang arbitrari i sobre un cos
valid qualsevol.

En el Capitol 3 estudiarem els moduls de Drinfeld sobre cossos finits i ens centrarem en el calcul
del polinomi caracteristic d'un modul de Drinfeld de rang 2.

En el Capitol 4 parlarem del grup GLy(F,), les seves classes de conjugaci6 i els seus subgrups
més importants.

Un cop vist tot aixo, en el Capitol 5 estudiarem els moduls de Drinfeld sobre cossos globals.
Comencarem parlant de moduls de Drinfeld de rang 1 i, en particular, del modul de Carlitz el
qual precedeix als moduls de Drinfeld per quaranta anys i va ser introduit per Leonard Carlitz a
[Car35]. A continuacié construirem diversos exemples explicits de cossos de divisié associats a
torsions de moduls de Drinfeld i, per ultim, discutirem el fenomen de multiplicacié complexa.



2 Propietats basiques dels moduls de Drinfeld

2.1 Polinomis [ -lineals

Definicié 2.1.1. Sigui K una extensié de cossos de F,, diem que un polinomi f(z) € K[xz] és
[F,-lineal si és additiu, és a dir f(z +y) = f(z) + f(y) a K[z,y], i si f(ax) = af(x) per tot
aclF,.

Lema 2.1.2 ([Pap23], Lema 3.1.4). Un polinomi f(z) € K|[z| és F,-lineal si i només si és de la
forma

n .
f(z) = Zaw‘f
i=0
peralgunn >0iag,...,a, € K.

Per una banda, si f(z) € K[z] és un polinomi F,-lineal, és obvi que 0 sempre és una arrel de
f(x). Amés, si \; i Ao sén arrels de f(x), és facil comprovar que a;A\; + agAz també ho és per
tot ay, ap € F,. Com a conseqiiencia, ker(f) forma un F,-subespai vectorial de dimensié finita
de K. Per altra banda, tenim el segiient:

Lema 2.1.3 ([Pap23], Lema 3.1.5). Sigui W un F,-subespai vectorial de K, llavors

fla)= ] (@ —w) € K[a]

weW

és F-linear i separable.

Aleshores com la composicié de polinomis IF,-lineals és F,-lineal, denotant + i o com la suma i
la composicié habituals respectivament, tenim el segiient anell amb unitat no commutatiu:

n .
(K(m),—i—,O):{Zaixqz |n20ia0,...,anEK}.
1=0

Exemple 2.1.4. Siguin f(z) = = + az? + ba?" € K(z)ig(z) = 27 € K(x), observem que

(f - g)(@) = 291 + az®@ + b2 19 & K (x),

(fog)(x)=a94+ az?® +bz? € K (x),

(go f)(z) =29+ alz?® + bz € K (x).
Amés, fog+#go fanoserquea,becl,
Definici6 2.1.5. L’anell de polinomis twistats de K amb indeterminada 7 és

n .
(K{r},+,") = {Zbﬂ'z In>01ibo,...,bn eK}
i=0

on + és la suma ordinaria i definim el producte - de manera que (a7?) - (br¥) = ab? 714,

Lema 2.1.6. L’aplicacié ¢ : K{r} — K(z) donada per

n n

L(Z a;mt) = aixqi
i 0

=0 i=

és un isomorfisme de F-dlgebres.



Com ¢ és un isomorfisme natural, per abts de notacié lleuger, normalment escriurem f(x) com

W(f(7))-

Demostracié. Clarament ¢ és una aplicacié bijectiva. Ara siguin f(7),9(7) € K{r}ia € F,,
W(f(T) +9(7) = f(z) + 9(x) = o(f(7)) + (9(7)) i (af(T)) = flax) = af(x) = a-(f(7)). Per
ultim, només cal veure que ¢ satisfa la propietat multiplicativa per monomis de K {7} per trobar
que ¢ és un morfisme de F,-algebres. Siguin ar’,b77 € K{r} amb a,b € K ii,j > 0 enters,
aleshores 1(a7?) o 1(br7) = a(ba? )7 = ab? 24" = (ab? 7717) = 1((ar?) - (b7)). O

Definici6 2.1.7. Sigui f(7) = Y., a;7" amb n > h > 0 tals que ay, # 01 a, # 0, llavors l'altura
de f és ht(f) = hiel grau és deg(f) = n. Posem formalment que ht(0) = +oco i deg(0) = —oc.
Diem que f és separable si ht(f) = 0 i inseparable en cas contrari. Aix0 ultim és equivalent a
dir que f(x) és separable en el sentit polinomial perque f'(x) = ag.

Siguin f,g € K{7} no nuls, veiem que I'altura i el grau compleixen les segiients propietats:

ht(fg) = ht(f) + ht(g).
ht(f +g) > min(ht(f), ht(g)).
deg(fg) = deg(f) + deg(y)-
deg(f + g) < max(deg(f), deg(g))-

Definici6 2.1.8. Definim el morfisme 0 : K{7} — K donat per

n

com la derivada. Notem que 9(f) = f'(z) per qualsevol f € K{r}, i per aixo0, f és separable si
inomés si O(f) # 0.

2.2 Moduls de Drinfeld

Definici6 2.2.1. Un A-cos (K, ) és una extensi6 de cossos K sobre F, equipat amb un morfisme
de [F,-algebres v : A — K.

Definim la A-caracteristica de (K, ) com car4(K,~y) = ker(y). Com K és un cos, observem que
cary(K,~) = 0 si v és injectiva, i si no ho és, carA(K, ~) = p és un primer de A.

Definici6 2.2.2. Sigui (K,~) un A-cos, un modul de Drinfeld de rang r sobre K és un morfisme
de [F,-algebres

¢: A— K{r}
ar— ¢a(17) =7(a) + g1(a)7 + -+ - + gn(a)T"

tal que per a # 0 tenim que n = r - deg(a) i g,(a) # 0.

Observaci6 2.2.3. Com 7T genera A com a F,-algebra, ¢7 determina univocament a ¢, i per
tant, per definir un modul de Drinfeld, només s’han d’escollir ¢4, ..., g, € K amb g, # 0 i posar

or(t) =v(T)+ 7+ -+ g7"

Amés, sia=Y",aT llavors

Ga = Y aipri = Y @iy
i=0

1=0



Exemple 2.2.4. El modul de Drinfeld de rang 1 definit per Cp(7) = v(T) + 7 és el modul
de Carlitz. Aquest és el modul de Drinfeld més simple. Aixi, si volem computar Cp2, 7, 1(7),
trobem que
Cr2yr4a(7) = COr2(7) + Cr(7) + 1
=M +7)V(T) +7)+ ((T) +7) +1
= (W(T) + (WD) +A(T))7 +7°) + (AT) +7) +1
=y(T?*+T+1) +y(TT+T+ 1)1 + 712
Exemple 2.2.5. Sigui ¢ el modul de Drinfeld de rang 2 sobre F donat per ¢ (1) = T+ T+ 72,
computem que
Gor213(T) = 2¢72(7) + 3
=2(T+Tr+7°)(T+Tr+7%)+3
— (272 +3) + (2T7! 4+ 2T2)7r + (29 + 279" + 2T)72 + (2T + 2T)7% + 27,
Observaci6 2.2.6. Veiem que un modul de Drinfeld ¢ : A — K{7} indueix a K una estructura

de A-modul via a * 8 = ¢4(3), on ¢, () és el polinomi F,-linear ¢,(x) avaluat a 5. Denotarem
aquest A-modul com K.

Lema 2.2.7 ([Pap23], Lema 3.2.11). Si cary(K,v) = p # 01 ¢ és un modul de Drinfeld de rang
r sobre K, aleshores existeix un enter 1 < H(¢) < r, anomenat Ualtura de ¢, tal que

ht(¢a) = H(¢) - ordy(a) - deg(p).

Exemple 2.2.8. Siguing =31 K =F, = A/(p)onp =T?+1ivy: A — K és la projecci6
canonica i sigui ¢ el modul de Drinfeld de rang 2 definit per ¢7(7) = (T + 72, calculem que

Bp(r) = dr2(7) +1
= (1) +72)((T) +7°) +5(1)
=T +3(1) + (D) +A(T))7* + 7!
= —y(T)7r? + 7

Per tant, H(¢) = 1.

Definici6 2.2.9. Sigui ¢ un modul de Drinfeld de rang 2 sobre K amb car4 (K, v) = p, 'invariant
de Hasse de ¢, que denotarem I(¢), és el coeficient de grau deg(p) en variable 7 de ¢, (7).

Lema 2.2.10. Usant aquesta notacid, tenim que I(¢) = 0 si i només si H(¢) = 2.

Demostracid. Pel Lema 2.2.7, sabem que 1 < H(¢) < 2. Aleshores si I(¢) # 0 és clar que
H(¢)=1,isil(¢) =0, H(¢) > 1, ésadir, H(¢) = 2. O

2.3 Morfismes de moduls de Drinfeld

Definicié 2.3.1. Un morfisme u : ¢ — 1 de moduls de Drinfeld sobre K és un polinomi
u € K{(z) tal que up, = 9,u per tot a € A. En particular, u : ?’K — YK és un morfisme de
A-moduls, és a dir, el diagrama

K 2“5 K

W |

K5 K



commuta per tot a € A. Un morfisme u : ¢ — ¢ diferent del zero és una isogenia.

Definici6 2.3.2. El grup de tots els morfismes de ¢ a ¢ sobre K el denotem per Homy (¢, ).
L’anell d’endomorfismes de ¢ és Endx (¢) = Homg (¢, ¢) i és un subanell de K{7} amb la suma
i la composici6. Els elements invertibles de Endy (¢) formen el grup d’automorfismes de ¢ i
'escrivim com Autg (o).

Proposicié 2.3.3 ([Pap23], Teorema 3.3.4). Suposem que u : ¢ — 1) és una isogenia, llavors
ocorre que:

(1) Elrang de ¢ és igual al rang de 1.

(2) H(¢) = H(Y).

(3) Sicara(K,v) =0, ués separable.

(4) Sicara(K,v)=p # 0, aleshores deg(p) divideix a ht(u).
00

(5) Sicary(K,~) =0, el morfisme

Homp (¢,9) — K
u— O(u).
és injectiu. En particular, en aquest cas, End g (¢) és un anell commutatiu.

Teorema 2.3.4 ([Pap23], Teorema 3.3.9). Siguin ¢ i v» moduls de Drinfeld definits sobre K, per
qualsevol cos L que contingui K5 la clausura separable de K tenim que

Hom, (¢7 w) = HOI'Ileep(qﬁ’ ?ﬂ)

Com a conseqiiencia, per simplificar la notaci6 escriurem

Hom(¢, v) := Homser (¢, ¢) = Homg(¢, ),
End(¢) := Endgser (¢) = Endz=(9),
Aut(¢) := Autgser (¢) = Auty(9).
Teorema 2.3.5 ([Pap23], Teorema 3.4.1). Homy (¢, 1)) és un A-modul lliure de rang < r2. En
particular, Hom(¢, 1)) també ho és.

Teorema 2.3.6 ([Pap23], Corol‘lari 3.4.15). Sigui ¢ un modul de Drinfeld de rang r sobre un cos
K amb cars(K,~) =0, llavors F ® 4 Endk (¢) és una extensio de cossos de F' de grau divisor de .
Concretament, End i (¢) és A-modul liure de rang divisor de r.

Aquest teorema implica que End(¢) és un A-modul lliure de rang < r, cosa que motiva la
definicid segiient:

Definicié 2.3.7. Sigui ¢ un modul de Drinfeld de rang r sobre un cos K amb car(K,v) = 0,
diem que ¢ té multiplicacié complexa, o CM en curt, si rang 4(End(¢)) = r.

Observacio 2.3.8. Utilitzant la notacié anterior, com A = ¢(A) C End(¢) ja que ¢ = dap =
= Ppa = Ppda per tot a,b € A, rang ,(End(¢)) > 1. Per aixo, si r és primer, o bé End(¢) = ¢(A)
o bé ¢ té multiplicacié complexa pel Teorema 2.3.6.

Si cary (K, v) = 0, usualment End(¢) = ¢(A). Donem dos exemples per entendre millor aquest
fenomen.

Exemple 2.3.9. Sigui ¢7(7) = T?+(T9+T)7+72 = (T+7)? sobre F, esta clar que car(F,v) =
= 0. Observem que T + 7 € Endp(¢) perqueé (T + 7)¢r = (T + 7)3 = ¢ (T + 7). Aixd implica
que ¢(A) C Endk(¢), és a dir, ¢ té multiplicacié complexa perque és de rang 2.

Exemple 2.3.10. Considerem ¢7(7) = T + 7 + 72 sobre F. Segons la Definici6 2.6.3, aquest
té j-invariant 1. Aixi, la llista completa de moduls de Drinfeld de rang 2 amb multiplicacié
complexa esta donada a ([Sch97], Teorema 6) i com el 1 no hi és, deduim que End(¢) = ¢(A).

6



2.4 Punts de torsio

Definicié 2.4.1. Si ¢ és un modul de Drinfeld de rang r sobre K i a € A\ {0}, anomenarem
¢[a] com els punts de a-torsié de ¢, és a dir

¢la] = Kker(¢a) = {X € K| ¢a()) = 0}.
Veiem que ¢[a] és un A-modul de manera natural via
bol=gy(N\)onbe Aile ¢la).
Aixd es deu a que b o \ € ¢[a] perque

Ga(b 0 X) = Ga(db(N) = Pp(¢a(N)) = ¢(0) = 0.

Definici6 2.4.2. Diem que el polinomi F-linear ¢, (z) € K[x] és el polinomi de a-divisié de ¢ i
K(¢[a]), el cos de descomposicid de ¢, (), sera el cos de a-divisié de ¢. Amés, sicary(K,~) [ a,
¢a(x) és separable, i per tant, I'extensié K (¢[a])/K és de Galois.

Lema 2.4.3 ([Pap23], Lema 3.5.1). Siguin a,b € A no nuls coprimers, llavors, com a A-moduls,
tenim que

¢lab] = ¢la] x [b].

Sia € Fy, ¢aa(r) = ada(r), i per tant, ¢p[aa] = $a]. Aixo implica que sigui n un ideal de A, un
pot definir ¢[n] com els punts de torsiéd de qualsevol generador de n i, en general, assumirem
que n és monic.

Teorema 2.4.4 ([Pap23], Teorema 3.5.2). Siguin p un primer de A i n > 1 enter, aleshores

(1) Sicara(K,vy) #p,
olp"] = (A/(r™))".

(2) Sicars(K,v) =,
Blp"] = (A/(p™))"~H ),

Corollari 2.4.5. Sigui a € A no nul tal que car4(K,~) / a, llavors

¢la] = (A/(a))".

Demostracié. Com a # 0, existeixen pi, ..., ps primers de Aia € F; tals que a = apy’ - - - pge
onn; > 1pertotl <i<s. Pel Lema 2.4.3, ¢p[a] = P[p}] x - - - x ¢[p7s]. Ara pel Teorema 2.4.4
i pel teorema xinés de les restes,

GlpT'] x - - x plpge] = (A/ (1)) x - X (A/(pE°)" = (A/(a))". m

Ara assumim que car4 (K, ) f a. Recordem que en aquest cas el polinomi ¢, (z) € K|z| és sepa-
rable, i per aixo, ¢[a] esta equipat amb una acci6 del grup de Galois absolut G := Gal(K*P/K)
ja que cada element d’aquest permuta les arrels de ¢,(x). Aquesta acci6 de Gx commuta amb
l'accié de A,jaquepero € G, b€ Ai\ € ¢[a] tenim que ¢p(cX) = o¢dp(N), i per tant, obtenim
la representacié

Poa : Gk — Auta(¢la]) = GL,(A/(a)). (2.4.1)

El grup de Galois de K(¢[a])/K és isomorf a la imatge de py 4.

Exemple 2.4.6. Considerem ¢7(7) = T + (T2 + 1)7 + 72 sobre F i calculem |Gal(F (¢[T])/F)|
usant el segiient codi de Magma:



> F<T> := FunctionField(GF(5));
> R<x> := PolynomialRing(F);

> f 1= x725 + (T"3+1)*x"5 + T*x;
>

>

G := GaloisGroup(f);
#G;

Trobem que |Gal(F(¢[T])/F)| = 480. Aixi, com Gal(F(¢[T])/F) és isomorf a un subgrup de
GLy(F5) i |GL2(F5)| = 480, deduim que Gal(F(¢[T])/F) = GLo(F5).

Sigui ¢ un modul de Drinfeld de rang r sobre K i sigui p un primer de A, ¢[p"] C ¢[p"*!] per
tot n > 1 i observem que I'acci6 de ¢, resulta en morfismes exhaustius naturals via

dp : DP"T] — ¢[p"]
a— ¢p(a).

Com a conseqiiéncia, obtenim el sistema invers de A-moduls (¢[p™], ¢p)n>1 i definim el modul de
Tate p-adic com el seu limit invers, és a dir

lim (A/(p"))" = A} si cara(K,v) # p,
T =i n o Jn=l
P(9) o ] lim (A/(p")" @ 2 477D i cara (K, ) = p.

n>1

Ara suposem que car 4 (/) # p. L’accié de Gk en cada ¢[p"] commuta amb I'accié de ¢, usada
per definir el modul de Tate p-adic, i per tant, Gx actua en 7,(¢). Per aquesta rad, tenim la
representacio

ﬁqﬁ,p G — Al,ltAp (Tp(¢)) = GLT(AP). (2.4.2)

Aleshores siguin ¢ i 1) dos moduls de Drinfeld de rang r sobre K i sigui u : ¢ — v una isogenia,
llavors u indueix morfismes ¢[p™] — [p™] per tot n > 1, i per aixd, indueix una aplicacié

Aixi, obtenim el morfisme natural

Homg (¢,v) — Homa, (Ty(¢), T (¥)). (2.4.3)

A més, si ¢ = 1), l'aplicacio
Endg(¢) — Endy, (T,(0))

és un morfisme d’anells.

Sip # cara(K,v), el morfisme (2.4.3) és injectiu perque si u, : Tp(¢) — Ty() és l'aplicacié
zero, llavors ¢[p™] és un subconjunt de ker(u) per tot n > 1, cosa que és falsa una vegada |¢[p"]|
és més gran que deg(u(x)). El segiient teorema diu que aquest morfisme segueix sent injectiu
fins i tot després d’estendre’l linealment a A,.

Teorema 2.4.7 ([Pap23], Teorema 3.5.4). Siguin ¢ i v» moduls de Drinfeld definits sobre K i
sigui p # car4(K,~) un primer de A, aleshores el morfisme natural

Homg (¢,v) ®4 Ay — Homuy, (T3 (), Ty (1))

U — Up

és injectiu.



2.5 Emparellament de Weil
Definicié 2.5.1. Sigui ¢ un modul de Drinfeld de rang r sobre K donat per

or(r) =v(T)+ 7+ -+ g7,

diem que el modul de Drinfeld ¢) de rang 1 sobre K associat per I'emparellament de Weil és
aquell definit per
Yr(r) = () + (-1) " 'g.

Teorema 2.5.2 ([Pap23], Teorema 3.7.1). Usant la mateixa notacid, obtenim que:

(1) Siassumim que a € A no és divisible per car (K, ), sigui
poa : G — Auta(¢la]) = GL.(A/(a))

la representacid (2.4.1) i sigui py o : Gx — Auty(Ya]) = (A/(a))* la representacid corres-
ponent per 1), llavors
det(pg.q(0)) = py.a(o) pertot o € Gik.

(2) K(v[a)) C K(6]a)) per tot a € A\ {0}.

(3) Sip és un primer de A tal que car4(K,~y) # p, sigui
Pop : Gk — Auty, (Tp(4)) = GL-(4p)

la representacid (2.4.2) i sigui py,, : Gx — Auta,(T,(¢)) = (Ap)* la representacid corres-
ponent per 1), aleshores

det(pyp(0)) = pyp(o) pertot o € Gk.

2.6 Isomorfismes

Siguin ¢ i 1) dos moduls de Drinfeld de rang r sobre K, una isogenia u : ¢ — 1 sobre K és
un isomorfisme si té inversa en K{7}, és a dir, si existeix v € K{7} tal que uwv = vu = 1.
Computant els graus veiem que deg_(u) +deg_(v) = deg_ (uv) = 0. Per aix0, v = ¢ € K* és una
constant no nul-la tal que cprc™! = 1.

Sigp(r)=~vT)+qr+---+ g1 iYp(r) =~v(T)+ hi7+ - - -+ h,7", aix0 és equivalent a que
gi = hic‘;’i_1 pertot 1 < <.
Diem que ¢ i v sén isomorfs sobre L una extensi6 de K, si existeix ¢ € L* tal que corc™! = .

Exemple 2.6.1. Suposem que ¢ i 1) tenen rang 1. Sigui c una arrel de 29! = g /h;, llavors
cére—t = 9p, i per tant, ¢ i 1) sén isomorfs sobre K (9/g1/h1). Com 297! = g;/h; sempre és
un polinomi separable, aixo implica que el modul de Carlitz Cr(7) = y(T') + 7 és I'inic modul
de Drinfeld sobre K llevat d’isomorfisme. Notem que x9~! = g1 /hy pot no tenir arrels a K, i
en aquest cas, ¢ i 1) no sén isomorfs sobre K.

Lema 2.6.2. Sigui ¢7(7) = v(T) + 17 + - - - + g,7" un modul de Drinfeld de rang r sobre K i
sigui
m =mcd{1l <i <r|g; # 0},

aleshores Aut(¢) = Fym.



Demostracid. Per una banda, sigui 0 # ¢ € Aut(¢) C K*P, sabem que g; = gic?' 1 per tot
1 <i < r. Peraixo, ¢¢ ! = 15sig; #0. Aixi, c € Fisigi # 0. ComFpi NFy = Fomeacisy,
necessariament c € [Fy,.. Per altra banda, €s clar que tot ¢ € Fyn és satisfa corc ™t = ¢p. En
conclusio, Aut(¢) = Fym. O

Definicié 2.6.3. Sigui ¢7(7) = (T) + g7 + Ar? un modul de Drinfeld de rang 2 sobre K,

aleshores el j-invariant és

i) =L

Lema 2.6.4 ([Pap23], Lema 3.8.4). Dos moduls de Drinfeld ¢ i 1) de rang 2 sobre K son isomorfs
sobre K3 si i només si j(¢) = j(v).

Observacio 2.6.5. Per un argument similar al de 'Exemple 2.6.1, dos moduls de Drinfeld ¢ i
1) de rang 2 amb j(¢) = j(¢) poden no ser isomorfs sobre K. Per exemple, ¢ (1) = v(T) + 72
ir(r) =4(T) + (v(T) + 1)72 tenen j-invariant 0, perd sén isomorfs si i només si y(T) + 1 és
una poteéncia (¢ — 1)-éssima en K.
Corol-lari 2.6.6. Sigui ¢ un modul de Drinfeld de rang 2 sobre K, llavors
F*. sii(é) =0
Aut(g) = { @ S0
F, sij(¢) #0.

Demostracié. Pel Lema 2.6.2, sabem que Aut(¢) = F, <= g=0 <= j(¢) =0. Es obvi
que Aut(¢) = F} en la resta dels casos. O

Observacio 2.6.7. Per cada j € K sempre hi ha un modul de Drinfeld ¢ de rang 2 sobre K amb
J(¢) = j,jaquesij=0 2
or(T) =v(T) + 7" té j(¢) =0,
isijeK*
or(T) =(T) +7+57'7% té j(¢) = j.
Per aixo i pel Lema 2.6.4, les classes d’isomorfisme de moduls de Drinfeld de rang 2 sobre 5P
estan en bijeccié amb els elements de K.

2.7 Reduccions de moduls de Drinfeld

Sigui (K, ) un A-cos i sigui v una valoracié discreta no trivial en K, assumirem que
v(y(a)) > 0 pertot a € A.

A més, definim R, = {a € K|v(a) > 0}, M, = {a € K|v(a) > 0} i R} = R, \ M, =
= {a € K|v(a) = 0}. Notem que R, és un anell i M, un ideal maximal d’aquest, i per aixo,
ky, := R,/M, és un cos.

Definicié 2.7.1. Sigui ¢ un modul de Drinfeld de rang r sobre K donat per
or(T) =v(T) + 7+ -+ 97",
diem que ¢ esta definit a R, si ¢, € R,{7} per tota € A.

Lema 2.7.2. S6n equivalents:

(1) ¢ esta definit a R,,.
(2) ¢r € R {T}.
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(3) ¢q € R,{7} per algun a € A amb deg(a) > 1.

Demostracid. Les implicacions (1) <= (2) = (3) sén obvies. Ara escollim a € A amb
deg(a) > 1 minim tal que ¢, € R,{7}. Sideg(a) = 1, aleshores a = oT + 8 per algun a € Fy i
B € F,,ipertant, ¢r = a (¢, — B) € R,{7}. Sideg(a) > 1, agafem ¢ € F, tal que 7T divideix a
a-+d,ipertant,a+d =T -bperalgun b € A. Aixi, sabem que ¢ ¢y = Ppgr5 = Po+9 € Ry{7},
perd com deg(7') = 1 < deg(a) i1 < deg(a) — 1 = deg(b) < deg(a), tenim que ¢, ¢y, ¢ R,{7}.
Aixo¢ dltim implica que ¢7 - ¢ ¢ R,{7} que és una contradiccid i deduim que deg(a) = 1. En
conclusio, (3) = (2). O

Sempre podem trobar un modul de Drinfeld ) isomorf a ¢ que esta definit a R,,. Si triem ¢ € K*
de manera que (¢* — 1)v(c) +v(g;) > 0 per tot 1 < i < r, observem que

(1) == copp(r)e™t = ~(T) + Z cqiflgn'i
i=1

és isomorf a ¢ i esta definit a R,. Reduint els coeficients de 1) modul M, obtenim un morfisme
Red(¢,v) : A — k,{7}. El problema és que Red(¢,v) pot ser un modul de Drinfeld de rang
estrictament inferior o fins i tot no ser un modul de Drinfeld si Red(, v)(A) C k.

Exemple 2.7.3. Considerem ¢r(7) = T + &7 + 72 sobre F i v = vp. Per fer que ¢ = cpc™!
estigui definida a R,, hem d’agafar ¢ € F' amb v(c¢) > 1. En aquest cas,

a1

Yr(r) =T+ 7 Tt 12,

Com a conseqiiéncia, Red(¢, v) és un modul de Drinfeld de rang 1 si ¢ =2 iv(¢) = 1ino és un
modul de Drinfeld si ¢ # 2 o si v(c) > 1.

Definici6 2.7.4. Sigui ¢ un modul de Drinfeld de rang r sobre K, diem que ¢ té reduccio estable
respecte v si existeix ¢ € K* tal que ¢ = coc™! estd definit a R, i Red(s),v) és un modul de
Drinfeld. Si existeix ¢ € K* de manera que ' = ¢/¢(c’)~! esta definit a R, i Red(+’,v) és un
modul de Drinfeld de rang r, diem que ¢ té bona reduccio respecte v. Notem que les nocions
de reducci6 bona i estable coincideixen a » = 1. Si ¢ no té bona reducci6, diem que té mala
reduccio.

A partir d’ara suposem que ¢ és un modul de Drinfeld de rang r sobre F' i y(a) = a per tot
a € A

Definici6 2.7.5. Si ¢p(7) =T + 17 + - - - + g,.7", diem que ¢ és minimal si g1,...,9, € Aisi
no existeix p € A primer tal que vy(g;) > ¢' — 1 pertot 1 <i <r.

Teorema 2.7.6 ([Geb03], Teorema 1.9.4). Existeix un tinic 1) modul de Drinfeld de rang r mini-
mal que és isomorf a ¢ sobre F. Denotarem 1) = min(¢).

Lema 2.7.7. Si ¢r(7) = T+ g7+ -+ g7, p € A és un primer, v = vy, ¥ = min(¢) i
V(1) =T 4 haT + - - - + h, 7", llavors ocorre que:

(1) ¢ té reduccid estable respecte v <= wv(h;) =0peralgun1 < j <r.
(2) ¢ té bona reduccio respecte v <= v(h,) = 0.
(3) ¢ té mala reduccid respecte v <= wv(h;) > 0pertot1 <i<r.

Demostracié. Es conseqiiéncia directa de les Definicions 2.7.4 i 2.7.5 i del Teorema 2.7.6. [
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Exemple 2.7.8. Siguin p, q,[ € A primers diferents, considerem
QZ)T(T) =T+ p[Q—qu—lT + p[qQ_quQTQ‘

Aleshores min(¢)r(7) = T + p7 + pqr?. Per aixo, ¢ té reduccié estable per tot primer de A
excepte p, té bona reduccid per tot primer de A excepte p i q i té mala reduccio per p.

Per concloure I'apartat introduim el segiient teorema que ens sera util més endavant. En aquest
assumim que K és una extensi6 finita de F, per p € A un cert primer i y(a) = a per tot a € A.

Teorema 2.7.9 ([Pap23], Teorema 6.3.1). Sigui ¢ un modul de Drinfeld sobre K isiguil € A un
primer diferent de p, llavors les segiients propietats son equivalents:

(1) ¢ té bona reduccid respecte vy.
(2) ¢la) és no-ramificat! per tot a € A coprimer amb p.
(3) Hi ha infinits a € A coprimers amb p pels quals ¢[a] és no-ramificat.

(4) Ti(¢) és no-ramificat.

1.a definicié d’aquesta noci6 de no-ramificacié la podem trobar al mateix Teorema 6.3.1 de [Pap23].
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3 Moduls de Drinfeld finits

En aquesta seccid, suposarem que (K,~y) és un A-cos finit. Més precisament, assumirem que
cary (K, ) = p és un primer de A, K és una extensié de F, = A/(p)iy: A — F, — K ésla
projeccié modul p. Si definim d = deg(p) i escollim K = [F,=, notem que m és divisible per d ja
que K és una extensi6 de Fy, = F .

3.1 L’endomorfisme de Frobenius

Considerem 'endomorfisme de Frobenius de K
Froby : K — K
x — Bl = 7™,

Aixi, si identifiquem 7 amb I'endomorfisme de Frobenius de F, perque 72 = 297, obtenim que
Frobyx = 7™ € K{r}. Observem que 7™ commuta amb tot element de K {7} ja que 7™ - (at?) =
= (a9 7%) - 7™ = (ar?) - 7" per tot a € K ii > 0. També tenim els segiients resultats:

Lema 3.1.1. Sigui Z(K{7}) = {a € K{7} | af = paVp € K{7}} el centre de K{7}, tenim que
Z(K{t}) = Fg[r™].

Demostracié. Siguin o € F;i 8 € K, fa = af i T = a7 = ar, cosa que implica que
a € Z(K{t}). Per aixo, F,[t™] C Z(K{r}) ja que ja hem vist que 7" € Z(K{7}).

Suposem que f = ag + a17 + - - - + ay7° commuta amb 7, aleshores
2 1 2 1
rf=air +air* + -+t =apr + a1 + - +amT = fr

Aixo implica que a] = a;, és a dir a; € Fy, pertot 1 < i < s. Si a més f commuta amb tot
B € K, comparant els coeficients de 3f = S5 fa;m8 1 8 = Y i B a; 7', trobem que a; = 0
o = 9. Com 3 = p% per tot § € K siinomés sii és divisible per m, a; = 0 si m Ji. En
conclusio, f € F,[r™]. Aixo vol dir que F,[7™] = Z(K{r}). O
Proposici6 3.1.2 ([Pap23], Proposicid 4.1.1). Sigui F,(7"™) el cos de fraccions de F,[7™], llavors
K(7) = K{7} ®p,[rm] Fo(7™) és una algebra de divisid sobre F,(7™).

Ara sigui ¢ un modul de Drinfeld de rang r sobre K, sabem que és un morfisme injectiu perque
deg(¢,) = 7 - deg(a) per tot a € A, i per tant, ¢(a) = ¢, = 0 <= a = 0. Per aquesta rad,

obtenim que A 4K {7} — K(7) i com tot element no nul de K(7) té inversa per la Proposicié
3.1.2, la inclusié A — K(7) s’estén a + : F' — K(7). Aixi, identificant A i F' amb (A) i «(F)
dins de K(7), podem considerar F' := F'(7"") com una extensié de F' dins de K (7).

Proposici6é 3.1.3 ([Pap23], Teorema 4.1.3). Utilitzant la mateixa notacid, tenim que [F : F]
divideix a r.

Definim el polinomi minim de ¢ com my(z) := Irr(7™, F)(x) i com 7™ és enter sobre A, sabem
que mgy(z) € Alz].
3.2 Polinomi caracteristic

Sigui ¢ un modul de Drinfeld de rang r sobre K, com Froby = 7™ commuta amb ¢, Froby és
un element de Endx (¢). Sigui [ # p = cars (K, ~y) un primer de A, Ti(¢) = A] és el modul de
Tate [-adic, i pel Teorema 2.4.7, obtenim el morfisme d’anells injectiu

it : Endg(6) ©4 Ar — Endoa, (T1(9)). (3.2.1)
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Considerem i;(Frobx ® 1) la imatge de 'endomorfisme de Frobenius sota el morfisme (3.2.1).
Com Frobg € Gk, sigui py la representacié (2.4.2), veiem que jg4 ((Frobg) €s igual per cons-
truccid a i(Frobx ® 1). Com a conseqiiéncia, definim el polinomi caracteristic de i((Frobx @ 1)
com Py () = det(x — i;(Frobg ® 1)) = det(x — py (Frobg)) € A([z].

Teorema 3.2.1 ([Gek91], Lema 3.3). Sigui [ un primer de A diferent p, si F= F(r™), llavors

Py () = mg(z)"/ I,

En particular, Py ((x) té coeficients en A que no depenen de [i té grau r.

Per aix0, podem definir el polinomi caracteristic de ¢ com Py := P, .

Ara sigui n € A coprimer amb p, considerem ¢[n] = (A/(n))" i si considerem Frobyx com un
automorfisme A-lineal, aquest es pot representar com un element de GL,(A/(n)) ben definit
llevat de conjugacié. Com a conseqiiéncia, P, € (A/(n))[z] el polinomi caracteristic d’aquesta
matriu esta ben definit i tenim el segiient resultat:

Proposicio 3.2.2. La reduccié modul n de P, és igual a P,.

Demostracié. Pel Lema 2.4.3, podem reduir-nos al cas on n = [ és una poténcia d'un primer
diferent de p, i en aquest cas, pel Teorema 3.2.1 sabem que P~ és igual a la reduccié modul "
de det(x — i[(FI’ObK X 1)) = P¢7[ = P¢. ]

Teorema 3.2.3 ([Gek91], Teorema 5.1). Per ¢ i b dos moduls de Drinfeld de rang r sobre K, els
segiients enunciats son equivalents:

(1) Existeix una isogénia sobre K entre ¢ 1 ).

(2) mg = my,.

(3) P, = Py.
Teorema 3.2.4 ([Pap23], Teorema 4.2.7). Sigui Py(z) = 2" +a,_12" '+ -+ a1z +ag € Afz],
aleshores ocorre que:

(1) Per qualsevol 0 < i < r — 1 obtenim que

deg(a;) < (7"_7f>m

(2) Si¢r(r) =y(T)+ g7+ +go7" € K{r}, llavors ag = (—1)"™~"~™ - Nrf¢ (g,) " - pm/e.!
Observacio 3.2.5. Si ¢ té rang 2, el primer enunciat d’aquest teorema diu que

de
deg(a1) < % = i(p)

que és un analeg per moduls de Drinfeld del teorema de Hasse per corbes el-liptiques.

KTy

Recordem que ?K és un A-modul amb la suma habitual i loperacié a * 3 = ¢,(3) per a € A i
B € K. Com ?K és un A-moddul finit i A és un domini d’ideals principals, pel teorema d’estruc-
tura per moduls finitament generats sobre un domini d’ideals principals, sabem que

OK =2 A/(by) x --- x A/(bs)

per uns certs by, ...,bs € A monics de manera by | by | --- | bs. Notem que b, aniquila a °K, i
per tant, ?K C ¢[bs] C (A/(bs))" pel Teorema 2.4.4, cosa que implica que s < 7.

11.a definicié de Nrﬁ la podem trobar a la Definici6 2.5 de [Neu99].
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Definicié 3.2.6. Usant aquesta notacio, la caracteristica d’Euler-Poincaré de ¢ és
S
X(¢’K ) = H a;.
i=1

Teorema 3.2.7 ([Gek91], Lema 3.10). Tenim la igualtat d’ideals (x(?K)) = (Py(1)).

Si ¢ és un modul de Drinfeld de rang 2 sobre K donat per ¢7(7) = v(T) + g7 + A72, llavors el
polinomi caracteristic de ¢ és de la forma

a? +ax + (—-1)"- Nrﬁ(A)_1 pm/d
on a € A pels Teoremes 3.2.1 1 3.2.4.
Proposicié 3.2.8 ([Jun00], Proposici6 4.2.9). Utilitzant la mateixa notacio, es compleix que
(@) = (=1)""' - Nrg, (A) " - Nrg (1(9)) € Fy
on I(¢) és linvariant de Hasse de ¢ com a la Definicié 2.2.9.

d_y
Si considerem el cas on K = [y, Nr%Z(A) YN pel Teorema 3.2.4 i la Proposicié 3.2.8,

obtenim que

deg(@ < 2B i5@) = (-1 AT ().

Observem que existeix exactament un element b € A tal que deg(b) < deg(p) i y(b) = I(¢), i
per tant, g = (—1)™"!. Nrﬁ‘;(A)_1 - b. Aixi, per trobar I(¢) tenim el segiient resultat:

Lema 3.2.9 ([Gek88], Corol'lari 12.3). Sigui ¢ un modul de Drinfeld de rang 2 sobre F, donat
per ¢7(1) = y(T) + g7 + At on v : A — F, és la projeccié modul p, sico = 1, ¢; = g i
cr=cro1- g7 — (WD) = (D)) - chog - AT, Tlavors cq = 1(¢).

Aquest cas en particular es important perque el podem obtenir reduint min(¢) on ¢ és un
modul de Drinfeld de rang 2 sobre F' de reduccié estable respecte v,. Si ¢ té bona reduccio,
Red(min(¢),v,) és un modul de Drinfeld de rang 2, i si no la té, Red(min(¢),v,) té rang 1.
En qualssevol de les dues situacions és facil implementar un algoritme en un ordinador per

computar el polinomi caracteristic de Red(min(¢), v,) utilitzant els resultats vists en aquest
apartat.

Exemple 3.2.10. Considerem A = F5[T]ip = T2 + 2. Sigui ¢ el modul de Drinfeld sobre F
definit per ¢ (1) = T+ T+ (T?+2)72, aquest té reduccié estable no bona respecte v,. Trobem
que B o
¢p(7) = Red(¢, vp) (1) =T + 1.

Pel Teorema 3.2.4, tenim que Pj(z) = x + 3p. Ara pel Teorema 3.2.7 sabem que (x(°K)) =
= (P5(1)) = (3T% +2), és a dir, x(?K) = T + 4 = (T + 1)(T + 4). Aix0 implica que

UK = AJ(T +1) x A/(T + 4).
Exemple 3.2.11. Siguin A = F3[T]ip = T? + T +2, si ¢ és el modul de Drinfeld sobre F' donat
per ¢p(1) =T — T?r + (T° + T + 2)72, aquest té bona reduccié respecte v, i calculem que

&p(1) = Red(¢,vp)7(7) =T + (T + 2)1 + 272

Pel Teorema 3.2.4, la Proposicié 3.2.8 i el Lema 3.2.9, trobem que Py(z) = x? + 2Tx + p.
Aleshores pel Teorema 3.2.7, (x(°K)) = (P;(1)) = (T?), és a dir, x(°K) = T?. Aix0 vol dir que
obé °K = A/(T) x A/(T) o bé °K = A/(T?). Ara bé, com ¢7(1) = 2T +1 # 0, °K € ¢[T] i
K % ¢[T) = A/(T) x A/(T), cosa que implica que

OK = A/(T?).
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4 El grup GLy(F,)

Sigui ¢ un modul de Drinfeld de rang 2 sobre un A-cos (K,+) i sigui p un primer de A, l'exis-
tencia de la representacié (2.4.1) implica que Gal(K(¢[p])/K) és isomorf a un subgrup de
GLy(Fy).

Per aquesta rad, en aquesta seccié parlarem del grup lineal general GLy(F,) i ho farem des d’un
punt de vista purament de teoria de grups sense referir-nos a resultats de moduls de Drinfeld.
La connexié entre aquests dos temes s’establira més endavant.

4.1 Classes de conjugacio

Proposicio 4.1.1 ([Pia83], Proposicié 5.1). Les classes de conjugacié de GLy(IF,) estan classifica-
des en les segiients quatre families:

Tipus Quantitat Mida Ordre
(g g)aeF; g—1 1 ord(a)
a 1 N

(0 a)aGFq q-1 (¢—1)(g+1) p-ord(a)
<g 2>|a,beﬂ?j;ia7éb Hg—1)(g-2) g+1 mem(ord(a), ord (b))
(0 _b>|a:2+aa:+b 1 ord(a) on a € F}; és
L —a 2a(a—1) @1 tal que o + aac +b =0

és irreductible a F[x]

En I'dltim cas, notem que a? = Frob,(«) és I'altra arrel de polinomi caracteristic perque es
irreductible. Aleshores com ¢ i [F},| = q® — 1 s6n coprimers, ord(a4) = ord ().

Observacié 4.1.2. Dues matrius M, N € GLy(F,) pertanyen a la mateixa classe de conjugacié
siinomés si existeix P € GLy(F,) tal que N = P~IMP, és adir, siinoméssi M i N sén similars
i P és una matriu de canvi de base que les associa.

Lema 4.1.3. Sigui M € GLy(F,), llavors M és del tipus de conjugacio:
(1) (89)0(29) siinoméssiord(M)|(q—1).
(2) (&) siinoméssip|ord(M).
(3) (9:%) siinoméssiord(M)f(q—1)ipford(M).

Demostracié. Veiem que tot a € Iy té ordre divisor de ¢ — 1 perque |F;| = ¢ — 1 i que tot
e, \ F;, compleix que (¢ — 1) ford(«) ja que Fe és ciclic, i per tant, F; és I'inic subgrup
d’ordre g — 1 de F,. Aleshores com med(p, [Fy|) = med(p, [F}.[) = 1, per la Proposicié 4.1.1 ja
tenim el resultat que buscavem. O

4.2 Subgrups

Ara introduim els subgrups de GLy(F,) segtients:

(1) El grup SLy(F,) = {M € GLy(F,) | det(M) = 1} és el grup lineal especial.
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(2) El grup B := {(2%) € GLy(FF;)} s’anomena subgrup de Borel estandard. Diem que un
subgrup de GLy(FF,) és de Borel si és conjugat amb B.

)
(3) Elgrup & :={(&9) € GLy(F,)} és el subgrup escalar i també és el centre de GLy(F,).
(4) Elgrup © := {(29) € GLy(F,)} s'anomena subgrup diagonal.
(5) Diem que un subgrup de GLy(FF,) és de Cartan escindit si és isomorf a Fy x IFy.

(6) Un subgrup de GLy(FF,) isomorf a IF;2 és un subgrup de Cartan no escindit.

Denotem els subgrups de Borel, de Cartan escindits i de Cartan no escindits com 9,3 i ¥ res-
pectivament.

Definici6 4.2.1. Sigui S un subconjunt d’un grup G, definim el normalitzador de S en G com
N(S)={geGlgSg~" = S}.

Proposicid 4.2.2. Sigui 3 un subgrup de Cartan escindit, 3 és conjugat amb ©. Per aixo, sigui
3= MDM ! perun M € GLy(F,), lavors

N (3) = {GLQ(F sig=2,

2)

M9HM™1y siq+#2.
6 sig=2,

2 siq#2.

Demostracid. Sig=2,3={(}9)} =D, iper tant, N'(3) = GLy(F2).

En particular, N'(3) és no abelia i [N'(3) : 3] = {

Siq# 2, sigui3 = ((¢})(§ )y = = IF; x Iy, pel Lema 4.1.3 sabem que existeix M’ € GLy(IF,)
tal que M’(a”)(M’)*1 = (¢ 9) € D. Arasigui (% 7)) = M’(;ﬁ)(M’)*l, aquesta commu-

0 d/ gl h/
ta amb ( 0 d/ Y), cosa que implica que f' = ¢ = 0 0 ' = d’. En el primer cas, ja tenim que
M'3(M')~' =9, ienelsegon, ((4 %)) = & és el centre de GLy(F ) i és invariant per conjuga-

cions, aixi que podem calcular M” € GLy(F,) de manera que M” ( ' )(M y~1 € D i obtenim

que (M"M")3(M"M'")~! = D. A partir d’ara denotem M com la matriu de GLy(FF,) que conjuga
3 amb ®.

Sigui N = (1Y) € GLy(F,), llavors calculem que
NN 'cDpertota,beF, « z=t=00y=2=0.

Com a conseqiiéncia, N (D) = {(¢ ) (88)]a,b € Fi} = (D,(V4)) i deduim que N(3) =
= (3.M(95)MY) = M(D, (93))M T = MAT(D)M " perque
MM IMHM ) = MM MM T M () M
= M(P)D()
=MDOM ' =3

Per tltim, com GLy(Fo) = S3i,si ¢ #2, (§9)(98) = (58) #(%8) = (94)(&9) pera,b € F;
diferents, tenim que N (3) = MN(D)M ! sempre és no abelia. O

Lema 4.2.3. Suposant que q és parell, si 6,0’ € F; son tals que 2* + x + 6 i 2° + x + &' son
irreductibles a F,[z], aleshores % + x + 6 + &' no ho és.
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Demostracid. Sigui ¢ : (F,,+) — (F,, +) laplicacié donada per ¢(x) = 2% + x, aquesta és un
morfisme de grups perque

plx+y)=@+y)’+r+y=2+z+y° +y =)+ o).

Aixi, com ¢(z) = 0 siinoméssiz = 0 0o z = 1, tenim que ker(¢) = (F2,+) i també que
(o(Fy),+) =& (Fy, +)/(F2,+). Notem que a € ¢(F,) si i només si 22 + z + a € F,[z] no és
irreductible.

Ara sigui 6 € F} tal que 22 + x + 6 € F,[x] és irreductible, definim ¢; : F, — F, de manera que
¢s(r) = 2% + x + 4. Si suposem que existeix 3 € ¢(F,) N ¢s(F,), siguin a1, ay € F, tals que
a?+a;=pial+as+d=pllavors (a1 + )’ +a1+as+d=af+ar+ad+as+5=0
i arribem a una contradiccié. Deduim que ¢(F,) N ¢5(F,) = @ i com |¢p(Fy)| + |¢s(Fq)| =
= 2|p(Fy)| = 2|F,|/|F2| = q = |Fyl, (Fy) Us(Fy) = F,. Per tltim, sigui ¢’ € F;, de manera que
22 + 2 + & € Fylz] és irreductible, &' € ¢;5(F,) ja que &' ¢ ¢(F,), i per tant, § + &' € p(F,), és a
dir, 22 + = 4+ 6 + ¢’ no és irreductible. O

Proposicid 4.2.4. Sigui T un subgrup de Cartan no escindit, aleshores ocorre que:

(1) Si q és parell, ¥ és conjugat amb
¢ ={(9%%) |a,b € F, tal que (a,b) # (0,0)}

on es fixa 6 € IF; de manera que 22 + 2 + 0 € Fyfz] és un polinomi irreductible. Aixi, sigui
T = MEM ! per un cert M € GLy(F,), N(T) = (T, M ({ 1) M~1).

(2) Si q és senar; T és conjugat amb
F={(¢%) |a,b € F, tal que (a,b) # (0,0)}

on ¢ € F, és un no quadrat fixat. Per aixo, sigui T = NFN~! per un N € GLy(F,), llavors
NE@) =(T,N(§§)N.

En qualsevol cas, N (%) és no abelia i [N'(%) : T] = 2.
Demostraci6. (1) Sigui a € F,2 una arrel de 22 + z + §, veiem que ¢ = Fy(a)* = F. via
(%2 89) — a + bar ja que

(apbboy (crddd) = (a”bjj:;izzc*bd (adazlfbtl%d)5> — ac+bdd + (ad +be+bd)a = (a+ ba)(c+ dov).

Sigui &' € F; tal que #*+ 2+ ¢’ € Fy[z] és irreductible, aleshores 2% +x+ ¢ 40" no és irreductible
pel Lema 4.2.3. Per aixo, sigui a € F, tal que o + a + 6 + &’ = 0, la classe de conjugaci6 de ¢

no depén de la tria de d perqué (§¢) (92 9) (§4)~" = (a+bosb W' ),

Aixi, sigui T = <(; £)>, pel Lema 4.1.3 sabem que hi ha una matriu M’ € GLy(F,) de manera

que M'( fl)(M’)*1 = ((1) {L:) amb z? + h'z + f' € F,[x] irreductible. Com car(F,;) =2, b/ # 0 i
podem prendre § = f'/(h')? ja que

x2+h’x+f’_<x>2 T f

= \w) Ty

Com (MR 0) (97 (MH (1))_1 = (2 "9) € & escollim M = M'( /" ) i com € és ciclic, obtenim

que € = (M ( ; ﬁ)M 1Y = MTM~!. A partir d’aquest punt, la demostraci6 és la mateixa que la
de la Proposicié 4.2.2 excepte que calculem que

N(@) = {(“"%). (5 7) [a.b € F} = (€, (§1))-
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(2) Primer, observem que § = Fy(y/2)" = Fy, via (§ b — a + by/€ ja que

a

(¢02) (5%) = ((fﬁg’; (Zfiffzie) — ac + bde + (ad + be)v/e = (a + byV/E)(c + dv/e).

A continuaci6, sigui ¢’ € I un no quadrat, coneixem que &'/e és un quadrat, és a dir existeix

a € F tal quea? =<'/ icom (§9) (5%) (§3)" = (572 “ud”

de la classe de conjugacid de F.

), la tria de ¢ és independent

Ara sigui T = (( £)>, pel Lema 4.1.3 sabem que hi ha una matriu N’ € GLy(F,) de manera que

N'( TY N~ = (0 ii) amb 2? + W'z + f' € Fy[z] irreductible, i per tant, f’ # 0. Ara podem

escollir ¢ = a?/4 — b perqué

h 2 2
3:2+h’a:+f—<x+2> —(Z—b).

Com (3 "/2)(0 1) (1 e ("2 wj2) € prenem N = N'(7} "/2) i com § és ciclic,

trobem que § = (N (; i)N 1) = NIN~!. A partir d’aqui, la demostraci6 és igual a la de la
Proposicié 4.2.2 excepte que

NE) ={(5%), (3%) la,b €T} = & (59)- O

Com & és el centre de GLy(FF;), és un subgrup normal i podem definir PGLy(F,) = GLy(F,)/&
el grup lineal projectiu. Sigui 7 : GLy(F,) — PGLy(F,) la projeccié usual i sigui G un subgrup
de GLy(F,), aleshores diem que 7(G) és la imatge de G en PGLy(FFy).

Teorema 4.2.5 ([Lan76], Teoremes 2.2 i 2.3 del Capitol XI). Sigui G un subgrup de GL(F,) i
sigui H la imatge de G en PGLy(F,), si Uordre de G és divisible per p llavors:

(1) O bé G esta contingut en un subgrup de Borel.

(2) O bé G conté a SLy(F,).
Si Uordre de G és coprimer amb p, aleshores ocorre una de les segiients:

(1) H és ciclic i G esta contingut en un subgrup de Cartan.

(2) H és diedric i G esta contingut en el normalitzador d’'un subgrup de Cartan, perd no en un
subgrup de Cartan.

(3) H ésisomorfa Ay, Sy0 As.
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5 Moduls de Drinfeld sobre cossos globals

En aquesta seccié assumirem que K és una extensi6 finita de F' i (K,v) és un A-cos via el
morfisme injectiu natural v : A — F <— K. Escriurem «(a) = a per simplificar la notacié i
denotarem B com la clausura entera de A en K.

5.1 El tipus de conjugacié de Froby

Sigui ¢ un modul de Drinfeld sobre F' de rang r i sigui p € A un primer de bona reducci6 de ¢,
en aquest apartat suposarem que n € A és coprimer amb p primer i que K, = F(¢[n]) és el cos
de n-divisié de ¢. Sabem que l'extensié K, /F és de Galois. Aixi, sigui B, la clausura entera de
Aen Ky, si‘P € B, és un primer que divideix a p, obtenim el segiient diagrama:

Aleshores com p és no-ramificat' a K, pel Teorema 2.7.9, tenim un element de Frobenius ben
definit Froby € Gal(K,/F)* que esta univocament per la segiient condicié:

Froby(a) = o/l (mod ) per tot o € [n].

Aixi, podem definir el polinomi caracteristic de Froby vist com a element de GL,(A4/(n)) i el
denotem Py, ,(x) € (A/(n))[z]. Observem que com Froby i Frobyy estan conjugats si B’ € B,
és un altre primer que divideix p, Py, , no depen de l'eleccié de B o de la tria d’'una base de

¢[n].

La reduccié modul B indueix un isomorfisme canonic de A-moduls

0 9[n] = Red(6, p)[n].
Aquest és compatible amb I'acci6 de Froby sobre ¢[n] i la de Froby, sobre Red(¢, p)[n] ja que

Froby(a) = al®l = Frobg, (@) per tot o € ¢[n]

on * és la reduccié modul B. Aixo implica que Py, » €s igual al polinomi caracteristic de Frobp,
actuant sobre Red(¢, p)[n]. Per altra banda, per la Proposicié 3.2.2 aquest ultim és igual a la
reduccié modul n de Preq(g,p) €l qual hem estudiat a 'apartat 3.2, és a dir

P(b,p,n = PRed(¢>,p) (I‘l’lOd I‘l).

La utilitat d’aquesta congruencia és que calcular Preq(g,p) €s relativament facil, i una vegada fet
aixo, només s’ha de reduir modul n per obtenir Py .

Si suposem que ¢ té rang 2 i que n = [ és primer, la classe de conjugacié de Froby € GLo(A/([))
esta determinada pel polinomi caracteristic per la Proposici6 4.1.1 a no ser que Py, | tingui una

arrel doble. En aquest cas, si Py, () = (z — a)?, la classe de conjugaci6 és del tipus (&) si
p | ord(Frobgy) i si no, és del tipus (¢ Y) pel Lema 4.1.3.

Per calcular 'ordre de Froby tenim el segiient resultat:

'En aquest cas ens referim a la nocié classica de no-ramificacié. Les definicions d’aquest concepte, d’escissi6 i
d’inércia d’un ideal primer les podem trobar a la pagina 49 de [Neu99].
2Les propietats de Froby usades en aquest apartat estan explicades a les pagines 69-70 de [MIT21].
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Teorema 5.1.1 ([Geb03], Teorema 4.1.7). Siguin ¢ un modul de Drinfeld sobre F de rang r,
p € A un primer de bona reduccio de ¢ i | € A un primer diferent de p, si g(x) = Red(¢, p)((z) =

= a0+ @2+ g a? ™ § (@) = 0 g(e), lavors
ord(Froby) = min{n € N|zI"" = & (mod f(z))} = |Gal(F,(Red(¢, p)[1])/Fy)!.

Corol-lari 5.1.2. Sigui ¢ un modul de Drinfeld sobre F de rang 2 i siguin p, i f(x) com al Teorema
5.1.1, si Pyp (%) = (x — a)? per algun a € F,, aleshores sén equivalents:

(1) Frobgy és conjugat amb (&9).
@) 2™ = 2 (mod f(z)).
3) 2% = 4 (mod f(2)).

Demostraci6. Es conseqiiéncia directa del Lema 4.1.3 i del Teorema 5.1.1. O

5.2 El modul de Carlitz

Ara assumim que A € F'\ {0} i que ¢ és un modul de Drinfeld de rang 1 sobre F' donat per
{7} = T + At el qual denotarem C*). Recordem que el modul de Carlitz és C = C'V) i diem

que C®) és el twist de C per A. Siguin € A, també escriurem K™ = F(C®)[n]), i aix{, com
C(A) és separable, K,SA)/ F és una extensio de Galois i tenim el segiient teorema:

Teorema 5.2.1 ([Geb03], Teorema 4.4.10). Usant aquesta notacio, sigui n € A de manera que
CD) té bona reduccid respecte tot primer divisor de n, llavors ocorre que:

(1) Gal(K\™/F) = (A/(n)"
(2) El cos de constants de K]SA) és Iy

Observaci6 5.2.2. Si denotem K, = F(CIn]), aleshores Gal(K,/F) = (A/(n))* ja que C té
bona reduccié respecte tot primer de A.

Com C®)[n] = A/(n) vist com un A-modul amb l'accié de ) pel Corol-lari 2.4.5, sabem que
existeix ¢, € C®)[n] de manera que

CP®)n] = {C¥(G) | a € A deg(a) < deg(n)}.

Aix0 es deu a que o ( ((n)) = cit ( (Cn)) =} )( 0) = 0 i a que n és I'element
de menor grau llevat de multlples constants comphnt que ¢ € C®)[n] per la tria de ¢,. Per

tant, si existeixen a,b € A tals que deg(a),deg(b) < deg(n) i que C’((IA)(Cn) = C[SA)(Cn), llavors
Céfz(gn) =0 < a=b

Definicié 5.2.3. Diem que tota ¢ € C(®)[n] amb aquesta propietat és una arrel primitiva

n-éssima de C(2). Notem que aixo passa si i només si ¢ és de la forma it (Cn) per algun
a € A coprimer amb n.

Aixi, K = F(¢q), 1 per tant, tot o € Gal(K‘SA)/ F') ve univocament determinat per o((,) que
ha de ser una arrel primitiva n-&ssima de C*). Aixd implica que existeix a € A coprimer amb n

() . . . N .
tal que o(¢y) = Ca ' (¢a) 1 obtenim que si ¢ és una altra arrel primitiva n-essima, llavors existeix
b € A coprimer amb n tal que o(¢,) = CZSA) (Co) i

o(¢) = (O () = i (0(Gn) = O (O™ () = (™ () = ¢ (©).
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En aquest cas, escriurem que o és o,, i si prenem les hipotesis del Teorema 5.2.1, 'isomorfisme
ve donat per I'aplicacidé

Gal(K\™/F) — (A/(n))*
04 — a (mod n).

En general, [K,EA) : F'] pot ser més petit que |(A/(n))*| i I'estudi complet d’aquest esdeveniment
esta fet a [Gek16] d’on trobem el segiient:

Teorema 5.2.4 ([Gek16], Teorema 3.13). Usant la mateixa notacid, ](A/(n))*\/[K,SA) : F] ésun
enter que divideix a q — 1.

Exemple 5.2.5. Si considerem C' el modul de Carlitz sobre Fin = T2 + T + 1, pel Teorema
5.2.1 coneixem que
G = Gal(Kp2 71/F) = (A/(T? + T +1))"

Ara volem saber per quins valors de ¢ = p", existeix a € F,tal que 7> + T+ 1 = (T — a)? =
= T? — 2aT + a? i aix0 ocorre si i només si —2a = 1 i a? = 1. Concloem que p = car(F,) = 3
i a = 1. Aleshores com en aquest cas |G| = ¢(¢ — 1) i med(q — 1,¢) = 1, existeixen H; i Hy
subgrups de G amb ordre ¢ — 1 i ¢ respectivament de manera que G = H; x Hy pel teorema
xinés de les restes. Veiem facilment que H; = F}. Aixi, sigui A = (T — ) € (A/(T*+T+1))*,
a el BeF N\{1}iN =a*(T —p)° = (17 — %) = o*(1 — %) € F; = Hy, i per tant, tot
element de Hy té ordre 3. Com ¢ = 3" i F; = Z/(q — 1)Z, aix0 implica que

G H x Hy27/(q—1)Z x (Z/3Z)".

Si suposem que p # 3, llavors T2 + T + 1 o bé és irreductible o bé té dues arrels diferents. En el
primer cas, G = [, = Z/(q¢* —1)Z,ien el segon, G = F; x F: = Z/(q — 1)Z x Z/(q — 1)Z pel
teorema xinés de les restes. Per distingir cada cas usarem el segilient lema:

Lema 5.2.6. Sigui p € N un primer diferent de 3, 2> + x + 1 és irreductible a F,[x] si i només si
p=20p=5(mod 6).

Demostracid. Primer observem que o bé p = 2, 0 bé p = 1 (mod 6) o bé p = 5 (mod 6) i que
quan p = 2, z2 + z + 1 no té arrels, és a dir, és irreductible.

Comp #3iz®—1= (z—1)(z*+2+1), 22 +x+1 no és irreductible a F,,[z] si i només si existeix
A€ F,\ {1} tal que A3 = 11 aixd ocorre siinoméssi3|(p — 1), és a di, p = 1 (mod 6). O

Per ultim, sabem que si ¢ = p" amb n senar el comportament de 72 + T + 1 a F,[T] és el mateix
que a F,[T] isin és parell, 7% + T + 1 no és irreductible. Com a conseqiiéncia, suposant que
p # 3, obtenim que

GQ{F}gZ/(QQ—l)Z sip=2o0p=5(mod 6)in és senar,
FyxFy,=7Z/(q—1)ZxZ/(qg—1)Z sip=1(mod 6) o n és parell.

5.3 Exemples de cossos de divisié de moduls de Drinfeld

En aquest apartat construirem moduls de Drinfeld ¢ de rang 2 sobre F' explicits de manera que
F(¢[T]) el cos de T-divisi6 de ¢ compleix que Gal(F'(¢[T])/F') és isomorf a un dels seglients
subgrups de GLy(F,):

o GLy(F,) el grup lineal general per p primer,
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o SLy(FF,) el grup lineal especial per p primer,

« B un subgrup de Borel,

« 3 un subgrup de Cartan escindit,

o T un subgrup de Cartan no escindit,

o N(3) el normalitzador d’un subgrup de Cartan escindit,

o N (%) el normalitzador d'un subgrup de Cartan no escindit.

Recordem que tots aquests grups han estat estudiats a 'apartat 4.2. Aleshores pels dos primers
casos ens sera util el segiient:

Proposicié 5.3.1 ([Ser72], Proposicié 19). Sigui V' un espai vectorial de dimensié 2 sobre I,
on p € N és un nombre primer i sigui G C GL(V') un subgrup d’automorfismes lineals de V, si
assumim que p > 5 i que es verifiquen les segiients hipotesis:

(1) G conté un element s tal que Tr(s) # 0 i Tr(s)? — 4det(s) és un quadrat de F, diferent de 0.
(2) G conté un element s' tal que Tr(s') # 01 Tr(s')? — 4det(s’) no és un quadrat de F),.

(3) G conté un element s” tal que u = Tr(s")?/det(s") és diferent de 0,1,2 1 4 i u? —3u+1 # 0.
Llavors G conté SL(V'). En particular, si det : G — [, és exhaustiu, G = GL(V).

Previament a procedir amb els exemples farem un petit calcul preliminar. Sigui ¢ un modul de
Drinfeld de rang 2 sobre F' definit per

or(z) = Tx + g(T)a? + A(T)z? amb g(T), A(T) € A,

si suposem que gz(c) # 0 per algun c € Iy, aleshores p := T — ¢ és un primer de bona reduccié
de ¢. La reduccié estd donada per ¢ () = Red(¢, p)(x) = cz + g(c)z? + A(c)z? i utilitzant el
Teorema 3.2.4 i la Proposici6 3.2.8 obtenim que

gle) =T

T+

Pole) ="+ X7+ 30

€ Alz].

Ara sigui P un primer de F'(¢[1]) que divideix a p, per la Proposicié 3.2.2, coneixem que Py, 7
és la reducci6 de Py modul 7', o equivalentment

Tr(pg,r(Froby)) = —g(c)/A(c),
det(pg,r(Froby)) = ¢/A(c).

Per simplificar la notaci6 en els exemples a continuacié escriurem Tr(Froby) i det(Froby) enlloc
de Tr(py,r(Froby)) i det(py 7 (Frobgy)).

Exemple 5.3.2 (Grup lineal general). Usant la mateixa notacio, escollim ¢ = A = 1, és a dir,
considerem el modul de Drinfeld determinat per

or(x) =Tr+ 27+ 20
Aixi, tenim que Tr(Froby) = —1 i det(Froby) = ¢, i per tant,

Tr(Froby)? — 4det(Frobg) = 1 — 4c i
Tr(Froby)? /det(Froby) = 1/c.
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Aleshores com ¢ pot ser un element arbitrari de F}, les hipotesis de la Proposicié 5.3.1 es
compleixen si ¢ = p > 5 és primer. A més, com det : Gal(F(¢[T])/F') — F; és exhaustiva ja que
det(Froby) = ¢, obtenim que

Gal(F(¢[T])/F) = GLy(Fp) per p > 5.

Podem estendre aquest fet a p = 2 i p = 3 computant directament amb Magma utilitzant un
programa semblant al de 'Exemple 2.4.6. Calculem que |Gal(F(¢[T])/F)| = 6 = |GL2(F2)|
sip = 21 que |Gal(F(¢[T])/F)| = 48 = |GLa(F3)| si p = 3. Com Gal(F(¢[T])/F) sempre és
isomorf a un subgrup de GLy(F)), aixo implica que

Gal(F(¢[T])/F) = GLy(F),) per p primer.

Exemple 5.3.3 (Grup lineal especial). Ara assumim que g = 11 A = T que és equivalent a triar
el modul de Drinfeld definit per

or(z) =Tx + 2%+ T2,
En aquest cas, Tr(Froby) = —1/c i det(Froby) = 1, i per aixo,

Tr(Froby)? — 4det(Froby) = 1/¢* — 4 i
Tr(Froby)?/det(Froby) = 1/c2.

Per comprovar que es verifiquen les hipotesis de la Proposici6 5.3.1 per ¢ € [}, qualsevol, usem
el seglient resultat:

Lema 5.3.4. Siguin q € Nuna potencia primera senar i a € [}, fixat, llavors el nombre de solucions
de x> —y> =aenF,ésiguala q — 1.

Demostracié. Si denotem u = x + yiv = = — y, resoldre 22 — y? = a és equivalent a resoldre
uv = a amb u,v € ;. Clarament les solucions d’aquesta tltima equaci6 sén {(u,a/u)|u € F;},
cosa que implica que n’hi ha exactament |F;| = ¢ — 1. O

Per una banda, per cada d € F, el nombre de solucions de (1/¢)? — 4 = d? és 0 o0 2 assumint que
q és senar. Per altra banda, pel Lema 5.3.4, com (1/c)? — 4 = d? siinomés si (1/c)? — d? = 4,

Y. HeeF;[(1/e) —4=d*}| =

{q —1 si —1noésunquadratenF,,
deFy,

g—3 si —1ésunquadraten[F,.

Aix0 es deu a que si existeix a € F, tal que o = —1, dues de les solucions comptabilitzades en
el Lema 5.3.4 s6n (0, 2«) i (0, —2a), pero 1/c # 0. També notem que —4 és un quadrat en F, si
i només si —1 ho és ja que 4 sempre és igual a 2.

Per aquesta rad, mentre ¢ varia en F};, 1/¢? — 4 és un quadrat diferent de 0 entre (¢ —3)/2—1 =
= (¢—5)/21(g—1)/2 vegades. Com a conseqiiencia, les dues primeres hipotesis de la Proposici6
5.3.1 es compleixen sig=p > 7.

Aixi, per ¢ € F, 1/c* pren (¢ — 1)/2 valors ja que ¢ és senar i com 2® — 3z + 1 té com a molt
dues solucions en F,, es verifica la tercera hipotesi de la Proposici6 5.3.1 si ¢ = p > 13 ja que
(g —1)/2—5 > 1. Enel cas de ¢ = 11, podem prendre ¢ = 2 i llavors 1/c? = 3 que és diferent
de0,1,2i4i3%2—3-341=1+#0, és a dir, aquesta hipotesi també és certa si ¢ = 11. Per tant,
SLy(F,) és isomorf a un subgrup de Gal(F'(¢[T])/F') per p > 11 primer.

Ara sigui ¢ una poténcia primera arbitraria i sigui 1) el modul de Drinfeld associat per 'empare-
llament de Weil a ¢, aquest tltim ve donat per

Yr(x) =Tx —Tx? =T(x — z9).
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Per aixo, ¢[T] = F,, cosa que implica que pel Teorema 2.5.2 que
{det(M) [ M € Gal(F(¢[T])/F)} = Gal(F(¢[T])/F) = {1}.
Com a conseqtiencia, Gal(F(¢[1])/F) sempre és isomorf a un subgrup de SLy(F,), i per tant,
Gal(F(¢[T])/F) = SLy(FF,) per p > 11 primer.

Com a ’Exemple 5.3.2 podem trobar per forca bruta usant Magma que |Gal( (P[T))/F)| =6 =
[SLo(Fo)| sip = 2, [Gal(F(4[T])/F)| = 24 = [SLa(F3)| sip = 3, [Gal(F(¢[T])/F)| = 120 =
|SLa(F5)| sip =51 |Gal(F(¢[T])/F)| = 336 = |SLa(F7)| si p = 7. En conclusio,

Gal(F(¢[T])/F) = SLy(FF,) per p primer.

Exemple 5.3.5 (Subgrup de Borel). Sigui a un generador de I i sigui o una arrel de 297t —q,la
resta d’arrels d’aquest polinomi sén F;-mutiltiples de «. Aleshores com F'(«)/F és una extensi6
de cossos de constants, aquesta €és ciclica i tot primer és no-ramificat. A més, per un primer p
de A amb deg(p) = d tenim que

Froby(a) = o™ = b -« per algun b € F;.

Clarament b = olfvl=1 = glfel=D/(e=1) = gltate®~+a""" = 4d ja que a? = a. Per aixd, b no
depen de l'eleccié de «. A més, G el grup de Galois absolut de F' permuta transitivament les
arrels de x9~! — a, i per tant, aquest és un polinomi irreductible i [F(a) : F] = q — 1.

Considerem ¢ el modul de Drinfeld sobre F' determinat per

T
or(x) =Tx + 29 — T
Notem que
T
or(a) =« <T + it - —I;Ol(aq_l)q‘Fl) =« (T +a—(T+ a)aq_l) =0.
a

Com a conseqiiencia, Fya C ¢[T'] és un subespai 1-dimensional que és Galois invariant. Escollint
a com un dels elements de la base del F,-espai vectorial 2-dimensional ¢[T’], obtenim que
G := Gal(F(¢[T])/F) és isomorf a un subgrup de B el subgrup de Borel estandard.

Per demostrar que G = B basta amb provar que ¢(q — 1)? = | B| divideix a |G|. Siguip = T + a,
el poligon de Newton' de ¢r(x)/z respecte v, té dos segments amb pendents 01 1/(g(q — 1))
respectivament. Per aixo, ''ndex de ramificaci6 e, de p és divisible per ¢(¢ — 1). Ara bé, com
F(a) C F(¢[T]) i F(«)/F és una extensioé de cossos de constants de grau ¢ — 1, I'index residual
fp de p és divisible per ¢ — 1. Aixi, com ¢(¢ — 1)? divideix a e, f, que divideix a |G|, ja tenim el
resultat que buscavem i sabem que

Gal(F(¢[T1)/F) = B = {(§ ) € GLao(Fy)}.

Observacio6 5.3.6. En aquest exemple hem vist que si ¢[T] té un subespai 1-dimensional Galois
invariant, llavors Gal(F(¢[1])/F) ha de ser isomorf a un subgrup de B. En el segiient, troba-
rem un modul de Drinfeld ¢ de manera que ¢[T] tindra dos subespais 1-dimensionals Galois
invariants i podriem usar aquesta mateixa idea per determinar que Gal(F(¢[T])/F) és isomorf
a un subgrup de © el subgrup diagonal.

La nocié de poligon de Newton i les propietats utilitzades d’aquest estan explicades a les pagines 144-151 de
[Neu99]
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Exemple 5.3.7 (Subgrup de Cartan escindit). Siguin a una arrel del polinomi f(z) = 29~ !~Tib
una arrel de g(x) = 29~ — (T4 1), aquest dos polinomis sén irreductibles pel criteri d’Eisenstein
aplicat als primers 7' i T' + 1 respectivament. A més, com ker(f) = Fya i ker(g) = Fyb, F(a)/F i
F(b)/F sén extensions de Galois de grau > ¢ — 1. També tenim el segiient:

Proposicié 5.3.8 ([DF04], Proposicié 36 de la Part IV). Sigui K un cos de caracteristica que no
que no divideix a n i que conté les arrels n-éssimes de la unitat, llavors Uextensié K ({/a)/K per
a € K és ciclica de grau divisor de n.

Aixi, pel que ja hem vist i per la Proposici6 5.3.8, Gal(F(a)/F) = Gal(F(b)/F) = F.

Ara sigui W = Fqa + Fyb, aquest és un F,-subespai vectorial 2-dimensional de F*®P i com W és
estable respecte de I'accié de Gal(F*P/F),

Way=x I (1- %) € Fla).

0AweWw
A més, pel Lema 2.1.3, h(x) és [Fy-lineal i si definim ¢ (z) = Th(z), ¢ és un modul de Drinfeld
de rang 2 sobre F ja que deg(¢r) = |[W| = ¢°.
Veiem que F'(a) N F(b) = F perque T ramifica totalment en F'(a), perd no ramifica en F'(b).
Aleshores tenim el segiient resultat de teoria de Galois que diu que:

Proposicio 5.3.9 ([DF04], Corol-lari 22 de la Part IV). Siguin F; i E> dos extensions de Galois
d’un cos K amb E1 N Ey = K, llavors

Gal(E B/ K) = Gal(E1 /K) x Gal(Es/K).

Per aixo, com F(¢[T]) = F(a,b) = F(a)F(b), per la Proposicié 5.3.9 obtenim que
Gal(F(¢[T])/F) = Gal(F(a)/F) x Gal(F'(b)/F) = T, x Fy.

Exemple 5.3.10 (Subgrup de Cartan no escindit). Sigui p € A un primer amb deg(p) = 2,

definim

¢r(z) = pr(x)

on Cp(z) = Tz + 29 és el modul de Carlitz. Obviament F(4[T]) = F(C|[p]), i pel Teorema 5.2.1,
Gal(F(g[T])/F) = (A/(p))" = Fpo.

Exemple 5.3.11 (Normalitzador d’'un subgrup de Cartan escindit). Si ¢ = 2, el normalitzador
d'un subgrup de Cartan escindit és GLy(F2) per la Proposicié 4.2.2 i aix0 ja ho hem vist a
I'Exemple 5.3.2.

Suposem que q # 2illavors sigui K = F'(a) on « és una arrel de 22 +x+7, K/F és una extensi6
de Galois de grau 2 ja que 2% +x + 7T és irreductible a F. Aix0 es deu a que si deg(a) < 0, tenim
que deg(a® + a) < 0 < 1 = deg(T) isi deg(a) > 1, deg(a? + o) > 2 > 1 = deg(T) que no pot
ser. Observem que aixo implica que el co! ramifica totalment a K i denotem /3 a l’altra arrel de
2+ x+T.

Notem que si ¢ és parell, 3 = a + 1 i si ¢ és senar, les arrels de 22 + z 4+ T sén

—1+4++v1—-4T ; —-1—-+1-4T
2 2 '

Per oo ens referim a la valoracié v, = —deg, la qual clarament ramifica perqué a K hi ha elements de grau no
enter com « ja que deg(a) = 1/2.
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Aixi, siguin @ una arrel de 297! + « i b una arrel de 29! + 3, aquests dos polinomis sén
irreductibles pel criteri d’Eisenstein aplicat a oo, que és I'infinit de K i és tnic perque oo ra-
mifica totalment a K. Per aix0, seguint el mateix argument que a 'Exemple 5.3.7 tenim que
Gal(K(a)/K) = Gal(K(b)/K) = I}, per la Proposici6 5.3.8. Veiem que K (a) N K (b) = K ja que
T escindeix completament en dos primers diferents o i 8 perque T = «3 i o ramifica totalment
en K(a), pero no ramifica en K (b). Aleshores com K (a,b) = K(a)K(b), per la Proposicié 5.3.9
obtenim que
Gal(K(a,b)/K) = Gal(K(a)/K) x Gal(K (b)/K) = F, x .

Sigui o l'element no trivial de Gal(F/K), llavors (o) = 3, i per tant, o(a)?™! = o(a?™!) =
= o(a) = B. Aixd implica que o(a) és una arrel de 297! + 33, és a dir, és un F,-multiple de
b. Com a conseqiiencia, W = F,a + F,b és un [F,-subespai vectorial 2-dimensional de K (a, b)
estable respecte 'accié de Gal(K (a,b)/F) i si definim

or(x) =Tz H (17£>,

0AweWw w

¢ és un modul de Drinfeld de rang 2 sobre F' pel Lema 2.1.3 i F(¢[T]) = K(a,b). Si prenem
{a,0(a)} com la base de W, podem identificar Gal(F(¢[T])/K) amb ® i o amb (}), i per aixo,
per la Proposicio6 4.2.2,

Gal(F(4[T))/F) = N(D).

Exemple 5.3.12 (Normalitzador d’un subgrup de Cartan no escindit). Considerem ¢ el modul
de Drinfeld sobre F' donat per ,
or(x) =Tx — 7.

Pel Corol-lari 2.6.6 sabem que F .. C F(¢[T]), i per tant, F(¢[T])/F,2(T) és una extensi6 de

Galois. També veiem que C’C([Tl) (z) = Tz — 27" determina un modul de Drinfeld de rang 1 sobre

F,2(T"). Com a conseqiiéncia, pel Teorema 5.2.1, tenim que

Gal(F([T])/Fg(T)) = Gal(F (T, CV[T]) /F2(T)) = Fn.

Ara siguin a = CYTiae Fp2 \ Fy, ¢[T] = Fp2a = Fya + Fyaa és un F,-subespai vectorial
2-dimensional de F'(¢[T]) pel qual triem la base {a,«a}. En cas que ¢ sigui parell, es pot
escollir § € F, de manera que 22 + z + § sigui irreductible i si escollim « com una de les arrels
d’aquest polinomi, I'altra és a + 1. Aixi, sigui o 'element no trivial de Gal(F2(T)/F), o(a) = a
io(aa) = (o + 1)a i el podem identificar amb (}{). Si ¢ és senar, sempre existeix ¢ € F, tal
que 72 — ¢ és irreductible i si « és una de les seves arrels, —a és laltra. Per aix0, o(a) = a
o(aa) = —aa i podem identificar o amb ({ % ). En tot cas, per la Proposicié 4.2.4 obtenim que

Gal(F(4[T])/F) = T
on T denota un subgrup de Cartan no escindit de GLy(F,) qualsevol.

Observaci6 5.3.13. Sigui K una extensié finita de F', llavors tota extensié L/K de Galois finita
és de la forma L = K(¢[T]). Aixo es deu a que L ha de ser el cos de descomposicié d’'un
polinomi separable f(z) € KJz| i siguin ai,...,a, € K°P les arrels d’aquest, llavors W =
Fqa1 + - - + Fya, és un Fy-subespai vectorial de K°°P estable respecte 'accié de Gal(K*P/K).
Aleshores definim

i pel Lema 2.1.3, ¢ és un modul de Drinfeld de rang n sobre K que compleix que L = K (¢[T]).
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5.4 Multiplicacié complexa

Recordem que un modul de Drinfeld ¢ de rang 2 sobre F' té multiplicacié complexa si ocorre que
rang 4, (End(¢)) = 2. Com ¢ és injectiu ja que deg(¢,) = —oo si i només si a = 0, identifiquem
¢(A) amb A i com ¢(A) C End(¢), podem pensar que A C End(¢). Aixi, com End(¢) és un
domini commutatiu per la Proposicié 2.3.3, si definim K = @Q(End(¢)) el cos de fraccions de
End(¢), obtenim una extensid de cossos K/F' de grau 2. Sigui B la clausura entera de End(¢)
en K, tenim el segiient diagrama:

End(¢) ——

»— W

|

— K

F
Aleshores sigui p un primer de A, obtenim el segiient diagrama de cossos:
F(
F

Com K/F és una extensi6 de grau 2, o bé p ramifica totalment, o bé escindeix completament o
bé és inert. No obstant, pel primer cas tenim el seglient resultat:

Lema 5.4.1 ([Bae95], Teorema 1.5). Usant aquesta notacio, si p ramifica en K, llavors ¢ té mala
reduccio respecte p.

A partir d’ara suposem que p €s un primer de bona reducci6 de ¢ i ens restringim als dos ultims
casos.

Teorema 5.4.2 ([Geb03], Teorema 4.3.3). Usant la mateixa notacio, si G = Gal(F(¢[p])/F), 3
és un subgrup de Cartan escindit i T és un subgrup de Cartan no escindit de GLy(Fy), lavors si
[Fy, # Ty, ocorre que:
indei KIFi
(1) {p escindeix en K/F i = @ és isomorf a un subgrup de 3,
KN F(9lp]) = F

p escmdeLx en K/Fi

= G no és isomorf a un subgrup de 3, pero si a un de N'(3),
K1 F(olp]) = K f grup de 3, p (3)

3

= @ és isomorf a un subgrup de %,
KNF(¢ =F f &P

p és inert en K/Fl

= (G no és isomorf a un subgrup de T, pero si a un de N'(%).
K 1 F(ofp)) = K f grup p (%)

4

{p és inert en K/F i
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Si F, = Fy, aleshores tenim que:

= G={1},

0 {p escindeix en K/F' i
KNF(gp]) =F

2 {p escindeix en K/F i = G7/27,

KNF@p]) =K
p ésinerten K/F i ~ o~
(3) {KQFW)[P]) _ = G={l}oG=1Z/3Z,

o K
@ {pesmer M K/FL 70970 G = GLy(Fy).

KN F(lp]) = K

Observem que si ¢ té multiplicacié complexa i Gal(F(¢[p])/F) = GLy(F,), aleshores ¢ = 2,
deg(p) = 1, p ésinerten K/F i K C F(¢[p]). Aquesta situacié pot océrrer com veurem en el
seglient exemple:

Exemple 5.4.3. Considerem ¢ el modul de Drinfeld de rang 2 sobre F' determinat per

or(x) =Tz — 27

Aquest té multiplicacié complexa perque End(¢) = F2¢(A) = F2[T] pel Corollari 2.6.6. A
més, com hem vist a 'Exemple 5.3.12, Gal(F(¢[T])/F) = N (%) isi ¢ = 2, aixo vol dir que

Gal(F(¢[T])/F) = GLy(F2).

També veiem que sigui p un primer de A amb d = deg(p), és obvi que F,2» C F(¢[p]) i com
K =T, (T), p és inert en K/F si d és senar i escindeix si d €s parell. Aixi, com ¢ no té primers
de mala reduccio, pel Teorema 5.4.2 sabem que si d és senar, Gal(F'(¢[p])/F') no és isomorf a
un subgrup de T, pero si a un de NV (), i si d és parell, no és isomorf a un subgrup de 3, pero si

aunde N(3).

Notem que sempre ens referim a 3 i ¥ com a subgrups de Cartan de GLy(F,), aixi que poden
variar en funcio de d.

Ara suposem que d és senar. Si pensem en ¢ = Red(¢, p) la reduccié de ¢ modul p i ens posem en

9 — k-1

el context del Lema 3.2.9, g =0i A = —1,ipertant,co=1,¢; =01 = (—1)qk 2(T -7 ),
cosa que implica que ¢, = 0 per tot n senar positiu. En particular, I(¢) = ¢4 = 0, i pel Lema
2.2.10, H(¢) = 2. Com el coeficient de grau 1 de ¢, és p i el de grau ¢*? és —1, aix0 és
equivalent a dir que ¢,(x)/2 compleix les hipotesis del criteri d’Eisenstein aplicat a p, i per tant,
és irreductible. A més, com p és inert en K, ¢,(z)/x segueix sent irreductible en K, i per aixo,
[F(o[p]) : F] = [F(o[p]) : K]-[K : F] > 2(¢*® — 1). Com a conseqiiéncia,

Gal(F(¢[p])/F) = N(T).
Concretament, Gal(F(¢[T])/F) = N (%) com ja haviem vist a 'Exemple 5.3.12.

Si d és parell, com B = F 2 [T] és un domini d’ideals principals, sabem que existeixen dos primers

diferents 9B, i P de grau d’ = d/2 de B tals que p = PB1P,. Aleshores com Cgl)(x) =Tz —a?
defineix un modul de Drinfeld sobre K i és clar que F(¢[p]) = K(CY[p]), pel Teorema 5.1.1 i
pel teorema xinés del residus tenim que

Gal(F(¢[p])/K) = Gal(K (CV[p])/K) = (B/(p))" = (B/(F1)" x (B/(B2))" = Flo X Floy.
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Per tant, [F(¢[p]) : F] = [F(¢[p]) : K] - [K : F] = 2(¢** —1)? = 2(¢* — 1) i obtenim que
Gal(F(¢[p))/F) =N (3).

Observem que una variacié d’aquest ultim argument també funciona per al cas on d és senar.
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