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Prefaci

Aquest treball sorgeix a partir del seminari de Teoria de Nombres de la
Universitat Autonoma de Barcelona impartit el segon quatrimestre del curs
academic 1995-1996 sota el titol:

Punts de grau d en corbes algebraiques.

El seminari es centra en l'estudi de la finitud del conjunt de punts d’una
corba algebraica, definits sobre cossos de nombres de grau més petit o igual
que d. Per a d = 2,3, es va demostrar que el problema anterior és equivalent
a determinar l'existencia de morfismes de grau 2, 3 respectivament, de la
corba a la recta projectiva o a una corba elliptica.

El nostre treball consisteix en estudiar la finitud dels conjunts dels punts
quadratics (d = 2) a la familia de les corbes modulars Xo(N) i, per tant, en
determinar quins d’aquests X, (V) admeten un morfisme de grau 2 a la recta
projectiva o a una corba elliptica.

El primer cas fou resolt completament per Andrew Ogg ([30]). En quant al
segon cas, es coneixen fins ara llistes parcials de corbes bielliptiques com les
donades per Marc Hindry ([19]) per a N primer i les de Joan Carles Lario
peradtfNi9tN.

El treball que presentem tanca el problema plantejat i ofereix un estudi
aprofundit del grup d’automorfismes de X(N) i a la vegada de certs aspectes
importants de les parametritzacions modulars.

Voldria agrair I’ajuda inestimable del director del treball de recerca, Sal-
vador Comalada i Clara, per les seves indicacions i ajudes. Igualment voldria
agrair al Departament de Matematiques de la Universitat Autonoma de
Barcelona el seu suport tecnic en la realitzacié d’aquest treball.
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Capitol 1

Introduccio

Sigui Xo(V) la corba modular corresponent al subgrup I'y(N) del grup mo-
Z ) € SLy(Z) amb N|c.

Andrew Ogg [30] va determinar que hi ha dinou valors de N pels quals la
corba modular Xy(N) és hiperelliptica, és a dir, existeix un morfisme ¢ de
grau 2 a la recta projectiva:

dular, definit per les matrius

¢ : Xo(N) — P!

Aix0 té com a conseqiiencia 'existencia, per a aquests dinou valors de N,
d'una involucié v € Aut(Xy(N)) que és tnica i tal que Xo(N)/v = P! El
resultats d’Ogg sén els segiients:

Teorema. N = 37 és [inic cas en el que Xo(N) és hiperelliptica amb una
involucid v ¢ SLy(R).

Teorema. Hi ha exactament divuit valors de N, N # 37, tals que Xo(N) és
hiperelliptica. Per a N =40 i N = 48 la wnvolucié hiperelliptica v no és del
tipus Atkin-Lehner. La resta es llegeix a la segiient taula:

N| v |N|wv

22 W11 39 W35
23 W23 39 W39
26 W6 41 W41
28 Wwr 46 Wa3
29 Wa9 47 Wyt
30 W15 50 Ws0
31 W31 59 Ws9
33 | wyy || 71 | wny




~10 1
~120 10 ) = wsSywsSaus

(veure notacid capitol 3). El cas N = 48 correspon a la involucio v =
—6 1
( 48 6 ) = w352W1652W16-

El nostre treball consisteix en determinar quan la corba modular Xy (V)
és biel'liptica, és a dir, hi ha un morfisme de grau dos a una corba elliptica.
Hem obtingut el segiient resultat(genere sempre superior o igual a 2):

El cas de N = 40 correspon a la itnvolucio v =

Teorema. Hi ha exactament quaranta-un valors de N pels quals la corba
modular Xo(N) és bielliptica. A més, Xo(N) admet una involucio bielliptica
del tipus d’Atkin-Lehner a excepcid del cas Xo(72) = Xo(233%). El llistat
d’aquests N, N # 72, és el seguent:

2212628301 33134]35] 37 | 38 | 39
10142143144 (454850 51 | 53 | 54
55| 56| 60| 61]62|63]64| 65| 69 | 75
7981838992 94| 95| 101 119 151

Ens adonem del segiient fet curiés: per a la corba X((72), podem escollir
les involucions wg, wg d’Atkin-Lehner de la segiient forma:

1 =81 191
ER-128) T3 (2 9

a on els coeficients de les matrius sén particularment baixos. Aquest fet,
diem-ne excepcional, es produira en general per a qualsevol X(a’c?) si i sols
si equacié diofantina a® — ¢? = 1 té solucié. Davant d’aquesta situacié i del
resultat del teorema ens formulem la segiient pregunta: Hi ha alguna possi-
ble relacié entre corbes bielliptiques del tipus Xo(a’c?) que no admeten cap
involucié bielliptica d’Atkin-Lehner i la resolucié de la equacié diofantina
a’ —c? =1, a,b, c,d nombres naturals amb b,d > 2, a,c # 17?

Per a demostrar el teorema anterior s’utilitzen les tecniques de reduccid
modul un primer p, p ¥ N, per a reduir-nos a un numero finit de casos,
que es van estudiant gracies al coneixement del grup Aut(Xo(N)).

El treball conclou amb un plantejament del problema mitjancant parame-
tritzacions modulars i un petit apendix a on s’ataca via les representacions
de les involucions en 'espai cotangent de Xo(NV).



Capitol 2

Corbes hiperelliptiques i
bielliptiques

Considerem C' una corba projectiva no singular (és a dir, completa) sobre un
cos k algebraicament tancat.

Definicié 2.1. Diem que la corba C' és hiperelliptica si té un gi, és a dir, si
existeiz un morfisme ¢ : C' — P amb deg(p) = 2.

Sigui ¢ : C — Jac(C) aplicacié natural i considerem 'objecte S2C' =
C x C/8; iTaplicacié
¢ 1 S2C — Jac(O)
que, donada a nivell de punts, consisteix en ¢ (x 4+ 25) = @(x1) + ¢(x3),
x; € Ci=1,2. Sifixem un punt 4 = a; + a de S2C:

¢(2)

Si C' és hiperelliptica aixo implica 'existencia de sistemes lineals de grau 2
no trivials i, per tant, 'aplicacié

-1

P (W) = |U| = {divisors positius K(C) — equivalents a 4} c S%C.
(

S2C — Imag(¢™®)

no és bijectiva.
Observem, perd, que en aquest cas S2C conté la recta projectiva via

P! — S2C
z— ¢ ' (z)

Reciprocament, si S?C conté una recta projectiva llavors C' és una corba
hiperelliptica, del fet que el P! va a un punt en Jac(C), es a dir, déna sis-
temes de grau 2 no trivials (¢ no és injectiva).
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Anotem tot seguit alguns resultats sobre corbes hiperelliptiques, tot obser-
vant que si C' és hiperelliptica existeix una involucié v € Aut(C) anomenada
involucié hiperelliptica complint ¢ = ¢ o v.

Proposicié 2.2. La projectivitzacié ¢’ : C — PI9=! donada per |Kc|, el
divisor canonic de C, és una immersio (és a dir és injectiva i la diferencial
també) si i només si C' no és hiperelliptica.

Proposicié 2.3. Considerem car(k) = 0. La involucié v que fa la corba C
hiperelliptica és unica. A més, si C' és una superficie de Riemann, és del
centre del grup d’automorfismes de C'.

Com a conseqiiencia immediata del Teorema de Riemann-Roch tenim:

Proposicié 2.4. Sigui C una corba no singular sobre un cos k amb car(k) =
0. Llavors C' és hiperelliptica si i només si té una involucio amb 2g+2 punts
fizos, on g denota el génere de C.

Proposicié 2.5. En la situacid de la proposicio anterior, si v €s la involucio
hiperelliptica, l'aplicacio que defineix en les diferencials requlars actua com
-1. Aquesta propietat caracteritza el fet que C' sigui hiperelliptica.

Fins ara C denotava una corba no singular definida igual que 'aplicacié
@ sobre un cos k algebraicament tancat; volem, pero, fer un estudi aritmetic
de la propietat que una corba sigui hiperelliptica, és a dir, si C' denota una
corba hiperelliptica definida sobre K complint K C k cal preguntar-se si ¢
esta definit sobre K.

Proposicié 2.6. Si C hiperelliptica esta definida sobre un cos K de génere
meés gran o igual que dos, llavors C' és hiperelliptica sobre K; és a dir

0:C — P
de grau 2 tot definit sobre K.

Demostracid. Sigui m : C — P! morfisme de grau 2; llavors per a cada
§ € Gal(K|K) obtenim un morfisme també de grau 2; 7° : C' — P'.Pel fet
de tenir C' genere superior a 1 s’obté que 7 i 7° difereixen en un element
& € Aut(P') = PGLy(K): 7° = & o . Construim una aplicacié:

¢ : Gal(K|K) — PGLy(E)
0 &5

Donats 0,0 € Gaﬁ?ﬁ() es té que §p5 = £20&;s i, per tant, aixo ens déna un co-
cicle en H'(Gal(K|K),PGLy(K)). Del fet que H'(Gal(K|K),PGL,(K)) =

4



0 (generalitzacié del teorema 90 de Hilbert) podem escriure &, = ¢ o ;"
amb ¢; € Aut(P'). Finalment laplicacié

p=plom:C — P!
esta definida sobre K. m
Anem a analitzar la situacié quan a S?C hi tenim una corba elliptica.

Definicio 2.7. Diem que C' és una corba bielliptica si existeir una aplicacio
0 :C — E amb deg(p) =2 on E denota una corba elliptica.

Observem que, igual que en el cas hiperelliptic, si C' és bielliptica I’aplica-
ci6 ¢ defineix una involucié v € Aut(C) que anomenarem involucié biel-
liptica. Ara, pero, aquesta involucié no és necessariament tinica ni té perque
pertanyer al centre de Aut(C).

Proposicié 2.8. Si C|y (car(k) = 0) és una corba no singular que és biel-
liptica, llavors la involucio bielliptica té 29 — 2 punts fixos.

Es clar que si C' és una corba bielliptica llavors S?C conté una corba
elliptica. Anem a veure un resultat en la direccié reciproca.

Teorema 2.9 (Harris-Silverman,[18]). Si C} és una corba bielliptica, i si
C1 — C és una aplicacio finita, llavors tenim que C' és bielliptica o hiperel-
liptica.

Demostracio. (sketch) Denotem per o : €7 — C laplicacié de grau finit
entre Cy 1 C'iper ¢ : C; — E amb deg(y) = 2. Sense perdua de generalitat
podem suposar que el genere(C') > 3. Considerem V', 'espai de les dife-
rencials regulars de C a on la involucié donada per ¢ hi actua com a -1; i
considerem W = o*"Y(V) dins les diferencials regulars de C'; es prova que
W té codimensio 1 respecte de tot 1’espai de diferencials regulars de C' del
fet segiient:

Teorema. Siv és una involucio bielliptica d’una corba de génere g definida
sobre k amb car(k) = 0, llavors v actua a les diferencials requlars com a -1,
llevat d’un subespai 1-dimensional.

Considerem llavors I’aplicacié donada pel sistema lineal W; anomenem-la

Pw-

i denotem B = ¢)/(C). Es prova que B no és birracionalment equivalent a
la corba C' (del fet que C; era bielliptica). Si dimy(W) = g aleshores W és

5



I’espai de totes les diferencials regulars i, per la proposicié 2.2, C' és hiperel-
liptica. Per tant considerem dimy(W) =g — 11 ¢y : C — P92, Com que
@ 1o és birracional entre C'i B, la corba E es troba dins del producte fibrat
simetric C' xg C' = % (que es defineix com la unié de les components
irreductibles del producte ordinari, traient la diagonal, modul la involucio
que permuta els factors):

E — Cx B C

e — (pur(er), par(e2))

on ¢(e;) = e. Pensant B dins de C' xg C' tenim una aplicacié no constant de
E — B i, per tant, B té genere 0 o 1.

Si deg(pn) = 2 s’acaba: B és la corba elliptica o recta projectiva buscada.
Utilitzant el fet que tota corba irreductible no degenerada de P9~2 té com a
minim grau g — 2 obtenim:

29 —2 > deg(pn)(g —2)

i de g > 3 tenim que deg(py) < 4 (Observem que si g > 5 l'anterior
construcci6 ens déna directament el resultat). El cas deg(¢p) = 3 no es pot
donar ja que tindria com a conseqiiencia que C' xg C és isomorf a C, pero
C té genere superior a 2. Pel cas de grau igual a 4 cal veure ¢y, : C — B
com a un recobriment i considerar-ne el grup de monodromia GG, que sera un
subgrup de 84 i examinar totes les possibilitats per a G. En alguns casos es
construeix la involucio i els altres casos es veu que no es poden donar per
comparaci6 de generes i I'estudi de ramificacions. O

Teorema 2.10 (Harris-Silverman). Sigui C' una corba projectiva llisa o
no singular. Si el producte simétric S2C' conté una corba de génere 1, llavors
C' és bielliptica o hiperelliptica.

Demostracid. Sigui E la normalitzada de la corba que conté S2C i sigui
i : B — S2C laplicacié natural. Denotem per 7 : C? — S2C' la projeccié
i per Oy = m*(i,(E)) € Div(C?) el pullback del divisor i(E) dins S?C' via
7. Llavors tenim una aplicacié racional de Cy — E de grau 2, i pel fet
de ser 7 finita, cada component de C, s’aplica exhaustivament a E. Per
aquestes consideracions tenim que C, és irreductible; ja que si no ho fos, tota
component Cs; tindria genere 1, d’on C? tindria corbes de genere 1, pero
aixo és impossible ja que el genere de C' és com a minim 2. Denotem per Cy
la normalitzacié de Cy i j : Cy — C? T'aplicacié natural. Tenim el segiient
diagrama commutatiu:

CQ — CQ
o | I
E — (0®



on deg(p) = deg(m) = 21 Cy és bielliptica. Anem doncs a aplicar el teorema
anterior, on ara Cy fa el paper de C] en la notacié del teorema. Considerem
per aixo les aplicacions v; = p; o j, on p; sén les projeccions de C? a C
(1=1,2);

v : Cy — C

Només cal veure que no séon constants i aplicar directament el teorema 2.9.
Per aixd observem que si en C? denotem per ¢ laplicacié: o(z,y) = (y, z),
aleshores o(j(Cy)) = j(Cs); d’aqui

71(C2) = 72(Ca)

Com que j no és constant, p;0j i pooj tampoc ho sén perque C, és irreductible
i les aplicacions p;|s; no sén constants. l

Quan la corba C té genere superior o igual a 9 tenim un resultat totalment
analeg al del cas hiperelliptic:

Teorema 2.11 (Harris-Silverman). En la notacid i hipotesis del teorema
anterior 1 si el genere de C' és més gran o igual que 9 llavors C és bielliptica.

Per una prova podeu consultar [18] pag 351. Fins ara hem tractat les
corbes bielliptiques de forma totalment algebraica, pensades com a corbes
definides sobre un cos k algebraicament tancat. Anem a fer un petit estudi
sobre el seu comportament aritmetic.

Teorema 2.12 (Harris-Silverman). Suposem que C' sigui una corba biel-
liptica de génere més gran o igual que 6 i definida sobre K. Llavors existeix
una corba elliptica E definida sobre K 1 una aplicacio ¢ : C'— E de grau 2
també definida sobre K. Es a dir, la propietat de ser corba bielliptica baixa
sobre cossos de definicio si el genere de C' és prou gran.

Demostracio. Com que C és bielliptica existeix una corba elliptica £ defini-
da sobre K i una aplicacié ¢’ : C — E' de grau 2 definida sobre K. Anem
a utilitzar cohomologia galoisiana per a baixar-ho. Considerem per a cada
§ € Gal(K /K) Paplicaci6 ¢ : C' — E' també de grau 2 i el producte:

¢/X¢/6:C—>E/><E/6

i denotem per E” = ¢/ x ¢°(C) la imatge. Si C fos birracional amb E”
utilitzant [5] VIIL.C-1:

genere(C) < (deg(y') — 1)(deg(¢'® — 1) + (deg(¢'))(génere(E)) + (deg(¢'®))(genere(E'®)) = 5



Per tant, podem suposar que C' no és birracional amb E”. Considerem la
composicié segiient:

C 90/><_90;6 E" Iﬂ} B
Com que projio(¢' x¢’ 6) = ¢’ que té grau 2, E” és birracionalment equivalent
a E’. De manera semblant, considerant projs enlloc de proj; tenim E”
birracionalment equivalent a E'°. Per tant, per a tot § € Gal(K/K), E' =
E” . iaix{ E' és isomorfa sobre K a una corba elliptica F; definida sobre K.

Canviant E’ per aquesta nova corba F; i canviant ¢ per ¢, també de grau
2, obtenim

p1:C — Ey

amb C'1 E; definits sobre K. Anem a construir un morfisme de grau 2 de
C' a una corba elliptica definit sobre K. Per aixo per cada § € Gal(K/K)
considerem ¢} : C' — E;. Tenim el segiient diagrama commutatiu:

C
('0‘15 1
B2, x 8016(0)&'E1
egal(0)
Observem que obtenim una aplicaci6
egal : Gal(K/K) — Aut(E)
(on Aut(FE;) denota el que alguns llibres denotem per Isom(E;). No estem

exigint que el 0 vagi al 0) que compleix que ©} = egal(d) o ¢ per a tot
d € Gal(K/K). Es satisfa, a més, el segiient diagrama commutatiu:

C

egal! 5@



d’on obtenim que egal ens defineix un 1-cocicle i, per tant, un element
de HY(Gal(K/K), Aut(E;)). Recordem el segiient resultat sobre twists de
corbes elliptiques:

Teorema. Sigui B|x una corba elliptica. Per a cada twist B'|kx de Bk
elegim un isomorfisme ¢ : B' — B i definim Uaplicacié & = ¢° o ¢~' €
Isom(B)

1. & és un 1-cocicle. Denotem per {£} la corresponent classe de cohomolo-

gia a H (Gal(K/K), Isom(E))

2. La classe de cohomologia {£} ve determinada per la classe de K —
isomor fisme de B', independentment de [’eleccio de ¢. Obtenim una
aplicacto natural:

Twists(B|g) — H (Gal(K /K), Isom(E))

3. L’aplicacio definida en ’apartat anterior és una bijeccio, és a dir, els
twists de B|g, llevat de K — isomorfﬁme, estan en correspondencia
bijectiva amb els elements de H (Gal(K /K), Isom(B)).

Per a una prova de I'anterior resultat un pot consultar [35] cap.12 §2.
En la nostra situacid, al nostre egal li correspon un twist de Ej i, per tant,
una corba elliptica F definida sobre K i un isomorfisme definit sobre K,
A\ E — Ej tal que egal(d) = M o A™! per a tot 6 € Gal(K/K). Considerem
la composicié ¢ = Atog; : C — E. ¢ és una aplicacié de grau 2 i observem
que

(A o)’ = (A1) o egal(d) o o1 = A o N oA 0 oy

i per tant obtenim ¢ : C' — E tot definit sobre K, tal i com voliem demostrar.

[]

Si C' és una corba complexa no singular i projectiva (és a dir completa), anem
a preguntar-nos sobre els seus punts Q-racionals, o millor, els seus punts K-

racionals, on K és un cos de nombres. Observem, és clar, que #C(Q) = oo.

Teorema 2.13 (Faltings). Si el génere de C' és mes gran o igual que 2 i
K és un cos de nombres, llavors el nombre de punts K-racionals és finit.

Per una prova podeu consultar [15].
Per tant, fixat un cos de nombres L sempre el conjunt dels punts L-racionals
és finit per una corba llisa C' definida sobre un cos de nombres K. FEns
plantegem la segilient qiiestio: fixem un natural d i considerem el conjunt:

Ty(C,L) ={P e C(F)|[F: L] < d}

9



on F recorre totes les possibles extensions de grau inferior a d respecte del
cos L. Anem a estudiar com és #I'4(C, L).

Teorema 2.14 (Abramovich-Harris). Sigui C' corba llisa definida sobre
K. Pel casd=2,3 id=4 amb génere de C' diferent de 7, es té:

#I'y(C, L) = oo per alguna extensio L|K finita si i només si C admet un
morfisme f:C —PL o f:C — E amb deg(f) < d.

Per la prova de 'anterior resultat podeu consultar [1].
No obstant anem a explicitar un xic ’anterior resultat per a d = 2. Per a la
prova caldra utilitzar el celebrat resultat de Faltings

Teorema (Faltings). Sigui X una subvarietat d’una varietat abeliana defi-
nida sobre un cos de nombres K, aleshores existeix un numero finit de punts
racionals P; € K i subvarietats abelianes B; C A tal que X(K) = UP;, +
B;(K).

Per a una prova de 'anterior resultat veieu [12].

Demostracié. (Cas d=2). Veiem que #I'9(C, L) = oo per a tota extensié
finita de K <= (' és hiperelliptica o bielliptica.
<) Es obvi si C' és hiperelliptica. En el cas de ser bielliptica sols cal observar
que per a F|L existeix una extensié finita L’ on #E(L') = oo.
=) Si C no és ni hiperelliptica ni bielliptica veurem que #I'5(C, L) < oo
per a tota extensi6 finita L de K. Fixem un L. Si T'5(C, L) = () ja estem; en
cas contrari, sigui P € I'y(C, L) i sigui P’ el conjugat respecte de la extensié
L|L. Definim

¢? 1 S2°C — Jac(C)

a+@—la+e—P—P

Per ser C' no hiperelliptica ¢® és injectiva , a més, I'aplicacié esta definida
sobre L. Pel teorema de Faltings tenim que W5(L) = Im(¢®)(L) es pot
escriure com

Way(L) = UP, + B;(L)

on les B; son subvarietats abelianes de dimensié menor o igual a 1; pero com
que C no és bielliptica ni hiperelliptica, S?C' no conté ni corbes elliptiques
ni rectes projectives. Aixi de S*C = W, tenim B;(L) = 0 i #Ws(L) < oco.
Aleshores podem definir ’aplicacio:

FQ(C, L) — SQC(L)
P— P+ P

que és 2 a 1, com a molt, i, per tant, obtenim que #I'5(C, L) < oc. O]
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Quan el genere de C' és més gran o igual a 6, utilitzant els resultats aritmetics
obtenim que

#I'5(C, L) < oo per a tota extensi6 <= C no és ni hiperelliptica ni biel-
liptica sobre K.

L’anterior resultat ens diu que el nombre de punts quadratics sempre és finit
per a tota corba ni hiperelliptica ni bielliptica.

Nota 2.15. En la prova de l'anterior teorema d’Abramovich-Harris, de ’arti-
cle [1], es prova que si el génere de C' és > 3 llavors, si Wo(C') conté una
corba elliptica definida sobre L i C' no és hiperelliptica, es pot definir un
morfisme de grau 2 sobre L entre C' i la corba elliptica de Wo(C).

Tenim utilitzant I'anterior nota la segiient versié més aritmetica:

Proposicio 2.16. Sigui C llisa definida sobre K de génere > 3. Llavors
#I'5(C, K) = 00 si i només si C' és hiperelliptica o bielliptica sobre K a una
corba elliptica E amb ranky(E) > 0.

Demostracio. <) obvi.=) Raonant igual que en la prova anterior obtenim
una corba elliptica en Ws(K) amb rankg(E) > 0 i aixi un morfisme de grau
2al,de C aFE, tot definit sobre K. n

Podem aplicar els anteriors resultats a les corbes modulars X, on I' és un
grup fuchsia de primera especie. Sigui K el cos de definicié d’aquest I'.
Llavors

Corollari 2.17. Si Xt no és ni bielliptica ni hiperelliptica #I's(Xr, L) <
00, per a tota L extensio algebraica finita de K.

A més, si Xt és bielliptica a una corba elliptica E amb ranky(E) =0, on L
és una extensid finita de K, s’obté també que #T'5(Xt, L) < oc.

En particular, quan T' = T'o(N) podem prendre K = Q.

Demostracio. Sols cal fer notar que pels grups modulars es donen models
definits sobre un cos K que esta caracteritzat en [37] i en el cas particu-
lar indicat es comprova que és Q (consultar el capitol 7 §3 de 'esmentada
referencia). O

11



Capitol 3

El grup d’automorfismes de
Xo(N)

3.1 El normalitzador de I'y(N)

El fet d’interessar-nos en l’estudi del normalitzador de T'g(N) en SLy(R) és
degut a que si v € SLy(R) hi pertany llavors

VT = PBoyT

on [y, 02 € I'g(N) i, per tant, ens defineix un element de Aut(Yy(N)) on
Yo(N) = H/To(N), que s’estén de manera tinica a un element de Aut(Xy(N)),
per 'accié a les puntes de Xo(N).

Denotarem per Norm(I'o(NN)) el normalitzador de I'y(N) en SLs(R).

El teorema principal d’aquesta seccio és el segilient:

Teorema 3.1.1 (Newman). Considerem N = o2q amb q lliure de quadrats,
o,q € N. Sigui v :=v(N) = (0,€), on € = med(a—d) i a,d son enters recor-

rent el conjunt b ) € ['o(NV). Aleshores,

a
Nc d
M € Norm(Lo(N)) si i només si M és de la segiient forma:

rA ﬁ
i %)

amb r,u,s,1 € Z i 6|q, A|Z.

Anem a demostrar 'anterior resultat; per aix0 necessitem alguns previs.
Es demostra en [28] que si H < SLy(Z) que compleix I'g(N) < H llavors
H =Ty(M) amb M|N. Aixo prova:
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Lema 3.1.2. El normalitzador de T'o(N) en SLo(Z) és T'o(N/W).
Anem a fer un estudi del valor de W.

Lema 3.1.3.
U =o(N)=2"3"

amb = min(3, [fv2(N)]) i w = min(1, [vs(N)]).

Demostracio. Denotem W = ( } (1) ) 17T = ( (1) } ), com que Wv e

To(4) tenim que W-vTWv € y(N), don L = 0(mod q) i, per tant, ¥|o.
Veiem tot seguit que v = v(N)|W. Efectivament, si denotem un element
arbitrari de I'o(N) per A = ]\C;C Z ) es prova que W RN AW RN €
Fo(N) 1 aixi v(N)|W. Tot seguit observem que, triant en A c=1id =k
amb (k, N) = 1, de W™ ¥ AW ¥ € T'y(N) s'obté que U|(k2 — 1) i d’aqui es
dedueix facilment que W|2#3. En efecte, per a N senar prenem k = 2 i per
a N parell posem N = 22N N; | triem A tal que AN; = —1(mod 2v2V)) i
prenem k = AN; — 2.

Finalment un senzill argument utilitzant valoracions ens permet provar que
U = v(N) = 2#3“. Per exemple, quan N = 0(mod 9), 3|o per a A € T'x(N)
tenim ad = 1(mod 3) on 3|(d — a) i, per tant, 3|¥. Els altres casos es
desenvolupen de manera semblant. l

Anem a demostrar el teorema.

a

) un element del nor-
vl

2

malitzador. Llavors MT M1 = L= (;47 o
- 1+ ay

M(1 O)Ml_(1+NﬁL —Nj3? )

Demostracio. [Teorema] Denotem per M =

) eTp(N) i

N 1 N2 1—Npe
R U
Veiem que podem escriure M = /8 ( Soq f{; ) , on recordem que d|q i
R

det(M) = 1. Per a veure aix0 utilitzem les expressions anteriors que permeten

posar «, 3,¢,7 de la segiient manera: o = u\/&; = g\/g p L= 8y/p i

v = oqu, /%. De det(M) = 1 obtenim que t' = € i utilitzant, a més, que

o’ €Zi? €Ziquedet(M) =1 obtenim que t'|¢ d’on s’obté el resultat.
Tot seguit observem el segiient:
M és del normalitzador si i només si VA € Tg(N): MAM™ € T4(N), és a
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dir, si i només si (a — d)RU = (a — d)SV = 0(mod o) YA € T'o(N). Llavors
notant € = mecd(a — d) tenim RU = SV = 0(mod %) i d’aqui podem escriure

R =7rA, V =IA, amb r,l € Z i A tal que A|Z. Aixi podem escriure

SN _ sN : U _ w . . , .
25 =251 5 = 55, on s,u € Z i obtenim la férmula per a la matriu M

com en 'enunciat del teorema. O

Anem tot seguit a caracteritzar el normalitzador anterior com a grup mit-
jancant generadors i relacions, és a dir, anem a estudiar el grup quocient
Norm(T'o(N))/To(N).

Abans, pero observem que si M € Norm(I'g(N)) i ¥y és I'element dins
Aut(Xo(N)) que defineix, llavors rM, amb r € R, defineix el mateix au-
tomorfisme. Per tant, el que ens interessa estudiar és el normalitzador en
PGL; (R) que és el mateix que el PGL; (Q) pel fet de ser Q dens en R;
i és clar que aquest normalitzador modul constant coincideix amb el de
SLy(R). Anem doncs a definir els elements que generen les classes laterals
(Norm(I'g(N)) : T'g(V)) i a fer un comentari sobre la seva estructura.

Definicié 3.1.4. Fizem N. Per a cada divisor m' de N amb (m', N/m') =
es defineix la involucio d’Atkin-Lehner w,, com:

ma b
Wm' =\ Ne m'd

on m'ad — %bc = 1. (Igualment anomenarem involucid d’Atkin-Lehner a
tota matriv que sigui escalar a la anterior ja que defineix el mateix element

en Aut(Xo(N))).

Anem a veure que les involucions d’Atkin-Lehner generen tot el grup
Norm(I'o(N))/To(N) pel cas de v(N) = 1, és a dir, pel casque 4t N 191 N.

En efecte, sigui M € Norm(T'o(N)) i posem M = - < 5:]\,A N ) =

A A
1 orA?
AVe ( sN  vdA?
d’Atkin-Lehner wsaz2; pero és clar que (0A?, 5 A2) = 1 per tenir M deter-
minant 1. Per tant, obtenim que tot element del normalitzador es corres-
pon amb una involucié d’Atkin-Lehner. Es senzill de comprovar que aques-

tes involucions d’Atkin-Lehner commuten entre elles i W Wy = Wiy (si
(m/,m"”) =1). Aixi pel cas v(N) = 1:

). Observem que si (§A2 5A2) = 1, M és la involucié

Norm(To(N))/To(N H 7./27.

14



on w(N) = {#primers complint p|N}.

Pel cas de v(N) > 1 apareixen nous elements en Norm(Ig(N)) del fet que
v(N) divideix alguns coeficients de M. Anem a explicitar-ne alguns de con-
crets.

1
Definicié 3.1.5. Definim S, = ( (1) 11’ >

A la literatura s’hi troba la segiient caracteritzacié del grup quocient
Norm(T'o(N))/To(N), que s’enuncia sense cap prova.

Teorema 3.1.6 (Atkin-Lehner,[4],pagl58). El normalitzador de T'y(N)
en PGL3 (R) és el producte directe dels grups segiients:

1. {w,} per cada q primer, ¢ > 5 q| N.
2. (a) Sivg(N)=0, {1}
(b) Sivz(N) =1, {ws}
(c) Sivz(N) =2, {wy,S3}; complint wg = S5 = (weS3)* =1 (factor
d’ordre 12)
(d) Si Ug(N) Z 3,’ {w3v3(N), 53},' on w§v3(N) = Sg =1 iw3U3(N>Sgw3v3(N)
commuta amb Ss (factor del grup amb 18 elements)

3. Sigui X = va(N) i p=min(3,[3]) i denotem per v" = 2" llavors es té:

(a) Six=0 {1}
(b) Six=1; {ws)}

(c) Si X = 2u; {wyuyn), Sor} amb les relacions w3, ), = S, =
(Wowo () Sy ) = 1, d’on té ordres 6,24, i 96 per a v = 2,4, 8 respec-
tivament. (Cal fer notar que pel cas 8 les relacions no defineizen
totalment aquest factor del grup).

(d) Si A > 2/17 { w2u2(N),SU//},' w§v2(N) = S'U,/,l =1 A méS, S’u” com-

v

muta amb Wyvyn) Syryu vy (factor del grup amb ordre 20"%).
Teorema 3.1.7. L’anterior enunciat d’Atkin-Lehner és fals en general.

Demostracio. Considerem la corba modular X(48) i suposem veritat 'anterior
resultat. Aix{ obtenim que Norm(I'z(48))/T'¢(48) = Z/2 x S;. Com que
Z(84)) =1 (centre de Sy), X¢(48) és una corba hiperelliptica i la involucid
hiperelliptica es troba en el seu centre, aquesta hauria de ser del tipus
d’Atkin-Lehner, pero precisament a [30] es veu que la involucié hiperelliptica
no és del tipus d’Atkin-Lehner. O
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El problema en X((48) recau en el fet que la involucié w3 no commuta amb
I’automorfisme Sy i, per tant, el producte no pot ser directe.

Pregunta 3.1.8. Es cert el teorema d’Atkin-Lehner sota la hipotesi ad-
dicional que les involucions d’Atkin-Lehner w v, commutin amb Sz, si
(p,3) =1, i amb Syur si (p,2) =1, sempre i quan S3 i Sywr tinguin sentit?

Hem vist que 'anterior resposta és afirmativa quan no tenim automor-
fismes de la forma S, per algun v'. Es el cas del producte de les involucions
d’Atkin-Lehner. Anem a estudiar-ho en certs casos particulars que ens seran
de gran interes. En aquests casos la resposta a la pregunta és afirmativa.

Lema 3.1.9. Si 4|N llavors la involucid Sy commuta amb totes les involu-
cions d’Atkin-Lehner w,, amb (m,2) =1 i amb tots el altres S;.

. . E o1
Demostracio. Sol cal observar que si denotem per w,, = \/Lm ( m )

Nt m
s’obté que
2mhk? £ 2Nt mkNt (242m) (2m -+ 2mk+N¢)
Wiy, oWy S9 = 2m 4m
mP02WmI2 Nt(2m4;iqlnk+Nt) m—i-Nt—i-%-l-%—i-JX—rf
De (m,2) =11 4|N veiem que I'anterior expressié és de I'g(V). O

3.1.1 Un estudi per a v(N) =2

Al llarg d’aquesta subseccié considerarem N de la forma N = 2v2M) [T pi",
pi primers diferents, amb v(N) = 2, és a dir vo(N) < 3,1 v3(N) < 1.

Proposicié 3.1.10. Sigui N = 2vz(N) [L p* amb p; primers diferents, amb
vo(N) < 3 i v3(N) < 1. Llavors el teorema 3.1.6 és correcte.

Anem a provar 'anterior resultat.

Lema 3.1.11. Sigui u € Norm(I'o(N)) i escrivim-lo:

1 Ar &
U= —"=—= 1 N 2
SA2 = 1A%

d’acord amb les notacions del teorema 3.1.1(Newman)

Llavors:
s1(6,2) =1,
S



i st (9,2) =2 llavors s’obté

1 nooou
WpA2sU = —= 52/?4]\7 22//
2 V2 2 v

La prova és una simple comprovacié. Anem doncs a estudiar com sén
tots els elements diferents del tipus

1 o
b(r" ", s" V") = — | 2 .
( ) ) ) ) \/5 s2N 21//

Notem que b inicament es dona si N = 0(8).

Lema 3.1.12. Pel cas N = 4(mod 8) tots els elements del normalitzador que
son del tipus a(r’,u', s',v") corresponen a algun element del grup {Ss, w,|S5 =
w? = (wyS2)? = 1} (grup amb 6 elements).

Demostracio. Es despren directament de les segiients igualtats:
a(r',u',s',v") € To(N) & & =4 = 0(mod 2)
a(r',u', s ,0)Sy € To(N) & r'=v = o' =15 =0(mod 2)
a(r’;u', s v Ywy €To(N) &' =0 =04 =5 = 1(mod 2)
a(r' v, s, v wy Sy ETo(N) &' =u' =4
(N) <

a(r',u', s, v)SqwySe € To(N) &' =0 =5 =14 = 0(mod 2)

Il
N
Il
vy
Il
—_ =
4
Il
o O
B
S
SH
)
S~—

a(r',u', s, v")Sawy € Ty

Lema 3.1.13. Sigui N amb va(N) = 3. Llavors tots els elements de la
forma a(r', ', ', 0") i b(r",u", ", v") corresponen a algun element del grup
de 8 elements

{8y, wg|S3 = wi = 1, SowgSews = wgSrws Sy}
Demostracio. Directament de les segiients igualtats:
a(r',u', s v) €To(N) &' =v =14 =5 = 0(mod 2)
a(r',u',s',v")Sy € To(N) &' =v =u =1,5 = 0(mod 2)
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a(r',u', s’ v Y wgSqwg € To(N) & r' =0 =5 = 1,4 = 0(mod 2)
a(r’,u', s, v")SawgSawg € To(N) & 1 =0 = =" = 1(mod 2)
b(r" v, s" v Ywg € To(N) & r" =" =0,4" = s" = 1(mod 2)
b(r", u", 8" v")SawsSe € To(N) & 1" =" =" = " = 1(mod 2)
b(r", u", ", v")Sowg € To(N) < " = 0,u" = " = 0" = 1(mod 2)
(r" u", 8" 0" wgSy € To(N) 0" = 0,u" =" =" = 1(mod 2)
O]

Demostracid. [Proposicid] Sigui dones N = 22" []. p;, amb els p; primers
diferents. Sigui u € Norm(I'o(N)). Si ve(N) < 1 ja esta vist. Conside-
rem doncs ve(N) = 2. Llavors, pels lemes 3.1.11 i 3.1.12, wsu = «, a €
{S9,w4|S2 = w? = (wyS9)* = 11 daqui u = wsa. Com que ws ((6,2) = 1)
commuta amb Ss i les involucions d’Atkin-Lehner commuten també hem
acabat. El cas 8||N es prova utilitzant el mateix argument que pel cas 4||N
iels lemes 3.1.111 3.1.13. O

3.1.2 Un estudi per a v(N) =31 N = 9(mod 27)

Anem a fer un estudi de la veracitat del teorema 3.1.6 pels N complint
N = 9][,p; amb p; primers diferents coprimers amb 3, en tota aquesta
subseccid.

Proposicié 3.1.14. Sigui N com abans i suposem que algun p; compleix
pi = —1(mod 3). Llavors el grup Norm(To(N))/To(N) no és producte directe
dels factors explicitats en el teorema 3.1.6.

Demostracio. Es suficient veure que S no commuta amb w,, si p; = —1(mod
3). En efecte, si escrivim w,, = N ( Nt p )

(pik)? + Nt(1 + 2ik) pik(2%k+1>+(p;,’“+1>(%+pi) >

wPiS?’/wpng == ( Nt 2p; Nt 2Nt
Pi\ Nt(pik) + Nt(5 +pi) Nt(F=+1) +pi(F +pi) (55" +pi)

Per que I'anterior expressié sigui de I'y(N) s’ha de complir que %2“ + J%k €7
com p; =10 —1(mod 3) i aixi k = 1(mod 3). Del fet que det(w,) = 1 tenim
que p;k = 1(mod 3) i, per tant, p; = 1(mod 3). O

Nota 3.1.15. De la prova anterior es desprén que pels N = 9[[,pi, pi
primers diferents (p;,3) = 1, wy, commuta amb S si i només si per a cada
pi es compleiz p; = 1(mod 3) (p; = 1(mod 3) Yi).

18



Proposicié 3.1.16. Pels N = 9]], p; = 9¢ amb p; primers diferents (p;,3) =
1 i p; = 1(mod 3), el teorema 3.1.6 és valid.

Demostracié. Considerem w un element arbitrari de Norm(I'g(N)). Seguint
la notacié del teorema 2.1.1. tenim A =11 v(N) = 3; llavors

wzi(ér )
%

Sl

on 0| []; p;. A més,

roow
wsw = < N 5, ) € Norm(I'y(N))
3

Denotem per a(r’, ', t',v") la matriu que surt de 'anterior expressié. Llavors
s’obté:
a(r', 't v") € To(N) &t =4 = 0(mod 3)

a(r',u' t', v Ywg € To(N) < 1 =" = 0(mod 3)
a(r', v, t',v")S3 € Ty(N) & ' +u' =t = 0(mod 3)
a(r',u', v, v)S2 € To(N) & 2r' +u' =t = 0(mod 3)

a(r',u',t',v")Sswg € To(N) < 1’ = qt’ +v' = 0(mod 3)
a(r’,u' v, v")S2wy € To(N) < 1’ = 2qt’ + v = 0(mod 3)
a(r',u' v, v )weSs € To(N) & ' +u' =o' = 0(mod 3)
a(r’,u' t v weSs € To(N) & ' + 2u' = v' = 0(mod 3)
a(r',u' v, v YweSawy € Ty(N) < v’ = qt' +v' = 0(mod 3)
a(r’,u' V', v)S2weSs € To(N) & o' =2qt' +v' = 0(mod 3)
a(r’,u' ¥ v)SqweSs € To(N) & v’ +u' = 2t/q + v = 0(mod 3)
a(r’,u' V', v)SswyS: € To(N) < 2r' + ' = qt’ + v = 0(mod 3)
[

Corollari 3.1.17. Sigui N = 9q. Llavors, o s’escriu de la forma o = wy 3
on ¢'|q i B € {55, wo|s3 = wi = (wyS3)* = 1}.

Demostracio. Es realment el que es prova en la proposicié anterior. O]
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3.2 El grup Aut(Xy(N))

Considerem Xy(N) la corba modular definida sobre Q ([37] cap 7). Estudiem
aqui, pero, la corba Xy(V)(C) i el seu grup d’automorfismes que denotem
per Aut(Xo(N)).

Recordem que si C' és una corba de genere 0 o 1, llavors #Aut(C') = oco. Per
tant, centrem-nos en el cas de genere més gran que 1. En general, coneixem
la segiient fita:

#Aut(C) < 84(g — 1)

on g = genere(C) > 2.
El resultat més rellevant d’aquesta seccio és el seglient:

Teorema 3.2.1 (Kenku-Momose,[21]). Per a les corbes modulars Xo(N)
amb génere més gran o iqual que dos es té

Aut(Xo(N)) = Norm(Io(N))
si N +# 37,63.

Anem a examinar d’aquest resultat en un cas concret i donar una ullada
al cas general. La idea de la prova de I'anterior resultat passa per 'estudi de
la Jac(Xo(N)).

Lema 3.2.2. Es té la inclusio natural Aut(Xo(N)) C Aut(Jac(Xo(N)))

Anem a fer un estudi del grup Aut(Xo(N)) amb N primer.

Teorema 3.2.3 (Ribet,[33]). Pel cas N primer tot v € End(Jac(Xo(N)))
esta definit sobre Q.

Estudiem doncs com sén els factors Q-simples de Jac(Xo(N)). En els re-
sultats que segueixen N no cal que sigui necessariament un nombre primer.
Considerem 1'algebra de Hecke Q[Tm}(m M=1, Q-algebra commutativa de di-
mensi6 g sobre Q ( veure [37] cap3).

Teorema 3.2.4 (Atkin-Lehner). Sy(I'o(V)) ve generat per vectors propis
respecte de tota l'algebra de Hecke Q[T5,](m,n)=1

(Per a la prova consulteu [4]).
Si f és una forma nova de Sy(I'o(M)) per algun M i normalitzada (i.e. si
escrivim f = > a,q" amb a; = 1) anomenem M el nivell de f i denotem
per Ky el cos Ky :=Q({a,}) (recordem que nova vol dir que és vector propi
dels operadors de Hecke T, amb (p, M) = 1 i, a més, és ortogonal respecte
del producte de Petersson al subespai generat per les formes g € Sy(I'o(D))
amb D|M D # M i g(eT), on e varia entre els divisors positius de M /D).
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Proposicié 3.2.5. El cos Ky és un cos de nombres totalment real.

En la situacié anterior, per a cada immersié o : Ky — C posem of =
> aZq" que és una forma nova també normalitzada de Sy(I'o(M))([37], cap

7).

Per a cada f forma cuspidal de pes 2, nova en el nivell que li correspon,
denotat per nivell(f), i per a cada divisor positiu d complint d| #ll(f) posem

fle, = Yl anq®™ € S3(To(N)), que té com valors propis a, pels T, amb
(n,N) =1, ([4]).

Lema 3.2.6. {f|p,}{.4,) €s una base de Sy(T'o(N)) formada per vectors
propis de [’algebra de Hecke, on f recorre el conjunt de formes normalit-
zades noves de nivell(f)|N i dy recorre el conjunt de divisors positius de
N/nivell(f). Fem notar que tots els elements del subespai {f|p,}a amb f
fixada tenen els mateizos valors propis.

Teorema 3.2.7 (Shimura). Sigui f € S2(I'g(M)) nova. Al conjunt {of},
on o recorre totes les immersions de Ky en C, li correspon un factor de la
Jac(Xo(M)) sobre Q, que denotem per J, .

A més, sim(f) és el nombre de divisors positius de N/nivell(f) llavors s’obté
la segiient descomposicio de la jacobiana sobre Q en factors simples:

Jac XO H {af}
{of}

amb dim(Jopy) = [Kf: Q] i Ky = End(Ji,py) ® Q.
(Per a una prova de I'anterior resultat es pot consultar [38] i [37] cap 7.)
Teorema 3.2.8 (Congruéncia de Eichler-Shimura).

End(Jac(Xo(N))) @ Q = Q[0 (m,n)=1

Després de les anteriors observacions generals retornem al cas N primer.
Pel resultat de Ribet,

Aut(Xo(N)) C Aut(Jac(Xo(N))) @ Q.
Q[T0n](m,n)=1 és una algebra semisimple de dimensié g i m(f) = 1, llavors,
@[Tm](m,N):l =K x...x K,

on K; sén cossos totalment reals corresponent a of; i n és el nombre de
factors Q — simples en els que es parteix Jac(Xo(N)). D’aqui s’obté:

Aut(Xo(N)) € {£1} x ... x {1}
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Per tant, si u € Aut(Xo(N)) aleshores és d’ordre < 2 i esta definit sobre Q.
Estudiem a part el cas N = 37. X(37) té genere 2 i tenim dues diferencials
noves Sy(I'9(37)). Aixi:

Aut(Xo(37)) € {1} x {£1}

Hi ha una involucié v € Aut(Xy(37)) (consultar [25]) que no és d’Atkin-
Lehner, no porta puntes a puntes i és la involucié hiperelliptica de X(37)

([30]); per tant

Z 7
Aut(Xo(37)) = 5 X3

utilitzant el teorema de Ribet.

Definicié 3.2.9. Anomenem v € Aut(Xo(N)), ambv ¢ Norm(Xo(N)), un
element excepcional de Aut(Xo(N)).

Pensem d’ara en endavant N primer, N # 37. Estudiem com és el grup
Aut(Xo(N))eo; és a dir, els automorfismes que fixen la punta de l'infinit.

Lema 3.2.10. Siu € Aut(Xo(N))oo, lavors u = id.

Demostracid. Si{lx, () denota I'espai de les diferencials regulars, és clar que
I’accié de u en el cotangent té valors propis 1. Si tots valen —1 llavors
Xo(N) és hiperelliptica i u la involuci6 hiperelliptica. Perdo Ogg (en [30]) va
provar que si Xo(V) és hiperelliptica, N # 37, llavors u = wy i, per tant, no
fixa la punta de l'infinit.

Escollim doncs dues diferencials wy,ws € Q2x,(n) complint

WioU=wWw] & WaOU= —Wy

que siguin vectors propis de l'algebra de Hecke Q[T,](m,ny=1. Llavors si
posem w; = (300, aiysqs)% podem prendre, sense perdua de generalitat,
a1 = agy = 1. Considerant w = w; + wy tenim una diferencial que no
s’anulla en oo pero w o u = w; — wo s’anulla en oo, en contra de la hipotesi

u(oo) = oco. Llavors, per forga, tots els valors propis sén +1 i, per tant,
u = 1d. O

Teorema 3.2.11 (Mazur). Si N és primer, Z = Jac(Xo(N))(Q)"" i ve
generat pel divisor (0) — (c0), on n = numerador (254)

(Per a la prova consulteu [24].)
Llavors, si u € Aut(Xy(N)), com que es definit sobre Q actua sobre el divisor
(0) — (00) i per tant

(u(0)) = (u(00)) ~m((0) = (c0))

amb m € Z/n.
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Teorema 3.2.12 (Mazur). En la situacic N primer les tiniques possibili-
tats per a m son m = £1,0, :I:%.

(Per a la prova veieu [24].)

Anem a aplicar-ho. m = 0 en la nostra situacié no es pot donar ja que
llavors (0) — (co) seria un divisor principal, i el génere de Xo(N) zero. Si
m = +5 llavors (3,n) =1, i de m? = 1 tenim 1 = 9(mod n) i es comprova
que l'anterior congruencia mai es produeix.

Per tant, m = £1; si m = 1 llavors (u0) + (00) ~ (0) + (uoo) i pel lema
podem pensar uoco # oo, d’on s’obté que Xo(N) és hiperelliptica i u = wy.
Sim = —1, (u0) + (0) ~ (00) + (ucc). Si woo # 0 llavors és hiperel-
liptica i raonant igual que abans arribem a contradicci6. Per tant, uco = 0 i
wy ou € Aut(Xo(N))oo d’on, pel lema, u = wy, provant finalment:

Teorema 3.2.13 (Ogg). Pera N primer, N # 37, Aut(Xo(N)) = {1, wn}.

Anem a fer I'estudi general. Per a l'estudi del cas N lliure de quadrats
es pot consultar [31]. La prova en el cas general es troba en [21] utilitzant
tecniques de [11].

El problema principal en el cas general és que no tenim un resultat de Ribet
tant bo, i.e., no tot End(Jac(Xo(N))) esta definit sobre Q i per tant la
congruencia de Eichler-Shimura no és del tot ttil.

Constru™ im una nova descomposicié de la jacobiana.

Definicié 3.2.14. Donada f € Sy(I'o(IN)) vector propi de tots els operadors
de Hecke Q[Tm](m,N)zl, s’anomena de multiplicacio complexa si existeir un
caracter de Dirichlet X d’un cos quadratic imaginari Q(v/—D), de discrimi-
nant D, amb conductor ¢, que satisfa:

a, a€QHW-D), a=I1(modr)
M(a) = (Z2) a, a €, (a, DNor(r)) =1

i fos’escriv com f(z) = > AMW)exp(2miNor(U)z) , on U # (0) recorre el
congunt de tots els ideals enters primers amb t.

Denotem per Vo ®C 'espai generat per les formes modulars amb multipli-
cacié complexa, i Vg ®C 'espai generat per les formes modulars que no tenen
multiplicacié complexa; d’aqui obtenim una particié de 'espai cotangent de
Jac(Xo(N)) i també de la propia Jac(Xo(N)) ([38])

Teorema 3.2.15 (Shimura). Jac(Xo(N)) ~g Ju X Jo on Ju, Jo denoten
els factors de la jacobiana que tenen per espais cotangents Vg @ C 1 Vo ® C,
respectivament.

Llavors, End(Jac(Xo(N)) ® Q = End(Je) @ Q X End(Jy) @ Q
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k(N) = la composici6 dels  cossos quadratics
~ | amb discriminant D , D?|N

Proposicié 3.2.16 (Kenku-Momose). Tot End(Jy) es definit sobre k(N ).
gc = dim(Je) i g = dim(Jp)

Lema 3.2.17. Si genere(Xo(N)) > 1+ 2g¢, lavors tot u € Aut(Xo(N))
esta definit sobre k(N) i aquesta condicié és compleix també si el génere és
superior a 1, per a tot N, N # 26,27 28 29 34 332 3322 3323,

Llavors, via un estudi de Panell End(Jo) @ Q s’obté

Corollari 3.2.18. Tot v € Aut(Xo(N)) esta definit sobre k(N) amb N #
98 99 9233 9333

Pel cas N = 2% 2 lanterior resultat (Corollari 3.2.18) s’obté que el
cos de definicié és k'(N), que denota el cos de classes de Q(y/—1) associat
a ker(£), on € és un caracter del grup d’ideals de Q(y/—1) d’ordre 4 que
satisfa £((a)) = 1 si @ € Q(v/=1)* amb a = 1(mod8) i &((a)) = 1 si
a €Z, (a,2) = 1; i pel cas N = 22332333 és considera el caracter £ # 1
del grup d’ideals de Q(v/—3) complint £((a)) = 1 si @ € Q(v/—3)* amb
a = 1(mod6) i {((a)) = 1si a € Z, (a,6) = 1. Aixi, tot End(Jc) esta
definit a k'(NV), cos associat a ker(§).

Anem, igual que en el cas N primer, a estudiar el grup Aut(Xo(N))eo

Lema 3.2.19. Sigui u € Aut(Xo(N))oo, una involucid. Llavors 4|N, u esta

definida sobre Q i no és la involucid hiperelliptica . (D’on, en particular, Ss

esta definit sobre Q).
S’obté gracies a aquest lema i I'estudi de Ox,(n),00:
Proposicié 3.2.20 (Kenku-Momose). Aut(Xo(N))o = Norm(To(N))oo-

Del fet que Norm(T'g(N)) actua transitivament sobre les puntes k(N)-
racionals o k'(IV)-racionals s’obté:

Proposicié 3.2.21 (Kenku-Momose). Sigui C' una punta k(N)- racional

o k'(N)-racional, segons correspongui; i u € Aut(Xo(N)) on u(C) n’és també
una punta. Llavors u € Norm(Xy(N)).
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Per a estudiar els automorfismes que no envien puntes a puntes, és a dir,
els N tal que Aut(Xy(N)) conté elements excepcionals, ho farem per mitja
d’uns punts concrets de Jac(Xo(N)).

Considerem el divisor (0) — (c0), que també té ordre finit en el cas general
([23]). Fixem u € Aut(Xo(NN)) i considerem el divisor

Dy = ai((0) = (00))

on oy = ul; — Tiu, o, el Frobenius, (I, N) = 1 i T, 'operador de Hecke
corresponent.
S’observa que a; = 0 en Jac(Xo(N)) d’on D; ~ 0. Llavors, siu € Aut(Xy(N))
i 0 béu(0) o bé u(oo) no és una punta, D; # 0.
Proposicié 3.2.22 (Kenku-Momose). Si N # 37,28 29 2233 2333 D, +#
0, { > 5, llavors: wy * (D;) # Dy i ni u(0) ni u(oo) son punts fizos per wy.

Si denotem per [(NN) el primer més petit que divideix N, aleshores de
I'anterior proposicié i 'estudi de punts fixos wx en Xo(N) s’obté que [(N) <
19; provant aixi

Aut(Xo(N)) = Norm(Lo(N))

si v,(N) =0perp=2,35,7,11,13,17,19. Pels altres casos amb N # 37,63
s'utilitzen alguns lemes tecnics i tecniques de reduccié [11].
S’obté, a més, el seglient resultat:

Teorema 3.2.23.

o Eristeizen exactament dos valors de N tal que el grup Aut(Xo(N))
conté elements excepcionals 1 aquests son N = 37 1+ N = 63. En ambdds

casos (Aut(Xo(N)) : Norm(I'o(N))) = 2.
o Aut(Xo(37)) =7Z/2 X Z/2.
o Aut(Xo(63) = Sy x Z/2.

Per a un estudi més exhaustiu de I’anterior resultat es pot consultar [25],
pel cas N = 37, i [14] pel cas N = 63.

3.3 Punts fixos de les involucions d’Atkin-
Lehner

Considerem N = m/m”, (m/,m"”) = 1 i estudiem la involucié d’Atkin-Lehner
Wyy. Anem a veure primer com es comporta respecte de les puntes de Xo(N).
Recordem la segiient caracteritzacié de les puntes de Xo(NV)
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x
d

d recorre tots els divisors positius de N i x el podem prendre modul t; =
(d,N/d) amb (z,d) = 1. Per tant, per a cada d tenim @(tq) puntes.

Proposicié 3.3.1. Les puntes de Xo(N) son de la forma P = on

La descomposicié m'm” = N ens déna una descomposicié tnica de d =
r g gn

Proposicié 3.3.2. Sigui P = w,,(P) = ) Llavors d = d"% | T = t,

d/7

al 8l

T =—xz(mod t') i T = x(mod t").

/
n]z]g ni’ > amb m'u — s% = 1 llavors

!
( T ) mdfwc d"
Wit - Tqr 77
d md/ (md/;sx d/)

Demostracié. Considerem w,,, = (

tenim

Per tant, per veure que d = % és suficient veure que (m;;“ +d”, m(;/,‘?x +d") =
1. Multiplicant per x l'expressié de det(w,,) = 1 tenim m'ux + d’d" —
m’sx —d'd" = x, don (m'ux + d'd",m"sx +d'd") | x ide (d,z) =1 tenim
(m/ux%—dZd’,m”sx—l—d’d”) = (T 4 g, mc/l’,,s”” +d') = 1. Es clar que t = t pel
calcul de d. /
m uxr d//

Denotem per o = < 'l d'muj; ,

a’ ( a7 +d)

Aa = ( mz;// ) Si escrivim A = ( ]\CTLE 2) lavors

) i considerem A € I'g(N) complint

~ N ~ m//

c(ﬁum +m"d) + d(ﬁsx +d)=1 (3.1)
on T = a(ux + d") + 5(%(73,7336 + d')). D’aqui, per un calcul directe
modul ¢ 1 modul ¢ s’arriba al resultat. O

Proposicié 3.3.3 (0gg). w,y no té punts firos (m’ > 1) a excepcid de
m' =4 on les puntes amb d' = 2 son fixades.

Demostracié. Sigui P una punta fixada per w,,. Aleshores m' = d'*, t' = d’
i22=0(modd)o2=0(modd). Com quem’ # 1, per forcam’ =4id =2
i totes aquestes puntes efectivament sén fixades. n

Anem a estudiar com es comporten les involucions d’Atkin-Lehner en els
punts de Yy(N). Per aixo pensem Yy(/N) com l'espai de moduli que consis-
teix en les parelles (E, C'), on E denota una corba elliptica i C' un subgrup de
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E d’ordre exactament N. Diem llavors que dues parelles (Ey, Cy), (Fa, Cs)
representen el mateix punt si existeix un isomorfisme ¢ : Fy — Es tal que
¢(Ch) = Cs.

Anem a estudiar com actuen les involucions d’Atkin-Lehner en (£, C). Po-
dem sempre pensar (E£,C) = (< wi,ws >, %) on 7 = 2L € H; llavors

w w1 o w1
m/ Wy =7 :;TQI

amb vy € T'o(m”). Com que v € SLy(Z), wy (F) = E/C’, on C’ és el subgrup
d’ordre exactament m’ determinat per C. Posem C' = C' + C”. Com que
v € Io(m”): ~(C") = C" i, per tant,
E,., +C"

C )
Aixi, si 7 € H és punt fix per la involucié w,, es compleix que (E,C) =
(E/C',E,y + C"/C"), és a dir, hi ha un isomorfisme ¢ : £ — E/C’ amb
o(C) = B, + C"/C', o, equivalentment, I\ € End(E) amb ker(\) = '

complint:

wn((E,C)) = (B/C',

0—-C —-FE—>FE—Q0
ME)=C'" N =m'o¢, ¢ € Aut(E) i \(C") = C".

Anem a indicar com la expressié anterior permet trobar el nombre de punts
fixos de w,, en Yy(NV).

Fixem-nos primer amb la condicié que F té un endomorfisme /—m' €
End(E). Aix0 ens diu que E és una corba de multiplicacié complexa amb
End(E) @ Q = Q(v/—m'). Recordem-ne alguns resultats d’aquestes corbes
elliptiques que es troben en [37] cap 4.4.

Definicié 3.3.4. Sigui K un cos de nombres. Un ordre O de K és un sub-
anell de K, que conté 7 i és un Z-modul lliure de rang [K : Q]. Tot ordre
en K esta contingut en l'anell dels enters del cos K. Una zarza en K, és
un Z-submodul de K lliure de rang [K : Q]. Si a és una zarza en K posem
O ={f € F|fa C a}. O és un ordre de K que anomenem l’ordre de a i
diem que a és un O-ideal propi.

A partir d’ara K denotara un cos quadratic imaginari.

Proposicié 3.3.5. Sigui E una corba elliptica definida sobre C complint que
End(E)@Q=K, i End(E) =0, O un ordre de K. Llavors E = C/a on a
és un O-ideal propi. A més, per a qualsevol a O-ideal propi, End(C/a) = O.
C/a=C/b siinomés si Iu € K tal que pa = b; d’aqui direm que la classe
dels O-ideals propis esta univocament determinada per la classe d’isomorfia

de C/a.
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Proposicié 3.3.6. Sigui Ok anell d’enters de K @ O un ordre de K. Lla-
vors hi ha un unic enter positiu ¢ complint O = Z + cOk. A més, per a
qualsevol O-ideal propi a, existeir un element p € K* complint pa+cO = Q.

Proposicié 3.3.7. Per a qualsevol ordre O de K, el nombre de classes dels

O-ideals propis és exactament el nombre de classes d’isomorfia de les corbes
elliptiques amb End(E) = O.

Anem a aplicar aquests resultats a la situacié en la que ens trobem. Si
(E,C) és un punt fix de w,, llavors /—m' € End(E) i té un nucli ciclic
d’ordre m/. Aixi Z[v/—m/| C End(E) C O on K = Q(/—m/). Escrivim
m' = myh?. Estudiem el cas amb m; = 2,1(4) m’ > 3. Aix{ tenim: O =
Zl\/—my], d(O) = ?d(Ok) = —c*4my, i O = Z[\/—myc?], on ¢ | h. Pel
fet que té nucli ciclic d’ordre m’ s’ha de complir que ¢ = h; i es comprova
facilment que tot a ideal de O té un subgrup ciclic d’ordre m’. Per tant, s’obté
que el nombre de corbes elliptiques modul isomorfisme amb un subgrup ciclic
d’ordre m’ complint m; = 2,1(4) és igual a h(—4m’).

De manera semblant, si denotem per ¥(m’) = nombre de corbes elliptiques
modul isomorfisme amb un subgrup ciclic d’ordre m’ per m’ > 3, s’obté:

Im') = h(—m') + h(—4m')  m/ = 3(mod 4)
mr= h(—4m’) altrament
Si m” = 1 s’obtenen les férmules de Fricke [17]; si m” > 1 es compleix

AC") = C”. Aixo es tradueix en trobar els n € Z tal que A — n tingui un
subgrup d’ordre m” en el seu nucli. Si m’ > 31m” > 3 senar es veu que n’hi

ha
Mo+ ()

plm”

Per tant, el nombre de punts fixos de w,,, en Yy(N) és

o) L+ (5))

plm”

Per a cada altre cas caldria un estudi particular:

Teorema 3.3.8 (Kluit). Denotem per v(N,m’) = el nombre de punts fizos
en Xo(N) de la involucid wy,; llavors es té:

m' =2 vEem”2)= [0+ (%)H [Ja+ (_72)

plm” plm”

28



-3 Y
m' =3; v(3m"2*3) = { 2 [ Lppmr (1 + ( P >) siA=0,1,2

0 A>2
m' =4; v(dm” 4) = H( ( ) + Z ((d,m"/d))
plm”’ dlm’
Per am’ > 5:
1. N=m;

) h(—4m’) m’ Z 3(mod 4)
v(N,m') = { h(—=4m') + h(—m')  m' = 3(mod 4)

2. N =2 " ambm' = 1(mod 4)

I h(—4m') A=1
(N, m) = { 0 A>1
3. N =2"m" amb m’' = —1(mod 4)
h(—=4m') + 3h(—m/) A=1
v(N,m') = 2h(—4m’) + 2h(—m’)(1 + (=) =2
2(1+ (=2=))v(m/,m) A>2

4. N =2 m'u amb u senar i (m’,2*u) =1

v(N,m') =[]+ (_77”/))@(2%', m')

plu

Per a un tractament dels punts fixos sense utilitzar ’estructura com espai
de moduli de Yy(N) es pot consultar [29] i [22].
Observem que els anteriors resultats ens permeten fer un calcul efectiu, ja
que evidentment () és computable i ¢(s) també. Pel calcul h(—N), si N
és lliure de quadrats, disposem d’un algoritme en [10] pag 228, i pel calcul

general podem escriure —N = — N, f? i aleshores:
N
n(-N) = 2= NofH(l—( )p1>
(=N plf b

on w(D) és el nombre d’arrels de la unitat de 'ordre del cos K amb discri-
minant D. Per a una prova d’aquest resultat es pot consultar [10] pag 228.
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3.4 Xy(N) bielliptiques amb involucions w,,

Utilitzem les taules de [42] per a obtenir, pels N < 210, totes les corbes
Xo(N) que sén bielliptiques i admeten una involucié d’Atkin-Lehner biel-
liptica. Ens centrem en els N amb genere(Xo(N)) > 2; per tant descartem
els N segiients: de Il fins a 21, 24, 25, 27, 32, 36 i 49.

Lema 3.4.1. Pels segiients N la corba modular Xo(N) és bietliptica amb les
involucions bielliptiques que s’indiquen en la taula segient, sequint la notacio
del teorema 3.1.6.

N Involucions bielliptiques
22 Wa, W
26 Wa, W13
28 Wy, Was, SQ’LU4SQ, SQ, w752, w752w45'2
30 wWs, We, W30
33 W33
34 Wa, W17, W34
35 Wy
37 Ws7, QW37
38 W19, W3s
39 w3
42 W14
43 W43
50 W2, Was
51 W17, Ws1
58 Ws3
55 w11, Wss
61 We1
62 w31
65 Wes
69 Was3
75 Wrs
79 Wrg
83 ws3
89 Wsg9
94 Wy7
95 Woys
101 w101
119 w119
151 w131

a denota la involucid hiperelliptica de Xo(37).
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Demostracio. Sols cal notar que si u és una involucié bielliptica té 2g — 2
punts fixos. De la férmula génere(Xo(N)) = 1+ & — 2 — % — = j del
fet que totes les involucions sén d’Atkin-Lehner (4 4 N i 9t N) el resultat
és un calcul directe aplicant el teorema 3.3.8. Pels casos N = 28, 37 sols cal
observar que X(28) X(37) sén corbes de genere 2 i, per tant, tota involucié

que no sigui la hiperelliptica és bielliptica. O]

Igualment, pels casos 4|N o 9|N obtenim el segiient resultat estudiant el
nombre de punts fixos de les involucions d’Atkin-Lehner.

Lema 3.4.2. Pels segiients N la corba Xo(N) és bielliptica.

N | involucions
40 W40
44 W11, Waq
49 | ws, Wy, Wys
48 Wys
54 War, Ws4
50 W7, Wse
60 W15
63 We3
64 We4
81 ws1
92 Wa3

Del fet que si 44 N 191 N totes les involucions sén d’Atkin-Lehner i de
les taules de [42] obtenim:

Lema 3.4.3. Pels segiients N, Xo(N) no és bielliptica(g > 1):

251 291 31 ] 411 46 | 47| 57| 58 | 59 | 66
67 | 70 | 71 | 75| 74 | 77| 78 | 82 | 85 | 86
87| 91 | 93 | 97| 98 | 102 103 | 105 | 106 | 107
109 | 110|111 | 113 114 | 115 | 118 ] 121 | 122 | 123
125 | 127 129 | 150 | 135 | 154 | 157 138 | 139 | 1/1
12 175 ] 145 | 146 | 147] 149 150 | 151 | 154 | 155
157 158 | 159 | 161 | 165 | 165 | 166 | 167 | 169 | 170
175 [ 174 | 175 | 177] 178 | 179 | 181 | 182 185 185
186 | 187 190 | 191 | 195 | 194 | 195 | 197 199 | 201
202|203 | 205 | 206 | 209 | 210

Corollari 3.4.4. Pels N del lema anterior tenim que Xo(N), X1(N), X (N)

no son corbes modulars bielliptiques, a excepcio potser de 23,29,31,41,46,47,59
1 71
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Demostracio. Conseqiiencia immediata del teorema 2.9 i de la caracteritzacid
de les corbes Xo(NN) hiperelliptiques [30]. O
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Capitol 4

L’estudi via reduccio

Suposem que tenim un morfisme
v:Xo(N)— FE

de grau 2.

Sabem, per [37] §7, que la corba modular X, (V) esta definida sobre Q; a més,
podem definir-li un esquema propi i normal sobre Spec(Z) i no singular sobre
Spec(Z[1/N]) [20], denotem-lo per X,(N). Llavors, per cada p t N, obtenim
una corba modular reduida sobre F, que denotarem per Xo(N) ® F,.
Suposem que ¢ esta definida sobre Q i E també. Pel teorema 6.1., [36], E té
un model de Nerén sobre Spec(Z[1/N]) que el denotem per € i, per tant, el
morfisme ¢ : Xo(N) — E puja, per la propietat de models de Ner6n, a un
Spec(Z[1/N]) — mor fisme de Spec(Z[1/N]) — esquemes

0 :Xo(N)— ¢

on la fibra sobre el punt generic ens déna ¢ i la fibra sobre un primer p
amb p t N, la reduccié de 'aplicaci6 ¢ sobre F,. Anem a estudiar com sén
Xo(N)®@F, i Xo(N) @ F,(F,2) que denota el conjunt de punts sobre F . de
la corba reduida Xo(N) ® F,,.

Anotem aqui que la corba modular reduida X(N) ®Fp és un espai de moduli
en els punts que no sén puntes, que ve representat per parelles (£, C') amb
E una corba elliptica sobre Fp i C' un subgrup d’ordre exactament N.

Lema 4.1 (Ogg). Per a tota parella (E,C) de Xo(N) @ F, amb p { N
© E una corba supersingular definida sobre F, es té llavors que (E,C) €
XO(N> ® ]FPGFPQ)'

Per una prova de l'anterior resultat es pot consultar [30].
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Lema 4.2 (Harris-Silverman). Fizat N , denotem per
v(N) = # dels divisors primers de N

H(N) = (SLy(Z) : To(N))
1 per a cada primer p |
") = 2 ThaE)

Llavors, si Xo(N) és bielliptica, tenim.:
2°(N) 4 2n(p)u(N) < #Xo(N) @ Fp(Fp2) < min(2(p + 1)2,p* + 1 + 2genere(Xo(N))p)
si el genere és mes gran o igual que 6; 1
2" 4 2n(p)u(N) < #Xo(N) @ Fp(Fpe) < p* +10p + 1
en altre cas. Sempre i quan en tots els casos es compleixi que pt N.

Demostracid. Veiem primer que #Xo(N) @ F,(F,2) > 2°W) + 2n(p)u(N).
Estudiem possibles punts F,2 — racionals. Totes les puntes unitaries, és a
dir, de la forma 1/d amb d|N i 1 = (d, N/d) estan definides sobre Q i si
p 1 N definiran punts a F,2. Com que n’hi ha 2¢(N) obtenim aixi el primer
sumand de la part esquerra de la desigualtat. Per a veure 'altre sumand
pensem Xo(V) com a espai de moduli de les parelles (E, C') (consultar [11])
on I és una corba elliptica i C' un subgrup d’ordre N de E. Si Elg, és su-
persingular, pel lema anterior (E,C) € Xo(N) ® F,(F,2). Llavors el nombre
de subgrups d’ordre N és p(N), isi ¢ € Aut(E), (E,C) i (E,¢(C)) repre-
senten el mateix punt de Xo(N)(F,2) . Com que [-1]C = C, com a minim
hi ha 2(N)/#Aut(E) punts diferents no cuspidals de Xo(N)(F,2). Sumant
respecte de totes les corbes supersingulars sobre [F, obtenim la desigualtat.

Per a provar 'altra desigualtat, pel cas de genere(Xo(N)) < 5 tenim I'estima-
cié de Weil que ens diu:

#Xo(N) ® IETp(]sz) <p’+1+ 2pgenere(Xo(N))

Pel cas de genere superior a 5 el morfisme ¢ el definim sobre Q i per tant
tenim bona reduccié ja que pt N d’on obtenim

#Xo(N) ® F:tJ(]Fp2) < Q#E(Fp2)

Finalment, #E(F,2) < (p+1)? de la desigualtat |#E(F,) — (¢+1)| < 2(¢)"/?
[35]. O
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Lema 4.3. Seguint la notacio de l'anterior lema, si Xo(N) és bielliptica amb
génere més gran o iqual que 6 llavors:

1
v 4 M) <18 5i 24 N

1

vN) 4 GH(N) <32 51 3§ N
1

ov(N) ¢ gM(N) <T72si5¢fN
1

V) ¢ SH(N) <128 5i T{ N

5
v 4 GH(IV) < 288 si 11 tN

Pel cas de genere inferior a 6 les cotes son respectivament 25, 40, 76, 120,

232.

Demostracié. Es conseqiiencia immediata del lema anterior, en calcular expli-
citament el valor de n(p) pels p corresponents; i dels fets teorics. La férmula
de Deuring i Eichler ens diu que n/(p) = 7’2;41, on n/(p) recorre el conjunt
de corbes supersingulars en caracteristica p. Notem també que tota corba

supersingular en caracteristica p esta definida sobre [F,, si p < 31, per tant
n(p) = n'(p). O

Lema 4.4. Xy(N), X;(N) ¢« X(N) no son bielliptiques, per a N > 344.

Demostracio. Utilitzant 'anterior lema amb les estimacions trivials N <
u(N) i v(N) > 11 pensant que I'iltima corba amb genere inferior a 6 és
X(86), obtenim que si Xo(N) és bielliptica es compleix

N <192 2{N
N <180 3fN
N <210 5f{N
N <252 T{N

N <343 11fN

Per tant, suposem que N és divisible per 2.3.5.7.11. Posem N =
NyNsNsN;Ny; M, on N, = p™||[N. Com que Xo(N) — Xo(N/N,) son
finites, si Xo (V) és bielliptica llavors X((N/N,) és hiperelliptica o bielliptica.
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Hiperelliptica no pot ser ja que la tltima era Xo(71) i 2.3.5.7 > 71. Aleshores
v(N/N,) > 41
1 N
2' 4 —— <18
* 12 Ny —
d’'on N/Ny < 2.12 = 24, impossible ja que N3NsN; N1 M > 24. El fet que
X1(N) 1 X(N) no siguin bielliptiques ve de 'existencia de morfismes de grau
finit: X3 (N) — Xo(V) 1 X(N) — Xo(N), i del teorema 2.9. O

Corollari 4.5. Xo(N) no és bielliptica per N > 210, a excepcié potser de
Xo(240).

Demostracio. Si N no és divisible per 2, 3 o 5 ja hem acabat. Per tant
suposem, que 2.3 .5 = 30|N. Si 7 no divideix N després del 210 1'tinic
cas que es pot donar és 240. Si 7 divideix, llavors N seria divisible per
2.3.5.7=210|N i multiples d’aquest i, com que ha de ser inferior a 344,
obtenim el resultat. O

Fem ara un estudi particular de les corbes que ens queden. Ens centrarem
explicitament en els N < 210 que sén multiples de 4 0 9 i en N = 240. El
motiu va quedar clarament expressat en el capitol anterior, ja que per a 4 { N
191 N existeixen taules dels punts fixos de totes les possibles involucions que
podrien fer Xo(N) bielliptica.

Els casos que estan en la situacié anterior i que no admeten involucions biel-
liptiques del tipus d’Atkin-Lehner son els segiients:

52 68 72 76 80 84 88 96 100 104 108 112 116
120 124 128 132 136 140 144 148 152 156 160 164 168
172 176 180 184 188 192 196 200 204 208 240 90 99
117 126 135 153 162 171 189 198 207

Utilitzant les fites que apareixen en la demostracié del lema 4.4 per a 24 N
i3¢1N deduim:

Corollari 4.6. Xo(N) no és bielliptica per a N =207, 184, 188, 196, 200,
208.

Del fet que si tenim un morfisme Xo(N) — Xo(M) finit amb X, (V) biel-
liptica llavors Xo(M) també és bielliptica o hiperelliptica obtenim pel lema
3.4.3 del capitol anterior que:

Corollari 4.7. Xy(N) no és bielliptica per N =116, 132, 140, 148,156, 16/,
171, 172, 198, 204, 210.

Sigui Xo(V) el model d’Tgusa de Xo(NN). Quan reduim modul un primer
p amb p{ N el nombre de puntes de Xo(N) i Xo(N) ® F, no varia.
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Proposicié 4.8 (0gg,[32]). Per a cada d|N tenim ¢(t) puntes conjugades
(%) de Xo(N); ont = (d,N/d) i ¢ és la o d’Euler.

Llavors < 2

p1 N, modul F, aquestes puntes sén punts de Xo(N) @ F,(F,).

) és una punta Q-racional si t compleix ¢(¢) = 1. Com que

amb ¢(t) = 2. Veurem que aquestes puntes

d
. . - 1 L2
reduides sén punts sobre [F,.. En efecte, siguin a; = ( d ), ay = ( e )

. x
Considerem ara les puntes (

les dues puntes conjugades. Sigui P una punta Q-racional i considerem el
punt de la Jac(Xo(N))
o]+ g — 2P.

Pel fet de ser p(t) = 2 tenim que l'anterior esta definit sobre Q, fent reduccié
modul p obtenim el divisor

ar +ag — 2P

definit sobre [F,,. Si considerem I’accié del Frobenius 7, de [F,,, sobre I’anterior
divisor veiem que, per forga m(c) = g 0 vy, (suposant que la corba modular
reduida no és hiperelliptica ). Aleshores 7 correspon al Frobenius de F,2 i
(o) = ay, i = 1,2, provant que «; estan definides sobre F,2; per tant:

Lema 4.9. Totes les puntes de Xo(N) complint o(t) < 2 son punts diferents
en Xo(N)QF,(F,2), pt N, sempre i quan Xo(N) no sigui hiperelliptica sobre
F

p-

Nota 4.10. Observem que el fet que Xo(N) no sigui hiperelliptica sobre E,
per a molts N, és pot raonar de manera analoga als arqguments anteriors per
a corbes bielliptiques, ja que si tenim

Xo(N)®F, — P!

es compleizen unes desigualtats semblants a la del lema 4.3. ([30] pag455)
i podem substituir el nombre de puntes definides sobre Fp2, pel nombre de
les puntes de Xo(N) definides sobre Q (millor aprozimacié que 2°™)). En
particular, si 4N o 9N, per a tots els 210 > N > 80 la seva corba reduida
modul el primer p més petit, amb p + N, corresponent no és hiperelliptica,
[80]. Fem-ne un exemple: N=99. Hi ha 4 puntes sobre Q, per tant, si fos

hiperelliptica sobre Fy s’hauria de complir la desigualtat 4 + @ < 10, [30]

pag 455. Com que 4 + Y99 - 10 la corba reduida modul p = 2 no és hiperel-

12
liptica.
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Utilitzant, enlloc de 2°™) aquesta millor fita pel nombre de les puntes
definides sobre Fj2 (puntes de Xo(N) amb ¢(t) < 2) obtenim:

Corollari 4.11. Xy(N) no és bietliptica per a N =80, 84, 96, 99, 100, 104,
108, 112, 117, 120, 124, 126, 128, 135, 136, 144, 152, 153, 160, 162, 168,
176, 180, 189, 192, 2/0.

Demostracio. Sigui N = 99. Observem que
1 1
#X0(99)(Fy) > 8+ E,u(99) > 8+ 512.4.3 =8+12=20

pero la condicié de ser bielliptica de genere superior a 6 ens imposa llavors
que #X(99)(F,) < 18, per tant, no pot ser bielliptica. Els altres N es fan
semblantment fent reduccié segons correspongui p =2,3,50 7. O]

Per a acabar el problema de la determinacié de les corbes bielliptiques falta
estudiar unicament els casos segiients:

N =52,68,72,76, 88,90

38



Capitol 5

L’estudi en el cas 4|N

5.1 Introduccio

Per a determinar si les corbes modulars Xo(N), N =52,68,72,76,88 i 90
sén bielliptiques estudiarem totes les possibles involucions a Aut(Xo(N)).
En aquest capitol ens centrarem en les involucions que apareixen quan 4|N i
estudiarem exactament totes les involucions quan 4||N 19 { N seguint 3.1.6.

5.2 Un estudi sobre la involucid S,

5.2.1 Introduccidé

Observem que per a les corbes modulars Xy(/N) amb N = 0(mod 4) tenim

la involucid /
(112,
s=(o 1)

Ens interessa especialment 1’estudi dels seus punts fixos.
5.2.2 L’estudi com a grup fuchsia de 5
Considerem el segiient subgrup de GLo(Q)"
Ty = {( CCL Z ) la,c,d € Z; b € Z[1/2];c = 0(mod 4k) ;ad — bc = 1}
i també considerem, seguint la notaci6 de [4],

FO(N,k):{(CCL Z)]a,b,c,dez; b=0(k); c=0(mod N); ad — bc = 1}

1Un estudi molt semblant és valid per a S,» amb v” > 2
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Nota 5.2.1. Si T € H és un punt fix de la involucid Sy de Xo(4k) llavors T
és un punt elliptic del grup Ty, ja que Xo(4k) no té punts elliptics d’ordre
2.

Lema 5.2.2. FEl grup T'o(4k) és un subgrup de Uy, d’index 2. El grup [y
és un grup fuchsia de primera espécie i les seves puntes es corresponen amb

QU {o0}.

Demostracié. De ¢ = 0(mod4k) tenim sempre a,d senars com elements de
[4x. Per tant, en multiplicar dos elements que no sén de I'g(4k) obtenim un
element de I'g(4k). Aix0 prova que 'index és 2.

Per a veure que I'y, és un grup fuchsia cal provar que donats dos punts
7,7 € H es tenen entorns U,V en H de 71 7’ tals que el nombre de v € 'y,
YU NV # () és finit. Suposem que aixd no succeis: 3 7,7 on YU,V obert
de 7,7’ respectivament hi ha infinits v € 'y, complint yU NV # (). Triem
entorns U de 71V de 7’ de la segiient manera: siguin U’ 1V’ entorns de 71 7/,
respectivament, complint que el nombre de § € I'y(4k) tals que pU' NV’ #
() és finit. Igualment siguin U”,V” entorns de 7 i v, 17/, respectivament,
complint la mateixa condicié anterior. Denotem V"' = v, =1V’ N V", entorn
de v, 7'/, i prenem V = y,V"” i U = U' N U". Llavors com el nombre de
a € Iy, complint aUNV # () és no finit. Despreciant un nombre finit, podem
pensar que cada « € T'y; és de la forma «; = v10;, on v1 € Ty 1 B; € To(4k).
Com que suposem I'y, no fuchsia aleshores v 3;U NV # 0 i, multiplicant per
vt BUNV™ #£ ). Aixo entra en contradiccié amb 'eleccié de V' i U.
Finalment, Iy és de primera especie per ser-ho I'g(4k). Per a veure que Ty
té les mateixes puntes que I'g(4k) és suficient el segiient resultat:

Lema 5.2.3. Siguin I', I dos subgrups (de SLs(R) )d’index finit entre ells
i discrets. Aleshores I' i IV tenen el mateiz conjunt de puntes.

Per una prova [37] §3. O
Per tant, l'estudi de la involucié S; ve lligada a l'estudi de l'anterior grup
fuchsia de primera especie. La determinacié dels seus punts elliptics i els

seus punts parabolics ens permet de calcular el génere de I'y,\H, que no és
res més que el genere de la corba Xo(NV)/Ss.

Lema 5.2.4. Sigui ¥(Ny) el nombre de punts fizos de Yo(N) per Sy. Llavors

I(No) < 2(JJ(1+ (‘—1))) si N = 4(8)?

pIN p

2Notem que a la practica sempre podem determinar exactament aquest valor utilitzant
la proposicié 5.2.10
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P (N2) =0 si N =0(8)
Demostracio. Sigui 7 € Yo(N) punt fix de Ss, llavors:

(412)e-r

amb v € T'o(N), v # id. De

02/) 01 0o 12 )77
(1 O)(l 1><1 0 )
((1) 1)27:<é 192)77
((1) 192)7:5<(1) 1?2)

amb ¢ € I'y(4k, 2) obtenim

1 1
(0 1)27':527'

Per tant, considerant I'aplicacié

™+ Yo(N) — Yo(N/2)

obtenim

I de

multiplicar per 2, veiem que 27 és un punt elliptic de I'q(N/2). Com que
o té grau 2 i com que ['o(M) no té punts elliptics d’ordre 2 si M = 0(4)
i quan M = 2(mod 4) n’hi ha [],, (1 + <_71>), obtenim el resultat amb
M = NJ2.

Estudiem el comportament a les puntes.

x
d
fixes per Sy son les que compleizen que existeix algun enter k tal que d = 2tk
i va(tk) > 1. Es a dir, els d complint vy(d) > [@]

Lema 5.2.5. Per a d|N, siguit = (d, N/d). Les tiniques puntes P =

una punta. Llavors Sy(P) = 22t Si d és

Demostracio. Sigui P = ¥

x
d
senar la punta no queda fixa; per tant d = 0(2). Escrivim d = 2d’. Observem
que, a més, s’ha de complir (z + d’,d) = 1. Si vy(d) = 1 I'anterior m.c.d.
és 2 com a minim; per tant vy(d) > 2 i llavors és clar, per ser (z,d) = 1,
que (z +d',d) = 1. Per tant, z + d = z(mod t), t = (d,N/d). Es a dir,
d = 0(mod t). D’aqui que 3k € Z tal que d = 2tk, t = (2tk, N/2tk) amb
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Nota 5.2.6. L’estudi dels punts fixos per Sy de Xo(N), com a espai de mo-
duli, requereiz una analisi del comportament dels automorfismes d’una corba
elliptica sobre els subgrups d’ordre N; ja que si (E,C) és un punt de Xo(N)
llavors és senzill de comprovar que Sy(E) = E.

5.2.3 L’estudi efectiu dels punts fixos de 55

Anem a aplicar els anteriors resultats al cas que ens interessa i que és I'estudi
de les corbes modulars en les que no coneixem les seves involucions biel-
liptiques.

Denotem el genere(Xo(N))/Ss2) per gy llavors:

Corollari 5.2.7. Pel casos N = 40,44,48, 56,60, 64,72,76,88,92 s’obté:
gao =1, guu = 2, gis = 1, 956 = 2, goo = 3, goa = 1, g2 = 1, g6 = 4
, gss = 4 1 goo = 5. Per tant Sy és una involucio bielliptica pels casos

N = 40,48, 64 1 72.
Demostracio. Cas N = 0(mod 8). Per la féormula de Hurwitz tenim
29 — 2 =2(2gy — 2) + #{punts fizos de Sy}

on g denota el genere de Xo(N). Anem a calcular els punts fixos. Com que
N = 0(8) tots els punts fixos es troben en les puntes i, per tant, unicament
cal un estudi en cada cas del comportament de Sy en les puntes. Pel cas
N = 40,48 tenim quatre punts fixos, d’on g40 = gus = 1. Pel cas N = 56, 88
un obté 4 puntes fixes, per N = 64 s’obtenen 4 puntes fixes i per N = 72 se
n’obtenen 8.

Cas N = 4(mod 8). Sols cal observar que pels anteriors N de l’enunciat
del corollari X((N/2) no té elements parabolics d’ordre 2 i, per tant, Sy no
té punts fixos en H. Per a calcular els punts fixos Unicament és necessari
fer un estudi a les puntes. S’obté que el niimero de puntes fixades és per
a N = 44,60,76,92: 24,2 i 2 respectivament, d’on, novament aplicant la
férmula de Hurwitz, obtenim el resultat. Il

Teorema 5.2.8. Sigui g el genere de la superficie de Riemann compacta
[\H, i sigui m el nombre de puntes no I'-equivalents i ey, ... ,e, els ordres
dels punts elliptics de I no equivalents. Llavors es té:

1

2 F\ﬁ

1

-2
drdy = 29 — 2 1——
Yy~ drdy = 2g +m+;( eu)

Per a la prova consulteu [37] §3.
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Corollari 5.2.9. Per a N = 52,68 obtenim gso = 2 i ges = 3 1, per tant, S,
no fa a Xo(N) bielliptica.

Demostracio. Si denotem per go(N) el genere de Xo(N): ¢o(52) = 5 i
90(68) = 71 com que

TGy - X0(52) - X0(52)/SQ

és de grau 2 obtenim

1 1
2— y 2dredy = — y 2dxdy
2 H/Tay, 2 H/To(4k)

Anem doncs a calcular quan val gso 1 ges utilitzant el teorema 5.2.8 amb
[' = I'sy, Des:

1

2— y 2dxdy = 2g0(52) =2+ 6+ 0 = 14
27T ﬁ/l‘*52
1 —2

2— Yy “drdy = 2¢0(68) —2+6+0=18
27T E/FGS

Calculem el nombre m de puntes no I'y,-equivalents, £ = 13,17, i en ambdos
casos és igual a m = 4. Per tant, per a N = 52 tenim

1

7:2952—2+4+Z(1—e_)
u=1 w

Els punts 7 elliptics han de correspondre necessariament a punts fixos per
Ss 1 aquests a punts elliptics de I'g(26). Aixi, com a molt, u recorre de 1 fins
a 4 amb e, = 2; per tant, per forca, obtenim que r =2 1 gs5o = 2.

Pel cas N = 68 tenim justament la mateixa situacié. I'g(34) té dos punts
elliptics d’ordre 219 = 2ggs —2+4+ >.._,(1 — 1) on r recorre de 1 fins a
4. D’aqui que r =21 ggg = 3. O

Proposicié 5.2.10. La corba Xo(N)/Sy és Xo(N/2) i a més Uaplicacio  :
Xo(N) — Xo(N)/Sy correspon a multiplicar per 2.

Demostracio. Es clar que la projeccié ' : Xo(N) — X¢(IN/2) multiplicar per
2, déna una involucié v € Aut(Xo(N)). Anem a estudiar el comportament
a les puntes de v. Escrivim N = 222 1" pf’”(N) . Considerem la involucié
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Z amb vy(d) > [UQ(QN)]. Veiem

/
primer que és fixa per v. Com que 7’ (( g )) = ( dg;Q ) si 71'/(( g, )) =

71'/(( g )) de vao(d) > 2, tenim que, d = d' i x = 2'(mod t), amb t =

v i una punta de Xo(N) de la forma

d
(d/2, N/d). Com que vy(d) > [2N] ¢ = (d, N/d) i, per tant, ( 2 ) -

( Z: ) a Xo(IV).

Considerem llavors P = ( :cUl ) punta de Xo(N) amb vs(d) < [2229]. Per la

prova del lema 5.2.5 tenim

“(i)-%

Sigui k = vy(d), llavors 52(( Z )) = w on d = d/2*. Provem que 7’

envia les dues puntes anteriors a la mateixa punta de Xy(N/2). En efecte,

k=1 y/
w’((z))Zﬁsmz 1i7rl((x+%i d )): =t sk 2 1 Quan

k = 0 S; relaciona les puntes < 2 ) amb vy(d) = 0 i la punta < 29321[— d ) ;
¢s clar que 77/(( Cxl )) = Wl(( 21:2—5 d )) si k = 0. Per acavar de provar que

v actua de la mateixa forma que Sy en aquestes puntes (k > 1), cal veure
que z = z + 2" 'd'(mod t), on t = (£, 277/22) = 2k 1¢" amb d"|d’. Aixo és
conseqiiencia directa de que k < [@]

Per tant, v i1 Sy actuen de la mateixa manera sobre les puntes de Xo(N) i
com que Norm(I'o(N)) actua transitivament sobre les puntes llavors Sy = v,

provant aixi ’enunciat. Il

Recordem el segiient resultat:

Teorema 5.2.11 (Schoeneberg). Sigui X una superficie de Riemann, i P
un punt fix d’un automorfisme w de X, de periode p > 1. Denotem per g, el
genere de X/w. Si g, # g/p] llavors P és un punt de Weierstrass.

Corollari 5.2.12. Sigui X = Xo(N) amb N = 0(mod 4) llavors tota punta
P = ( 2 ) amb va(d) > [228] és un punt de Weierstrass si el génere de

2

Xo(N/2) és diferent al nombre [MQXO(M)]
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Demostracio. Conseqiiencia immediata del teorema de Shoeneberg i el lema
5.2.5. O

5.3 L’estudi de la involucid w,u,x)Saw,u, v

5.3.1 Introduccio

Si N = 0(mod 4), Wauy () SaWquy(n) és una involucié de Xo(NV). Estudiem els
seus punts fixos per a poder determinar si és una involucié bielliptica pels
casos N = 52,68,72,76,88 i també N = 40,44, 48, 56,60, 64,92. Denotem
en tota aquesta seccid T = Wyuy(n) S2Wquy(n) .

5.3.2 L’estudi del grup fuchsia ['((4k) U YTy (4k)

Posem

2ua(N) Nt2v2 Wk 4+ Nt (5 4 2v2(V)) Nt 4 2v2(N)=1 N 4 Qvz(N)

amb

1 ov2(N) . 1
Waet =25\ Nt 22 )

Observem que T € T'o(N/2) \ T'o(N) i que Xo(N)/T = Xo(N/2). Tenim ja
coneguts els generes dels anteriors grups fuchsians i aixi obtenim:

Corollari 5.3.1. Sigui gy el génere de Xo(N)/Y. Llavors, gso =1, gaq = 2,

gi8=1,0952=2, 956 =2, 960 =3, gsa = 1, gess = 3, gra =1, g1 = 4, gss = 4
i goo = b. Aizi els unics N tal que la involucio Y és involucio bielliptica son
N =40,48,64 1 72.

5.3.3 XO(N)/w2v2(N)SQw2v2(N) és Xo(N/Q)

Proposicié 5.3.2. La corba Xo(N)/Wouyv) SoWquyny €s Xo(N/2) i a més
Vaplicacio 7 : Xo(N) — Xo(N)/Wouy(v) SoWquy(n) €5 la projeccid usual.

Demostracio. Sols cal notar que Wyw,v)SoWyuwvy € To(N/2) \ T'o(N). La
involucié identifica els elements T'g(N/2) equivalents, és a dir, és la projeccid.

O

Lema 5.3.3. Sigui N = 2™ T pi amb va(N) > 2 i suposem vy(N) =
1(mod 2), llavors si P = fl és una punta de Xo(N) amb vy(d) < [#]
llavors és fiza per la involucio Wyvy(v) SoWquy(n) .
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Demostracio. Denotem P = ( d > (x,d) = 1 on x és un representant in-

vertible modul ¢ i ¢t = (d, N/d); denotem per 7 : Xo(N) — Xo(N/2) la
projeccié usual. Sigui P amb vs(d) < [@] Notem que 7(P) = P. Sigui
/

P = ( fl’ ) on 7w(P’") = P, llavors s’ha de complir que d = d' i 2’ = x(mod t')

on t' = (d,N/2d). Pero de vy(N) = 1(mod 2) tenim t' = t, 1 P = P a
Xo(N). O

Lema 5.3.4. Sigui N = 22N T pl" amb va(N) > 2 i suposem vy(N) =

0(mod 2), llavors si P = ( 2 ) és una punta de Xo(N) amb vs(d) <[22
és fixa per la involucio Wyvy(n) SaWyvy(n) .
Demostracio. La prova és la mateixa que en el lema anterior. Il

Corollari 5.3.5. Sigui N = 22N ] p; on p; sén primers diferents i 4N,
i denotem per go(N) el genere de Xo(N). Siva(N) = 1(mod 2) i es compleix
que go(N/2) # [go(N)/2] llavors totes les puntes de Xo(N) son punts de
Weierstrass.

Demostracio. Conseqiiencia immediata de la prova del lema 5.3.3, del teo-
rema de Schoeneberg i del corollari 5.2.12 [

Corollari 5.3.6. Sigui N = 22N T].p; on p; sén primers diferents i 4N,
i denotem per go(N) el genere de Xo(N). Siva(N) = 0(mod 2) i es compleix

que go(N/2) # [g0o(IN)/2] llavors totes les puntes P = ( fl ) de Xo(N), a
excepcid de les puntes amb vo(d) = [@], son punts de Weierstrass.

Demostracio. Conseqiiencia immediata de la prova del lema 5.3.4, del teo-
rema de Schoeneberg i del corollari 5.2.12. O

5.4 Breu estudi de w55 i W W) S2Wyuy(n)

5.4.1 Introduccio

Sigui Xo(N) amb N = 0(mod 4). Aleshores w,.Sy 1 W, Wyus(v) SoWauy(n) SON
involucions pel fet que Sy i w, commuten. Anem a calcular el genere de
X()(N)/Eim, on El,r = w,,SQ 1 Eg7r = WrWyuqy(N) S2w2’u2(N).
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5.4.2 Breu estudide =, (1,2) =1

. (k1 _ = _a(rk T+l -
Posant wT_W(Nt 7,>tenlm que HLT—\/F(Nt %—i—r . Escrivint

I’anterior expressio de la segiient forma:

1 /10 Erk+2 1 0 r 0
Vi \ 0 2 o Hgr 01 0 1

veiem que si 7 és un punt fix de =, , llavors es compleix:

1k rk+2 r 0 10 (1
e\ sy ) o 1) ot )T o

on 7y € I'o(NV), i d’aqui

= O

(5 82 ) en-sen

2
amb 0 € I'y(N/2,2). Observem, pero, que la matriu de I'esquerra no és res
més que la involucié d’Atkin-Lehner w, de X,(N/2). Per tant, obtenim

Lema 5.4.1. Sigui 7 un punt fix de Xo(N) per la involucio =, . Llavors 2T
és un punt fix de w, a Xo(N/2).

Considerem Xo(N) — X¢(V)/Sy 1 sigui 7 un punt fix de w, en Yy(N/2).
7 puja a dos punts en Yy(N); denotem-los per 7/ i So(7'), si 7/ no és un punt
elliptic de I'y. Considerem w, involucié d’Atkin-Lehner en X,(V). Volem
caracteritzar els 7" € Yo(N) complint w,Som” = 7", v € T'o(N). Observem,
pero, que si 77 € Yy(N) és punt fix de w, tenim

" i
W, T =T

, v € I'9(90). Com que Sy i w, sén del normalitzador de I'4(90) i commuten
tenim llavors
IUTSQT” = ’)//SQT”

, 7 € To(N); seguint el mateix argument que en la prova del lema anterior

obtenim
w, 27" = L1 27"
" 01

, 0 € Th(N/2,2). Aixo prova que els punts fixos de w, en Xy(NN) van a
punts fixos de w, en Xo(N/2) complint w,27"” = 27", amb g € I'y(N/2) \
To(N/2,2).
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Lema 5.4.2. Elnombre de punts fizos de w,.Ss, que denotem per k, compleix
la igualtat segiient:

K = 2(5)1” — Nwr

on M,,. denota el nombre de punts fizos de la involucio w, a Xo(M).
Anem a utilitzar els resultats anteriors pel calcul del genere de Xo(N)/=y .

Corollari 5.4.3. Denotem per g,y el génere de Xo(N)/w,Sy. Aleshores es
té: gaos = 2, guaa1 = 1, gus3 = 2, 952,13 = 2, gs67 = 2, G033 = 4, geo,5 = 2,
960,15 = 3, Ges,17 = 2, G720 = 3, Jr6,09 = 3, gsg112 1 Go2,23 = 4. Per tant, [inic
valor pel qual aquesta involucio és bielliptica és N = 44.

Demostracio. Explicitarem la prova en un cas particular i els altres es fan
analogament. Considerem X(52)/=; 13. Per 5.2.8 tenim que

~ 1
/ y 2drdy = 205213 — 2 +m + Z 5
H/(F::FO(52)U51,13F0(52)) =1 2

Utilitzant que (I' : T'9(52)) = 2 i aplicant 5.2.8 per a ['¢(52) juntament amb
I’anterior igualtat, obtenim

1
7:2952,13—2+m+z§

i=1

Un comprova que w355 no deixa fixa cap punta, i per tant m = 3. Com que
els punts fixos de la involucié wy3 en Xo(26) sén exactament 2, aquests dos
punts pugen a 4 punts ja que la involucié wy3 no té punts fixos en Xy(52),
per tant, 7 = 2gs213 — 2+ 3+ 21 gs2,13 = 2. Il

5.4.3 Breu estudi de =,

Si 7 és un punt fix d 'anterior involucié, és equivalentment un punt elliptic
d’ordre 2 del grup fuchsia I' := I'o(N) U Z5,g(N). Sigui 7 € Yp(N) un
punt fix, és a dir, fw,7 = Y7, on B = Wauy(v) SaWquy(ny, de To(N/2) \ To(N).
Multiplicant 1'anterior expressié per 3 a l'esquerra i pensant que 3° = 1
tenim w,7 = 67, § € I'o(N/2) \ T'o(N). Aix0 ens diu que 7 és un punt fix
de w, a Xo(N/2) (per ser la mateixa involucié en Xo(N) i Xo(N/2)) i que
7 no és un punt fix de w, a Xo(N) a menys que 7 sigui un punt elliptic de
Xo(N/2). En aquest cas aquest punt sols puja a un punt de Xy(NV), ja que
Xo(N) no té punts elliptics. Per tant, s'obté el segiient lema:
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Lema 5.4.4. Elnombre de punts fixos de w,wWqu,(v) SoWquy vy Wy, que denotem
per Kk, compleix la igualtat segient:
N

R = 2(5)1” — Nu)r

on M,, denota el nombre de punts fizos de la involucio w, a Xo(M).

Corollari 5.4.5. Denotem per gy, el génere de Xo(N)/=Zs,. Aleshores:
ga05 = 2, gaa11 = 1, g4a83 = 2, 952,13 = 2, gs6,7 = 2, g60,3 = 4, geo,5 = 2,
960,15 = 3, 68,17 = 2, gr2,9 = 3 gr6,10 = 3, gss,11 = 2 & go2.23 = 4.

Per tant, ["inic valor pel qual aquesta involucio és bielliptica és N = 44.

Demostracio. Pels casos N = 40,48, (60, 3), 72 la involucié d’Atkin-Lehner
corresponent no té cap punt fix en Xo(N/2) i el calcul del génere inicament es
basa en el nombre de puntes no I'-equivalents, amb I" = I'o(N) U Z . I'o (V).
En aplicar 5.2.8 utilitzant les mateixes tecniques que en el corollari 5.2.9
s’obté el resultat. Els altres casos es fan semblantment. ]

5.5 Resum de resultats 4||N

Proposicié 5.5.1. Les corbes modulars Xo(N) amb N = 52, 68 i 76 no son
corbes modulars bielliptiques.

Demostracio. Tenim que Aut(Xo(N)) = Norm(I'o(N)) = Z/2 x S3, d’ordre
12, on ’element d’ordre dos del primer factor correspon a w, (p,2) = 11iles in-
volucions que vénen del segon factor corresponen a Sa, Wyv, () , Wovy(8) S2Wauy (N) -
Aixi, totes les involucions sén, pel cas 4||N amb N = 4p, de la forma
Wy, Wa, WN, So, WaSoWy, WpSa 1 wpwaSowy. Dels corollaris 5.2.9, 5.3.1,5.4.3
i 5.4.5 1 del fet que les corbes Xy(/N) no admeten involucions d’Atkin-Lehner
bielliptiques arribem a la conclusié que Xy(/N) no pot ser bielliptica. n

Corollari 5.5.2. La corba modular Xo(72) és bielliptica. Dues de les seves
involucions bielliptiques son S i wgSows.

Demostracio. Conseqiiencia immediata dels lemes 5.2.9 1 5.3.1. O

Corollari 5.5.3. Totes les involucions bieltliptiques de Xo(44) sdn wq1Ss,
W11, Waq, W11WaS2Wy.

Linica involucio bielliptica de Xo(60) €és wys.

Linica involucio bielliptica de X(92) és wasz

Demostracio. Conseqiiencia dels lemes i corollaris 5.2.9,5.3.1,5.4.3,5.4.513.4.2.
]
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Nota 5.5.4. El fet que la involucid de Xo(60) ¢ Xo(92) sigui inica prové del
seglient resultat:

Teorema 5.5.5 (Desigualtat de Castelnuovo-Severi). Si X és una su-
perficie de Riemann de genere g i admet una involucic T. Denotem per gr
el génere de X/T. Llavors si g > 4gr + 1, T és unica.

Com a referéncia es pot consultar [2](pag 51).
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Capitol 6

L’estudi en el cas 8|N

6.1 Introduccid

Hem estudiat en el capitol anterior totes les involucions de Xy(N) en el cas
N = 4][p"® amb (p"®,9) < 3 i (p,2) = 1. Anem a estudiar ara les
involucions que apareixen quan N = 8Hp"(7’), p primers senars diferents i
(p"®),9) < 3. De I'estructura de Norm(I'o(N)) cal reduir-nos a estudiar el
grup
H % X {SQ, ws; Sg = wg = ]_, SQU)gSng = UJgSQU}SSQ}

Considerem primer el factor del grup {Ss, wg}. La resta de les involucions
consistira en aquestes multiplicades per les involucions d’Atkin-Lehner, pel
fet de ser el producte directe. Fent els calculs pertinents obtenim que totes
les involucions en aquest cas son:

Wg SQ w852w8
Sowg Sowsg wsSy (8,2) =1 wswgSowsg (8,2) =1
UJSSngSg, (8,2) =1 wSSQUJgSng, (8,2) =1 SQU)gSQ
ws WsWsg

On s recorre els divisors positius de N complint 1 = (s, N/s), (s,2) = 1.
Les involucions wy, wg ja han estat tractades en el capitol 3 i les involucions
wgSaws, Sa, wsSa, (s,2) =1, 1 wswgSows, (s,2) =1, en el capitol anterior.
Per tant anem a centrar-nos en les altres 4 involucions ens falta estudiar.
Pensem basicament en el cas N = 88, per a poder decidir si la corba modular
X0(88) és bielliptica, perd també en N = 56 per a poder determinar totes les
involucions bielliptiques. El cas N = 40 el tractarem apart en un apendix.
Observem que les anteriors involucions també ho sén per X((72), per tant
també tractarem aquest cas.
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6.2 L’estudi de S>wsS,

Estudiem els punts fixos a Yy(/N) de 'anterior involucié. Donem una fita del
seu nombre:

Lema 6.2.1. El nombre de punts fizos de la involucid SowsSsy a Yo(N) és

fitat per
4v(2, N/4)

on v(2,N/4) és el nombre de punts fixos de la involucid d’Atkin-Lehner wq
de Xo(N/4).

Demostracio. De wg = \% ( ftlz 1{12 ) tenim

1
SgU]gSQ = — (

2(2k 4 tu) Akt )
V2

Aty 2(2 + tu)

i la segiient igualtat

1 [ 22k+tu) 5+dk+2tu (1 0 (10 8
/2 2tu 2(2 + tu) 0o 1/2 )7 \o 12)7m =%

on vy € I'o(N)id € I'o(N/2,2). Observem que en lanterior expressié la
matriu de I'esquerra correspon a la involucié d’Atkin-Lehner wy de Xo(N/4).
[l

Corollari 6.2.2. Si denotem per gy el génere de la corba Xo(N)/SawgSs,
aleshores: gse = 3 1 ggg > 2

Demostracio. Pel cas N = 56 observem que el nombre de punts fixos de wy
en Xo(14) és zero. Aixi, per 5.2.8 i el fet que la involucié defineix un morfisme
de grau 2 de Xy(N):

8=2g56 —2+m

on m sén les puntes no '-equivalents i I' = I'g(56) U Sowg Sal'9(56). Un calcul
déna m = 4 i d’aqui gs6 = 3.
Pel cas N = 88 tenim que wy té dos punts fixos a Xy(22) i com que I'extensié
és de grau 4:

12 <2¢gss —2+m+4

Un calcul senzill déna m =4, d’on ggg > 1. O

Lema 6.2.3. El nombre de punts fizos de la involucio SywsSs en Yo(N) és
igual al nombre de punts fizos de wg en Yo(N).
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Demostracio. Si T és un punt fix de SywgSs per ser S del normalitzador de
[o(N) es compleix
wgSoT = Y SsT.

Posant 7/ = Sy obtenim que 7’ és un punt fix de wg en Yo(N). Com que S,
és una involucié de Xy(/V) obtenim el resultat. O

Corollari 6.2.4. Sequint la notacio del corollari anterior tenim ggsg = 4 i@
gr2 = 2.

Demostracio. La prova és la mateixa que en 'anterior corollari, pero en
aquesta situacio coneixem tots els punts elliptics d’ordre 2 que apareixen en

el grup fuchsia ['o(N) U SowgSalo(N). O

6.3 Estudi de la involucio SywgSsws

Denotem per wg = \/Li ( jt]z 14/12 ) Aleshores podem escriure

8k% + 5tu + Sktu + 2tu® 5+ bk + 2
SQ'UJgSQU)g = 2

Atu(2 + 2k + tu) 8 + Stu

Lema 6.3.1. Una fita pel nombre de punts fizos a Yo(N) de SywgSowsg €s:
4(v(2) +v(3))

on v(i) és el nombre de punts elliptics d’ordre i de Xo(N/4).

Demostracio. De SywgSswsT = 7, v € 'o(N) tenim:

8k? + btu + 8ktu + 2tu® 10 + 10k + 5tu 1 0 (1 0
2tu(2 + 2k + tu) 8 + 5tu 0o 12)7 Vo 12)77

i d’aqui

( 8k% + btu + S8ktu + 2tu? 10 + 10k + 5tu

2tu(2 + 2k + tu) 8 + 5tu ) 27 =027

amb 6 € T'\(N/2,2). Per ser (tu,2) = 1, la matriu de l'esquerra és de
Co(N/4)\T¢(N/2). Per tant, 27 és un punt elliptic de I'((/N/4) i aixo conclou
la demostracié. O

Corollari 6.3.2. Sigui gy el génere de Xo(N)/SawgSaws, llavors gs¢ = 3,
gss =D 1 g2 = 3.

Demostracio. La prova es analoga al corollari de la seccié anterior. O]
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6.4 L’estudi de w,S>wsSs

Considerem w; amb (s,2) = 1.

Lema 6.4.1. El nombre de punts fizos de wsSawsSe a Yo(N) we fitat per
4v(s2, N/4) on v(s2, N/4) denota el nombre de punts fixos de la involucid
d’Atkin-Lehner wg a Xo(N/4).

Demostracio. Si escrivim N = 8t,

_ L s 1Y g e L 202k tu) 2k +tut ]
ws_\/g 8tg s ) ' 7B TR 4tu 2(2 + tu)

obtenim

1 2(2]{38’1/ + 2%u + sztu) 8+5si+4ksi+4tut2situ
wSSQ'LUSSQ = —= 2
V2s \ 4(8ktq + stu + 4tqtu) 2(2s + 10tq + 8ktq + stu + 4tqtu)

i d’aqui:

< 2(2ksi + 2tu + situ) 8 + 5si + 4ksi + 4tu + 2situ

2(8ktq + stu + 4tqtu) 2(2s + 10tq + 8ktq + stu + 4tqtu) > 2T = 621

amb § € I'y(N/2,2). L’expressié de l'esquerra correspon a la involucié was
de Xo(N/4). O

Corollari 6.4.2. Denotem per gy s el génere de Xo(IN)/wsSowsSs. Llavors
gss,11 = 3.

Demostracio. way té 2 punts fixos a Xo(22), per tant,
12 < 2gsg 11 —2+m+4
En aquest cas m = 4, d’on obtenim ggg1; > 3. O

Lema 6.4.3. El nombre de punts fizos de la involucid wsSawsSs a Yo(N) és
igual al nombre de punts fixos de la involucio wswsg a Yo(IN).

Demostracié. Notem que si 7 és un punt fix de la involucié en Yy(N) , pel
fet que Sy commuta amb w; i és del normalitzador de I'g(/N) tenim

wS'LUgSQT = ")/SQT

amb v € I'o(N). Posant 7/ = S,7, obtenim que 7’ és un punt fix en Yy(N)
de la involucié w,ws. Desfent el canvi obtenim el resultat. O

Corollari 6.4.4. En la notacié del corollari anterior tenim: gsgi11 = 4,
920 =2 1 gse7 = 1.

Demostracio. La prova és la mateixa que en el lema anterior, pero en aquest
cas coneixem els punts fixos de la involucié.
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6.5 La involucié w,SywsSsows

Lema 6.5.1. El nombre de punts fizos de la involucid wsSswsSsws a Yo(IN)
és igual al nombre de punts fizos de la involucid wsSy a Yo(N/2) i que no
son fizos per la involucio wsSs a Yo(IN).

Demostracio. Com que Sy i wg commuten tenim que si 7 € Yy(N) és un punt
fix de la involucid wySswgSewg compleix

’LUSSQT = "YU)gSQUJgT

amb v € I'o(IV). Observem que Sy i wy sén tant involucions de Xo(N) com
de Xo(N/2). Llavors, fent la projeccié, 7 és un punt fix de la involuci6 wgSs
en Yy(N/2). Com que puja a dos punts en Yy(N), (Xo(IN/2) no té punts
elliptics) no ha de ser punt fix per la involucié w;Ss. O

Corollari 6.5.2. Denotem per gy el génere de Xo(N)/wsSowgSows. Lla-
VOTS gsg = 3, gr2 = 1 1 ggg = 9.

Demostracio. Fem el cas N = 88, els altres dos casos es fan de la mateixa
manera. Un obté que el nombre de punts fixos de w153 en Yy(44) és 6, i el
nombre de punts fixos de w155 en Y;(88) 12. Per tant, a Y5(88) no hi tenim
punts fixos per la involucio wySswsSews, la qual tampoc deixa cap punta de
X(88) fixa. Aixi

12 =2ggs —2+4

i d’aqui gsg = 5. ]

6.6 Conclusi6 en el cas 8||N

Proposicié 6.6.1. La corba modular Xo(88) no és bielliptica

Demostracio. Totes les seves involucions han estat estudiades en aquest capi-
tol i en 'anterior. En tots els casos el quocient per les involucions té genere
superior a dos. l

Corollari 6.6.2. Totes les involucions bielliptiques de Xo(56) son wr, wsg
1 w752w85'2.
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Capitol 7

La corba modular X;(90)

Anem a estudiar totes les involucions de Xy(90) per si n’hi ha alguna de
bielliptica. Sigui v € Aut(X,(90)) = Norm(I'4(90)) una involucié i denotem
per g el genere de la corba Xy(90)/v. Com que el génere de X((90) és 11 i

té 16 puntes obtenim:

1
18:29—2+m+25
=1

on m denota el nombre de les puntes no (I'y(90) U vI'4(90))-equivalents i r
el nombre de punts elliptics del grup fuchsia I'g(90) U vI'¢(90), que també es
correspon amb el nombre de punts fixos en Y;(90) de la involucié v.

Lema 7.1. Totes les involucions de Xy(90), llevat les del tipus d’Atkin-

Lehner que ja coneizem, son les segiients *:

10689+/10 603110

18519+/10 42951/10

-13 -z —93 _Io

2 3 2 _ 3

S3weS5 = < _30 _1¥ ) S3wgSs = ( _30 >
2075v/10 35123 3595v/10 25013
w9 S3wyS3 = 3V10 w10S3wgS3 = 3v10

32
—7\/5 T35
—36v5 —11v5

U)5Sg = (

U)5S§ = (

67
—7\/5 T35
—36v5 —23v/5

'Nota: Importa 'ordre en el que anotem les involucions

56




74

—143/5

149

—293/5

S _ NG SQ — NG
W5W9D3Wy —7445 TTV5 WstWo3t9 ( —1524v/5 155\/5>
49 99
Wy S3 = 23\/§ 3v2 w2S§ = 23\/5 3v2
4573 16432 452 312
§17v2 10 1657v2 %L
S _ V2 S2 — V2
e (1605\/5 ~166v2 ) | 0T 325502 331V

Demostracio. Hem vist, pel corollari 3.1.17, que tot element es pot escriure
com wsaon d =1,2,50101 a € {wy, Sz|ws = Si = (wyeS3)* = 1}. Escrivint-
los tots i calculant quins tenen el seu quadrat en I'g(90) s’obté I'enunciat. [J

Lema 7.2. Les involucions SzwyS? i S2wgSs no sén bietliptiques.

Demostracidé. Fem la prova en el cas SzweS3. L’altre cas és exactament
analog. Escrivim:

o (10 —13 —-22 1 0
S3woSs = < 03)\-10 17 )0 !
Si 7 € Y5(90) és un punt fix per la involucié SzweS3 llavors
—13 =22
( 10 —17 ) 31 =037 (7.1)

amb ¢ € I'y(30,3). Considerem 6 : Xy(90) — Xo(30) que sigui multiplicar
per 3,1 proj : Xo(30) — X¢(10). Observem que si 7 és un punt fix a ¥5(90)
de S3wyS3 es correspon, via proj o §, amb un dels dos punts elliptics de
Xo(10) per la igualat 7.1; anomenem aquests dos punts 71, 7. Anem a fer
un estudi del nombre d’elements que poden pujar 71,7 a punts de X;(90)
via el morfisme proj o . Com X;,(30) no té punts elliptics i els dos punts
elliptics de X(10) sén d’ordre 2 #proj—'(r;) < 3 per i = 1,2, per tant,
#(proj o 0)7(r;) < 9 per i = 1,2. D’aqui s’obté que el nombre maxim de
punts 7 € Y5(90) fixos per la involucié SswgS; és 18. Igualment, un calcul
directe prova que el nombre de puntes I'y(90) U S3wgS5I4(90)-no equivalents
és 8. Si g és el genere de X(90)/S3wqS%, aplicant 5.2.8 s’obté:

18<29—2+8+9
i per tant g > 2 d’on la involucié no és bielliptica. m

Lema 7.3. Les involucions wySs, wyS3, wawgSswg i waweSswe no sén in-
volucions bielliptiques.
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Demostracié. Considerem

, 1 (46 2 1 /10 46 95 1
MQS = — 3 = —
5 /2 \ 90 62 v2\0 3 30 62 0

Si T € Y5(90) punt fix per la involucié weS3 llavors

1 <46 95

V2 \ 30 62

i1 =31 =0(1), (0: X0(90) — X,(30) multiplicar per 3), és un punt fix
de la involucié d’Atkin-Lehner wy de X4(30) que no té cap punt fix. Per
tant obtenim que w,S? no té punts fixos en Y5(90). Aixi si g és el genere de
X0(90) /w952 obtenim utilitzant 5.2.8:

Wik O
N—

)37’ =037

18=29g—2+m

on m és el nombre de puntes del grup fuchsia ['y(90) U w9S52T¢(90), menor
que el nombre de puntes del grup fuchsia I'g(90), que és 16, i d’aqui obtenim
g > 2. Aix{ la involuci6é w957 no és bielliptica. Demostracié analoga pels
casos restants. [

Lema 7.4. Les involucions wsSs, wsSa, wsweSswy i wswgSswg no son in-
volucions bielliptiques.

Demostracio. Considerem wsS3.
Escrivim

oG L3 =FN_ L /10 —-35 —32 1
A\ —180 =55 ) T 3\ 0 3 —60 —55 0

Si 7 € Y5(90) és un punt fix de wsS; tenim

1 (=35 —32
/5 \ —60 —55

on ¢ € I'y(30,3). Per tant, 7/ = 37 és un dels 4 punts fixos de la involucié
ws en X(30). Com que X((90) — Xo(30) té grau 3 com a molt el nombre
de punts fixos de la involucié wsS;3 en Y5(90) és 12. Com que la involucié no
deixa cap punta fixa obtenim, si g = genere(X(90)/wsS3), utilitzant 5.2.8:

wi= O
N——

>37’=537’

18<29g—-2+8+6
i d’aqui g > 2.

Les altres involucions es tracten exactament igual, observant que totes les
involucions del lema no deixen cap punta de X,(90) fixa. O]
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Lema 7.5. Les involucions wigSsweS? i wi9S2wySs no son bielliptiques.
093W9S3 093wy S3

Demostracid. Denotem per i = wig i’ = wi9S3wgSs 0 wy9SaweS3. Llavors si
7 € Yp(N) és un punt fix de la involucié i compleix

( (1) (3), )w%gBT:’YT v € T'9(90)
1 també
w13t = 637, § € I'x(30,3) (7.2)

on wiy és la involucié d’Atkin-Lehner en X(10). Per tant es correspon amb
algun dels dos punts fixos de la involucié wiy en Y;(10) via el morfisme
X0(90) — X(10) (multiplicar per 3). Anem a fer un estudi més profund del
nombre de punts que pot pujar complint la condicié anterior. Observem, altre
cop treballant en Y5(90), que els punts fixos 7 de la involuci6 i compleixen

wiT = Yi'T

, amb vy € I'9(90), pel fet que wo i i commuten i sén del Norm(Iy(90)).

a b o
90¢ d) obtenim:

1 (10 1\ (10 a 3b)(-13 -2, oy
Jio\ 9ot 10)7 =0 3 )\ 30 d —10 —17 )7 "

—13 —-22 1 1 .
Del fet que ( 10 —17 > = B( 0 11 >, B € I'h(30) tenim

D’aqui, quan i’ = S3wgS3 escrivint vy = (

1 10k 3 1 1
30 _ e
wWye3T = _\/E ( 30t 10 ) 3r=0 ( 10 11 ) 3T (7.4)
' € T'9(30). Raonant de manera analoga per a i’ = S3wgS3 és compleix:
1 10k 3 3 2
30 _ — N
wy3T = T ( 20t 10 ) 3r=0 ( 0 7 ) 3T (7.5)

B" € T'x(30). Llavors la condicié que han de complir els punts 7/ = 37 en
Y6(30) que pugen a punts fixos per la involuci6 ¢ en Y5(90) via el morfisme
multiplicar per 3 ve donada per les igualtats 7.4 o 7.5, segons correspongui.

Provem que el nombre de punts en Y;(30) complint la condicié 7.4,7.5
és fitat per 6. En efecte, sigui 7y un dels dos punts fixos de wig en Yy(10)
(podem suposar-ho no elliptic), que puja a 4 punts en Y5(30) : 711,712,713 1
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, 11
T4 0n 71 = YTy on Uo(10) = Ui T(30)y; amb v, = id, 7y, = ( 10 11 )’

V3 = ( I()l _91 ) 1y = ( 130 3 ) La condici6 7.5,7.4 no la compleixen
tots aquests 4 punts de Y;(30). En efecte, si tots ho complissin tindriem el
seglient:
En el cas i = wigS3wyS:, wigti ; = Bya71, B € To(30). Com que wiy no té
punts fixos a X,(30) llavors w3dm 1 = fyemi1 = Brie i wiTio = Biyemie =
B" 7111 amb 3, By, 3" € T'o(30) 1, per tant, 75 € T'9(30). Com que wigm 3 = 714
aleshores y5v37; ' € T'(30). Aixo entra en contradiccié amb el fet que 71 no
és elliptic.
En el cas i = w9S5wySs, llavors w3dTy 1 = $y4711 i raonant igual que abans
tenim 77 € T'y(30), en contradiccié també amb la hipotesi de ser 71 no elliptic.
Tenim ara que com a molt hi ha 18 punts en Y5(90) fixos per la involucié
i, llavors si g = genere(X((90)/i) i notant que la involucié ¢ no deixa cap
punta fixa de X¢(90) tenim:

18<29g—-2+8+9
idaqui g > 1. n
Tots els lemes anteriors proven:

Proposicié 7.6. La corba modular Xo(90) no és bielliptica.
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Capitol 8

L’estudi via parametritzacions

8.1 Introduccioé del problema via parametritza-
cions

El nostre problema consisteix en trobar els N pels quals existeix
v: Xo(N)— FE
amb deg(p) = 2.

Definicié 8.1.1. Sigui E' una corba elliptica. Un morfisme ¢ de Xo(N) —
E de grau finit s’anomena una parametritzacio modular de la corba elliptica

E.

Ens interessa determinar les corbes elliptiques que admeten una parame-
tritzacié modular de grau 2 i determinar els N corresponents. Hem demostrat
en el capitol 2 que si tenim una corba biel.liptica amb genere superior o igual
a 6 definida sobre un cos de nombres K, podem definir la parametritzacio
també sobre K. Com que X(NV) esta definida sobre Q, pels N suficientment
grans E i ¢ també estan definits sobre Q si Xo(N) és bielliptica . Ens
centrarem en parametritzacions modulars on ¢ i F estan definits sobre Q
i les anomenarem parametritzacions modulars sobre Q. Via aquest estudi
i utilitzant el resultat 2.16 es caracteritzaran dins de les corbes modulars
Xo(N) quines tenen un nombre no finit de punts quadratics sobre Q.

8.2 Parametritzacions modulars via sup.Riemann

Considerem una parametritzacié modular

p: Xo(N)(C) — E(C)
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en tota aquesta seccié. Tenim un isomorfisme de varietats complexes i, més
encara, de grups de Lie entre F 1 C/A, on A és una xarxa en C ( [35] VI §4),
donat per

v:C/A—E
2 (p(2) 1 9'(2) 1 1)

A més, si y? + a1y + azy = 2% + asx? + a4 + ag és un model de Weierstrass
per a la corba E llavors w*(%i—‘iﬂs) — dz.
Posem doncs:

¢ : To(N)\H — C/A

Si z denota la variable en C/A i 7 en H, aleshores dz és una diferencial
holomorfa en C/A i podem considerar la diferencial regular p*(dz) de Xo(IV).

Proposicié 8.2.1. Hi ha un isomorfisme entre
Sa(T'o(N)) = Qxov)
fe2mif(r)dr
on Qx,(ny denota Uespai de les diferencials requlars de la corba Xo(IV).

Aixi a una parametritzacié modular li correspon una forma cuspidal de
pes 2 en I'o(N).
Considerem ara per a cada superficie de Riemann el seu recobridor universal:

71 H — Xo(N)

mo =proj : C — C/A

Per la propietat del lifting d’aplicacions existeix ¢ : H — C fent el segiient
diagrama commutatiu:

C/A—C
XOlN Hﬂﬁ

Abans hem observat que ¢*(dz) = d(z o ¢) = 2mif(7)dr és una diferencial
exacta de Xo(N). Recordem el segiient resultat ([16] 10.8)

Teorema 8.2.2. Suposem que X és una superficie de Riemann i sigui 7' :
X — X el seu recobriment universal. Suposem que w €és una diferencial
holomorfa tancada i F una primitiva de 7' (w) en X (que sempre existeix
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([16] 10.6). Primitiva vol dir dF = w). Sic : [0,1] — X és una corba
diferenciable a trossos i si ¢ :[0,1] — X és un lifting de ¢, llavors s’obté:

/w = F(&(1)) — F(&(2)) = /W'*w

C c

A més, no depén de la eleccio de la primitiva F' ni del lifting de la corba c.

Apliquem 'anterior resultat. Pel diagrama commutatiu:

(proj o ¢)*(dz) = (p o m)"(dz)
d’on tenim ¢*(dz) = 7 *(27wif(7)d7). Fixem punts 7o € Xo(N) i 7 € H amb
m1(70) = 7o; 1 per a qualsevol altre punt 73 € Xo(N) sigui ¢ un cami de 75 en
71. Aleshores

&(1)
/ o f(r)dr — / F(dr) = p(e(1) — §(7)

c T0
i d’aqui
o o N
PEV) — p() = [ witemif(r)dr
70
Observem que 7; és realment I'accié de 7 (Xo(N)) a H que correspon a I'accid
de T'o(NV). Llavors

o5() = / “omif(r)dr = 3(7) — ()

70

i, per tant, llevat d’'una constant podem pensar ¢ = @y.
Sigui 0 € m(Xo(V)). Tenim:

Y70
/(p*(dz) = / 2mif(r)dr € C
o 70

per algun v € I'g(NV). Pel diagrama commutatiu, [ ¢*(dz) € A. Tot v €
[o(N) dona un cami en m(Xo(N)) i si denotem per A" = {[ ¢*(dz)|o €
m1(Xo(N))} € A (que forma un subgrup additiu de C pel fet que [ p*(dz) =
[ ¢*(dz) + [;¢*(dz). A més és abelia), podem substituir m;(Xo(V)) per
H(Xo(N),Z) d’on ¢ factoritza a través de ¢' : Xo(IN) — C/A’. Observem
tot seguit que A = A’. En efecte, tenim

Xo(N) 25 /N 2% /A

on ¢ = proj o’. Com que ¢ és de fibra finita, A’ és una xarxa de C. A
més " (dz) = 2mif(7)dT 1 ¢*(dz) = ¢'*(dz), d’on proj* = +id i A = A
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Proposicié 8.2.3. Si ¢ : Xo(N) — C/A és una parametritzacié modular
amb p*(dz) = 2mif(7)dT podem pensar-la com p(P) = f]iz 2mif(7)dT, on Py
és un punt firat i A = {[ 2mif(7)dr| o € Hi(Xo(N)(C),Z)}.

Partim tot seguit d'una f € S3(I'o(V)) i considerem

(1) = /T 2mif (") dr’

70
per 7 € Hi 7 un punt fixat de H = HU QU {oc}; i definim

wi(s) = limw_w/ 2mi f (") dr’

T0
sisc H\HiweH.

Proposicié 8.2.4. Denotem per r¢(7), = @r(y7) — @f(7), on v € I'x(N).
Es té llavors que r¢(7y); no depén de T i l'aplicacio:

ry:To(N)—C
dona un morfisme de grups abelians.

Demostracio. La primera afirmacié es despren de la igualtat:

d

27 Pr(07) = ¢(7)) = 2mi((eT + d)f(yr) = f(r)) =0

per a tot 7 € HL.
Finalment, la igualtat

ri(v8) = @r(Y8T) — @ (B7) + ¢4 (07) — @4(7)
prova la segona afirmacié. O]

Corollari 8.2.5. SiIm(ry) C A, on A és una zarza de C, llavors ¢ indueix
una parametritzacio modular:

¢ : To(N)\H — C/A

Anem a estudiar que podem dir del deg(y). Recordem que si tenim f, g €
S9(To(N)) formes cuspidals tenim definit el producte intern de Petersson
donat per

< fg>= / f(g(r")dudv
D(To(N))

on 7" =wu+iviD([H(N)) denota un domini fonamental per a I'o(NV).

64



Proposicié 8.2.6 (Zagier). Sigui ¢ una parametritzacid modular. Si es té
©*(dz) = 2mif(7)dr, llavors

I = -gdeg(o)Vol(E = C/A)

Demostracio. ,
1B =35 [ sar n T
2 Jomo(ny)
’l/ S
=z p*(dz) A ¢*(dz)
872 Jp(wo(v)
] — 1
= Ldeg(cp)/ dz Ndz = —deg(p)Vol(E)
872 B 472
on Vol(E) és l'area del parel.lelepipede fonamental per a la xarxa A. ]

Ens interessa d’alguna manera poder calcular els anteriors valors per a un
calcul efectiu de deg(y). Considerem D(I'¢(/N)) de manera que sigui un
poligon hiperbolic (i.e. els seus vertexs sén punts interiors o de la frontera
de H) que té un nombre finit de costats identificats dos a dos a H/T'o(V).
Numerem els vertexs P; amb j en un conjunt d’indexs J = Z/r de forma
que Pjq és el successor de P; amb la orientacié natural. Sigui e; el costat
PjPjy1, 1 €] el costat que s’identifica amb e; i vy; € To(N) Pelement que els
identifica; llavors es té ;- = 7]._1 i v;(P;) = Pjey1. L'aplicacié T : J — J
tal que T'(j) = j* + 1 trenca J en un nombre finit d’orbites [j] = {j =
T'5),T(j),- .. ,T1(4)}, de manera que dos vertexs P; i Py estan identificats
en H/I'g(N) siisols si j,j" sén de la mateixa orbita. Triem un punt base jy
en cada orbita i definim un ordre parcial en J per: j < j' si

) =11195=To)s j' =T"(jo), amb 0 <a <<l

Teorema 8.2.7 (Zagier). Sigui f € So(I'o(N)) ¢ sigui {7;}jes un sistema
de generadors de T'o(N) obtingut a partir de D(T'o(N)) (com Uexplicitat an-
teriorment). Llavors:

1
AP = 55 D Imlrp ()74 (7))
4.3'€J
J<y’

A més, sire(To(N)) CA=Zw +Zwy (T=wi/wy € H) es té:

deglp) = 3 3 (m)na(p) = ol ()
J.j'ed

on ny i ny son els morfismes de grup d’escriure r¢(7y) = ny(y)ws + n2(y)wa.
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Per a la prova consulteu [41]. Més endavant, pel cas en que f és una
forma cuspidal, f = > a;¢™ ¢ = €™ amb a; € Q es prova un calcul per a
deg(e).

Nota 8.2.8. Notem que el fet que r§(I'o(N)) sigui una zarza és una condicio
superflua si f, la forma modular, ve donada per una parametritzacié modu-
lar que en el nostre treball sempre suposarem que existeir i, per tant, aizo
serd d’utilitat per a la computacic del deg(p), aplicant els resultats de les
proposicions 8.2.3,8.2.6 1 el teorema 8.2.7.

8.3 Parametritzacions fortes

Considerem en aquesta seccié una parametritzacio modular definida sobre
Q, ¢ : Xo(N) — E. Llavors, la diferencial canonica del model de Néron és

dx
W= ——"-"—
2y + a1x + as

on Y2 +a1xy+azy = o3+ ayx?® + asx + ag és un model de Weierstrass minimal
per a . Podem pensar que la parametritzacié modular ¢ satisfa p(ico) = 0
(fent una translacié en E, si cal). Observem que ¢*w = 2mif(7)dr i pel fet
d’estar tot definit sobre Q, f =" _, a,q¢" amb a; € Q.

Proposicié 8.3.1. Sigui ¢ una parametritzacio modular definida sobre Q.

Llavors, p*w = f% i f és vector propi per a tots els operadors de Hecke T,

(p, N) =1.

Demostracio.
X()(N>—¢—>JCLC(X0(N))
\ 2 l
¥
E
La descomposicié de la Jacobiana en factors Q—simples , Jac(Xo(N)) ~g
[TA", es correspon amb la descomposicié de V'espai Sy(To(N)) = BSim;,
on S m, =< {f7|p, } > 10 recorre les immersions del cos de coeficients de la
forma modular Ky = Q({a,}). Els elements de cada subespai S; ,, sén vec-
tors propis dels operadors de Hecke T,,(p, N) = 1, i tenen, llevat d’'un nombre
finit de p’s, els mateixos valors propis. A més, I'anterior descomposicié de
So(T'o(V)) indueix una descomposicié a 'espai de les diferencials regulars de

Jac(Xo(N)) i també a Qx vy via l'isomorfisa que envia w € € ae(x0(N)) @

w o .
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En ser ¢ : [[; A7 — E amb A" no Q-isogens dos a dos tenim ¢ = [], &;.
Si ¢; # 0 aixo ens diu que F és Q-isogen a algun factor de A" i, per tant,
només hi pot haver un i tal que ¢; # 0.

Aixi, la diferencial w’ = ¢*(w) correspon al factor en la descomposicié de les
diferencials regulars que prové de A" iw' o ¢ = f % = ¢*(w). D’aqui que f
ha de correspondre al factor que prové de S, . n

Si f és una forma nova llavors ([4]) podem escriure f com

f=cq(1+ Zan+1q") =g,

n>1
amb ¢ € Q" i g és una forma nova normalitzada.

Definicié 8.3.2. Si ¢ és una parametritzacio modular definida sobre Q tal
que ©*(w) = 2mif(7)dT, amb la notacid anterior, i f és una forma modular
nova, en el sentit que es ortogonal respecte del producte escalar de Petersson
al subespai generat per les formes cuspidals de pes 2 wvelles, diem que ¢ és
una parametritzacio debil de Weil.

Definicio 8.3.3. Suposem que tenim una parametritzacio debil de Weil .

Aleshores p*(w) = f(T)%, on f(1) = (1 + 3,51 an11q")g amb c € Q"
Definim la constant de Manin de la parametritzacio ¢ com el valor ¢ € Q*.

Anem a fer un petit estudi sobre les parametritzacions modulars debils
de Weil.

Definicié 8.3.4. Considerem dos parametritzacions modulars debils de Weil
que es trobin formant el segient diagrama commutatiu:

XO(NH_'QD o

RN

E

Diem llavors que ¢’ domina a ¢ i ho denotem ¢ > . Observem que en
Uanterior situacid ker(3) és finit i, per tant, E' i E estan dins de la mateiza
classe de Q-isogénia i, en particular, temen ambdues el mateiz conductor
geometric.

En [40], [25] i [13] s’anota el segiient resultat

Teorema 8.3.5. Considerem totes les parametritzacions débils de Weil dins
d’una classe de Q-isogénia de E, corba elliptica sobre Q que admet una
parametritzacio debil de Weil. Llavors n’existeiz una de maximal respecte
de la relacio >. A més, aquesta parametritzacio maximal és unica llevat del
signe i l’anomenem parametritzacio modular forta de Weil.
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Per a la prova de ’anterior resultat cal notar que si tenim una parametrit-
zacié modular forta de Weil llavors E — Jac(Xo(N))p és una immersi6
tancada. Del principi de multiplicitat 1 de formes modulars se segueix que
aquesta immersio és tinica llevat del signe, i la parametritzacié modular s’obté

de
Xo(N) — Jac(Xo(N)) 2 Jac(Xo(N)) — E = E

on Xo(N) — Jac(Xo(N) és Iaplicacié natural i 'altra és 'aplicacié dual de
la immersi6, [13].

Ens interessa, donada una parametritzacié modular ¢ definida sobre Q, es-
tudiar el deg(p). Pel nostre proposit caldra centrar-nos en parametritzacions
modulars fortes ja que tota parametritzacié debil de Weil factoritza a traves
d’una forta i ens interessa el calcul de parametritzacions amb deg(y) = 2.
Observem, a més, que si tenim una parametritzacio debil de Weil considerant
altre cop el diagrama commutatiu segiient:

XO(N)—qs—n]ac(Xo(N))

~_¢|

¥
E

i seguint el mateix argument que en la proposicié 8.3.1 podem escriure
Jac(Xo(N)) ~g [T A", A; sén factors simples corresponents a una descom-
posicié de Sy(Io(N)). Com que estem suposant ara que la parametritzacid
modular ¢ : Xo(N) — FE ve donada per una forma cuspidal nova de pes 2
, aquesta diferencial correspon a un S;,,,. Pel fet de ser f = ¢*(w) nova
i definida sobre Q li correspon un tunic factor A; de la jacobiana sobre Q
amb m; = 11 dimA; = 1 via el teorema 3.2.7(f correspon a un S;,,, que
té dimensié 1). Per tant, E és Q-isogen al fa