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• L.A. Santaló. Geometrias no euclidianas

EUDEBA, Argentina.
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Definició

La geometria integral es preocupa de l’es-

tudi, càlcul i aplicació de mesures inva-

riants de conjunts d’objectes geomètrics

• Problema de l’agulla de Buffon (1777)

• Fórmula de Cauchy-Crofton (1832-1868)

• Paradoxa de Bertrand (1889)

• Probabilitats geomètriques, Deltheil (1926)

• Grup de geometria integral d’Hamburg:

Blashcke, Chern, Hadwiger, Petkanshin,

Santaló . . . (1935)

• Geometria integral ‘moderna’: Federer,

Schneider, Langevin . . .
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El problema de Buffon

Calcular la probabilitat que un segment de

longitud l llançat a l’atzar talli alguna de les

ĺınies paral.leles que estan a distància d més

gran o igual que l.

casos favorables

casos possibles
=

area zonaombrejada

area total

d
l

x

θ
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El problema de Buffon

L’àrea total mesura les possibles posicions

i val 2πd, l’àrea ombrejada ve donada per la

relació x+l sin θ ≥ d si θ ≤ π i d−(x+l sin θ) ≥
d si θ > π. El càlcul d’àrees dóna:

2l

πd

la probabilitat que voĺıem trobar.
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Fórmula de Cauchy-Crofton

Cauchy: fent promig de les longituds de les
projeccions d’una corba convexa sobre totes
les rectes per l’origen s’obté el doble del peŕı-
metre de la corba. En general cal considerar
la multiplicitat de les projeccions (́ındex).

Crofton: va reformular el resultat

la integral del nombre d’interseccions

amb una corba plana, de totes les rectes

que la tallen, és el doble de la longitud

de la corba

o bé ∫
Γ∩L�=∅

n(Γ ∩ L) dp dθ = 2 long(Γ)

θ

Hem triat una ‘densitat’ invariant per mesurar
rectes: dp dθ.

Part esquerra: definició de longitud d’un con-
tinu de punts (longitud de Favard).
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Fórmula de Cauchy-Crofton

Parametrització per l’arc, (x(s), y(s)) de la

corba Γ. Parametritzem les rectes que tallen

Γ per s i l’angle ϕ amb la tangent en el punt

de tall. En aquestes coordenades

dL = dp dθ = sinϕdϕ ds.

Com que
∫ π
0

∫ l
0 sinϕdϕ ds = 2 long(Γ), tenint

en compte que considerem les rectes tantes

vegades com tallen Γ, obtenim la fórmula de

Cauchy-Crofton.
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Paradoxa de Bertrand

Problema: probabilitat que una corda

d’un cercle agafada a l’atzar sigui més

gran que el costat del triangle equilàter

inscrit.

Primera solució: 1/3 Segona solució: 1/4

Tercera solució: 1/2

Les mesures utilitzades per ‘comptar’ rectes
que tallen al cercle no són invariants per movi-
ments ŕıgids en el primer i el segon cas.

La mesura

dL = dp dθ

és invariant per isometries
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Mesures invariants

El grup d’isometries M del pla actua transi-

tivament sobre les rectes

⇓

el conjunt de rectes (no orientades) A2,1 és

un espai homogeni de M: quocient de M pel

subgrup I(L0) que deixa invariant una recta

fixada L0.

En general el conjunt de varietats lineals afins

de dimensió q de Rn, An,q, és un espai ho-

mogeni del grup d’isometrties de Rn.

Qüestió: Donada una ‘varietat’ M d’ob-

jectes geomètrics d’un espai E sobre el qual

actua un grup de Lie G transitivament, tro-

bar un subgrup H tal que G/H = M i donar

una mesura G-invariant sobre G/H.
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Mesures invariants

Teorema. Siguin {ω1 . . . , ωn} base de formes

invariants per l’esquerra de G tal que ω1 =

0, . . . ωm = 0 defineixen les classes laterals de

G/H. Aleshores η = ω1∧· · ·∧ωm defineix una

mesura invariant a G/H si i només si dη = 0.

• La mesura és única excepte constants

• G i H unimodulars ⇒ ∃ mesura G-invariant

(unimodulars ≡ el. volum bi-invariant)

• An,r, conjunt de r-’plans’ a Rn és quo-

cient d’unimodulars

⇓

mesura invariant per isometries:

dLr
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Expressió de dLr

Un moviment ŕıgid es pot posar com

g =

(
A b
0 1

)

aleshores la matriu de 1-formes g−1dg dóna

una base {ωi,j, ηα} de Maurer-Cartan. Si H

és el grup d’isotropia del r-pla generat per

e1, . . . , er tenim

dLr =
∧

α,β>r,i≤r

ωiα ∧ ηβ.

Si fixem un punt O un r-pla Lr queda deter-

minat pel (n − r)-pla Ln−r[O] per O ortogo-

nal a Lr i pel punt de tall p = Lr ∩ Ln−r[O].

Aleshores podem posar també

dLr = dσn−r ∧ dLn−r[O]

que és l’expressió anàloga a dp ∧ dθ del pla.
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Fórmules integrals a l’espai euclidià

Teorema (Santaló). Si M és subvarietat

compacta de dimensió q de Rn, diferenciable

a trossos i r + q ≥ n aleshores∫
Lr∩M �=∅

σr+q−n(M ∩ Lr)dLr =

=
On · · ·On−rOr+q−n

Or . . . O0Oq
σq(M)

on Or és el volum de l’esfera r-dimensional i

σk denota el volum k-dimensional.

• Quan n = 2, r = 1 i q = 1 tenim la

fórmula de Cauchy-Crofton (σ0 =punts

d’intersecció).

• Quan n = 2, r = 1 i q = 2 tenim un

domini Ω i∫
Ω∩L�=0

σdL = π area(Ω)
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Fórmules integrals a l’espai euclidià

Si Ω és convex, per Cauchy-Crofton la mesura

de rectes que tallen Ω és la longitud de la

vora. Aleshores:

E(σ) = π
area(Ω)

long(∂Ω)

Qüestió: quant val val la mesura de r plans

que tallen una subvarietat M?
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Curvatura

Σ hipersuperf́ıcie compacta de classe C2

Mr(Σ) =
1(

n−1
r

) ∫
Σ
{κi1 . . . κir}

on {κi1 . . . κir} són les funcions simètriques

elementals de curvatura s’anomena integral

r-èssima de curvatura mitjana de Σ.

M0(Σ) és igual a volum(Σ).

Aleshores (Chern), si K és un domini convex

m(Lr : Lr ∩ K �= ∅) =

=
On−2 . . . On−r−1

(n − r)Or−1 . . . O0
Mr−1(∂K)

Exemple: Per un domini convex K:

E(σ(K ∩ Lr)) =

∫
σdLr∫
dLr

= ct
vol(K)

Mr−1(∂K)

i

E(σ(∂K ∩ Lr)) =

∫
σdLr∫
dLr

= ct
àrea(K)

Mr−1(∂K)
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Mesura cinemàtica

Fins ara hem aprés a mesurar rectes i varie-
tats afins. Anem a mesurar ara ‘posicions’
d’objectes.

Exemple: K0 convex fix , K convex mòbil.
’Comptem’ els moviments ŕıgids g tal que
g K ∩ K0 �= ∅.

1. Independent respecte la posició inicial de
K

2. Independent de la posició inicial de K0

3. Es el mateix mesurar moviments de K
que moviments de K0

Llavors la mesura que volem ha de ser in-
variant per les accions a dreta i esquerra del
grup de moviments i invariant per la inversió
(g �→ g−1).

Pel grup de moviments de l’espai euclidià Rn

aquesta mesura existeix (el grup és unimodu-
lar!). S’anomena mesura cinemàtica

dK
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Mesura cinemàtica

Pel pla euclidià els moviments ŕıgids (directes)

són

M =


 cos θ sin θ a

− sin θ cos θ b
0 0 1




i

dK = da db dθ

Exemple: la mesura de moviments que fan

que un convex K contingui un punt fixat és

2πarea(K) (movem el punt sobre K!)

Més en general (Blaschke)∫
gK1∩K0 �=∅

dK = 2π(F0 + F1) + L0L1
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Mesura cinemàtica - Fórmula de Blaschke

D0 doimini fixat al pla euclidià, D1 domini
mòbil amb densitat cinemàtica dK1. Tenim∫

D0∩D1 �=∅
χ(D0 ∩ D1)dK1 =

= 2π
(
χ(D0)F1 + χ(D1)F0

)
+ L0L1

Com a conseqüència tenim la famosa fórmula
de Poincaré∫

Γ0∩Γ1

n(Γ0 ∩ Γ1)dK1 = 4L0L1

per corbes Γi (pas al ĺımit).

De la fórmula de Blaschke surt una prova
bonica de la desigualtat isoperimètrica
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Desigualtat isoperimètrica al pla euclidià

Ki convexos congruents d’àrea F i peŕımetre

L. Les formules de Blaschke i Poincaré per

Ki i ∂Ki donen∫
K0∩K1

dK1 = 4πF + L2,
∫
K0∩K1

ndK1 = 4L2

Si mi és la mesura de posicions tals que ∂K0 i

∂K1 tenen i punts en comú. Per ser convexos

mi=0 per i senars. Llavors

m2 + m4 + . . .= 4πF + L2,

2m2 + 4m4 + . . .= 4L2

Fem la diferència i obtenim

L2 − 4πF ≥ 0

Quan Ki no és convex considerem l’envolcall

convex K∗
i aleshores

L2 − 4πF ≥ L∗2 − 4πF ∗ ≥ 0

i la desigualtat segueix sent vàlida.

Igualtat pel disc
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Mesura cinemàtica - Fórmula de Blaschke

La fórmula de Blaschke en dimensió n conté

les integrals de curvatura Mk. Recordem que

M0 és el volum de la vora.

Fórmula fonamental de Blaschke (Chern)

D0, D1 dominis de Rn aleshores∫
D0∩D1 �=∅

χ(D0 ∩ D1)dK =

= O1 . . . On−2

[
On−1χ(D0)V1 + On−1χ(D1)V0 +

+
1

n

n−2∑
h=0

( n

h + 1

)
M0

hM1
n−h−2

]

Nota: Es pot anar més lluny i trobar les

integrals
∫

Mk(∂(D0 ∩ D1)dK
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‘Reproductibilitat’

Mρ tub d’una subvarietat de dimensió q a Rn.

Fórmula de Weyl:

vol(Mρ) =
∑

c(r, q, e)µe(M)ρn−q+e

on µe(M) (e parell) són invariants integrals

de M calculables a partir del tensor de cur-

vatura. µ0 és el volum i µq = ctχ(M) quan q

és parell.

Teorema(Chern-Federer). S i Np subva-

rietat que es mou amb densitat cinemàtica

dK:∫
Mq∩Np �=∅

µe(M
q ∩ Np)dK =

∑
iparell

ciµi(M)µe−i(N)

Cal dir que per hipersuperf́ıcies les integrals

de curvatura µi i les integrals de curvatura

mitjana Mi són les mateixes. Les Mi són

coeficients pel polinomi que dóna el paral.lel

exterior.
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‘Reproductibilitat’

∫
Mq∩Np �=∅

µe(M
q ∩ Np)dK =

∑
iparell

ciµi(M)µe−i(N)

Podem deduir:∫
Mq∩Lr �=∅

µe(M
q ∩ Lr)dLr = ctµe(M)

Per e = 0 tenim la ja coneguda fórmula∫
Mq∩Np �=∅

σp+q−n(M
q ∩ Np)dK = ctσq(M)σp(N)

Per hipersuperf́ıcies, p = n − 1, tenim que si

Q és un domini i M = ∂Q∫
∂Q∩Lr �=∅

Mi(∂Q ∩ Lr)dLr = ctMi(∂Q)

21



Control de temps !
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Pla hiperbòlic

• Geometria plana absoluta amb la negació

del postulat de les paral.leles

• Única superf́ıcie riemanniana connexa, sim-

plement connexa, completa amb curvatura

de Gauss K = −1

• Tres models: semiplà, disc de Poincaré i

model projectiu (també com subvarietat

de l’espai de Minkowski)

Model projectiu Disc de Poincaré Semipla
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Corbes distingides

Considerem les següents corbes a H2:

1. Geodèsiques. Caḿı més curt entre punts.

Tenen curvatura geodèsica 0

(kg(t) = 〈∇c′c
′, c′〉, paràmetre arc)

2. Horocicles. Corbes ortogonals a un feix

de rectes paral.leles. Curvatura geodèsica

±1.

3. Equidistants o λ-geodèsiques. Són corbes

equidistants a les geodèsiques. Tenen

curvatura geodèsica absoluta λ ∈ (0,1).
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Corbes distingides
horocicle

horocicle

geodesicaequidistantequidistant

cercle

P

Q

• λ = cosα amb α l’angle que la corba fa
amb l’infinit.

• Quan λ = 0 tenim geodèsiques, per λ = 1
horocicles.

• Donats p, q ∈ H2, hi ha una única geodèsica
que els uneix i dos equidistants (i horoci-
cles).
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Convexitat

Definició: Donat λ ∈ [0,1] un conjunt K de

H2 és λ-convex si per tot P, Q ∈ K les λ-

geodèsiques que els uneixen són a K.

• 0-convexos són convexos ordinaris

• 1-convexos s’anomenen h-convexos o horo-

ćıclicament convexos

K vora C2 a trossos, λ-convex

�

κg(∂K) ≥ λ i a punts sing. angle int. ≤ π.

Nota: Cercles de radi r són sempre h-convexos

(κg = coth(r) > 1)

h-convex ⇒ λ-convex ⇒ convex
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Mesures invariants

Les nocions anteriors també valen per l’espai

hiperbòlic n-dimensional Hn: és la varietat

de Riemann completa, connexa i simplement

connexa amb K = −1.

Hn és espai homogeni del seu grup d’isome-

tries. Aquest grup s’identifica amb les apli-

cacions lineals de Rn+1, unimodulars i que

preserven la mètrica de Lorentz.

Tenim que existeix:

• Mesura invariant per les geodèsiques.

dL = cosh(p)dp ∧ dθ

• Mesura invariant pels r-plans (subvarietats

tot. geodèsiques)

dLr = coshr(p)dσn−r ∧ dLn−r[O]

De fet dLr pot obtenir-se a partir de la mesura

cinemàtica dK hiperbòlica
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Comparació R2 – H2

ds2 = dρ2 + ρ2 dθ2 ds2 = dρ2 + sinh2(ρ) dθ2

dS = ρ dρ dθ dS = sinh (ρ) dρ dθ

L(Cr) = 2π r L(Cr) = 2π sinh r

F (Cr) = π r2 F (Cr) = 2π(cosh r − 1)

L2 − 4πF ≥ 0 L2 − F2 − 4πF ≥ 0

Observació:

lim
r→∞

F (Cr)

L(Cr)
=




∞ a R2

1 a H2

De fet, per qualsevol succesió de convexos

que omple R2, vol = 1
2

∫
pds i F/L → ∞.
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Integral de les ‘cordes’

Tenim la mateixa fórmula que en el cas eu-

clidià:

Teorema (Santaló). Si M és subvarietat

compacta de dimensió q de Hn, diferenciable

a trossos i r + q ≥ n aleshores∫
Lr∩M �=∅

σr+q−n(M ∩ Lr)dLr =

=
On · · ·On−rOr+q−n

Or . . . O0Oq
σq(M)

on Or és el volum de l’esfera euclidiana r-

dimensional i σk denota el volum k-dimensional.

Nota: Surten On per que integrem direccions

(Grasmannianes).

La situació és diferent quan volem trobar

m(Lr : Lr ∩ K �= ∅)

a l’hiperbòlic Hn (a Rn val ct.Mr−1(∂K)).
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Mesura de r-plans que tallen

Teorema: (Santaló-Chern) Si K és un do-

mini convex de Hn amb vora C2 a trossos

m(Lr : Lr ∩ K �= ∅) =

=
∑
k

ck(n, r)Mk(∂K) + c(n, r)vol(K)

(Nota: Fem servir Gauss-Bonnet)

1. Si mesurem geodèsiques (r = 1):

m(L :L ∩ K �= ∅) =
(

On

4π

)
vol(∂K)

2. Per H3, la mesura de plans geodèsics que

tallen:

m(L2 :L2 ∩ K �= ∅) = M1 − vol(K)

(a R3 és M1)
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Esperança d’una corda

A Hn, l’esperança de la corda que forma una

geodèsica amb un convex K és

E(σ(K ∩ L)) =

∫
σdL1∫
dL1

=

= (n − 1)
On−1

On−2

vol(K)

vol(∂K)

(ja que M0(∂K) = vol(∂K))

(També:

E(σ) = 2π
On−1

On

vol(K)

vol(∂K)
)

Qüestió: Com es comporta E(σ(K ∩ L)) si

els convexos es fan grans? A l’euclidià l’es-

perança es fa infinita.
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Santaló-Yañez

Santaló i Yañez van estudiar el comporta-

ment asimptòtic del quocient area/peŕımetre

per convexos de H2.

Si Kn és una successió de convexos tal que

1. Kn ⊂ Kn+1

2.
⋃

Kn = H
2,

què podem dir de

lim
F

L
?

• Si la successió és de h-convexos, el ĺımit

val 1 (isoperimètrica + Gauss-Bonnet)

• De fet, per la desigualtat isoperimètrica,

sempre és ‘≤’ 1
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Contraexemple poligonal

Kn poĺıgon regular format per 3 · 2n−1 trian-
gles isòsceles inscrits en un cercle de radi Rn.
dn longitud base, hn l’àrea.

Tenim Fn/Ln = hn/dn.

Si αn = 2π/(3 · 2n−1) és l’angle central, fent
servir trigonometria hiperbòlica trobem

dn = 2arcsinh
(
sinhRn · sin

(
αn

2

))

i

hn = π −
(

αn + 2arctan
1

tan αn
2 · coshRn

)
.
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Contraexemple poligonal

Però

lim(tan
αn

2
· coshRn) = lim

αn

2

2

µαn
=

1

µ
,

llavors

limhn = π − 2 · arctanµ.

Igualment

lim dn = 2arcsinh
1

µ

• Rn = n ⇒ limhn/dn = 0 i lim Fn
Ln

= 0

• Rn = log(4/µαn) ⇒

lim
Fn

Ln
= lim

hn

dn
=

π − 2arctanµ

2arcsinh1
µ

i el ĺımit assoleix tots el valors entre 0 i 1.

Nota: Si la succesió és de λ-convexos, el

ĺımit cau entre λ i 1. Són les millors cotes.
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Carta de Santaló

Teorema. Si M és varietat de Hadamard

n-dimensional amb curvatura seccional k tal

que −k2
2 ≤ k ≤ −k2

1 amb k1, k2 > 0

λ

(n − 1)k2
2

≤ lim inf
t→∞

vol(Kt)

vol(∂Kt)
≤

≤ lim sup
t→∞

vol(Kt)

vol(∂Kt)
≤ 1

(n − 1)k1
.

{Kt}t∈R+ dominis λ-convexos compactes amb

λ ≤ k2 expandint-se sobre l’espai.
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Idea de la prova

1. Fixem un punt O interior a K, aleshores

podem escriure

vol(K) =
∫
Sn

∫ l(u)

0
Ju(t)t

ndtdS

vol(∂K) =
∫
Sn

Ju(l(u))l(u)n

〈∂t,n〉
dS

On 〈∂t,n〉 = cosϕ i

• Ju(t) és el Jacobià de expO al punt tu

per u ∈ Sn � (TOM)1

• ∂t és la direcció radial al punt expO(l(u)u)
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Idea de la prova

2. Ens cal controlar com la λ-convexitat in-

flueix sobre la variació de ϕ, angle entre

el normal i la direcció radial. Provem

Lema. Es compleix

κn = µn cosϕ + ϕ′

µn: curvatura normal de l’esfera geodèsica

amb centre O. ϕ′: derivada respecte long.

d’arc de les corbes integrals de grad(ρ(θ)).

(‘generalització’ de la clàssica fórmula de

Liouville: κg = ϕ′ + κ1 cosϕ + κ2 sinϕ)
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Idea de la prova

3. Com a conseqüència de la fórmula ante-

rior

Proposició.

M Hadamard amb −k2
2 ≤ K ≤ −k2

1. Si K

domini λ-convex C2 amb λ < k2. O punt

interior de K. L’angle ϕ satisfà

cosϕ ≥ λ

k2
tanh(k2 r)

amb r distància ḿınima de O a ∂K.

4. Per ser M de Hadamard les geodèsiques

no tenen punts conjugats. Podem com-

parar el jacobià de l’exponencial amb els

jacobians de Hn(k1) i Hn(k2). Ho fem i

després d’uns càlculs tenim que

f(r)
∫
Sn

l(u)nJacl(u)u(exp)dS ≤

≤vol(Ω)≤
≤ h(R)

∫
Sn

l(u)nJacl(u)u(exp)dS.
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Idea de la prova

5. Dividint per

vol(∂K) =
∫
Sn

Ju(l(u))l(u)n

〈∂t,n〉
dS

i fent servir l’acotació de l’angle ϕ tenim

f(r)C(r)
λ

k2
≤ V

A
≤ h(R)

amb r l’inradi, R el circumradi i f, C, h

funcions tals que, si el convex s’expandeix

f(r)C(r) → 1

(n − 1)k2
, h(R) → 1

(n − 1)k1

i acabem la demostració.

(podem donar fórmules expĺıcites)
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Exemples a Hn

Les desigualtas obtingudes són les millors possibles

Bola geodèsica amb radi r > 0 i centre en
un punt fixat O ∈ Hn. P1 i P2 punts definint
un segment geodèsic de longitud 2R > r tal
que O és el punt mig. L’envolcall convex de
la bola BO(r) i els punts P1, P2 ho denotem
K(R, r).

Kε(R, r) punts a distància de K(R, r) menor
que ε. És un conjunt λ-convex per λ = tanh ε.

ε

ρ
ar

β

C2

c

α
µ

C1

B

R
x'

x

OP1
P2

Fem R = exp(2r), aleshores

lim
r→∞

vol(Kr)

vol∂(Kr)
=

tanh ε

n − 1
=

λ

n − 1
.

Nota: El valor 1/(n − 1) es pot obtenir amb
una successió de boles.
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Esperança per r-cordes

Amb això sabem que el valor ĺımit de l’es-

perança d’una corda pren valors entre λ
On−1
On−2

i
On−1
On−2

(entre λπ i π al pla).

Qüestió: Què podem dir de

E(σ(K ∩ Lr)) =

∫
σdLr∫
dLr

?

Resposta: Treball en curs. De moment

E(σr) <
On−1

On−r−1

i hi han exemples que van a 0. Control de

V/Mk
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Mesura de λ-plans

Qüestió: Què podem dir de la mesura de λ-

plans?, existeix?, com és? Santaló va donar

mesura de horocicles i horosferes

• Al pla

m(H1 : H1 ∩ K �= ∅)= 2M0

= 2 long(∂K)

• A l’espai

m(H2 : H2 ∩ K �= ∅) = 2M1

(n = 2,3) ⇒ mesura d’horosferes que tallen

un convex és proporcional a les (n − 1)-integrals

de curvatura mitjana. Com a Rn !
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Mesura d’horosferes

Teorema. Si K és un domini de Hn amb
vora C2 a trossos llavors∫

H∩∂K �=∅
χ(H ∩ ∂K)dH =

= 2
[(n−2)/2]∑

h=0

(n − 2

2h

) 1

2h + 1
Mn−2−2h(∂K)

amb χ(H ∩ ∂K) caracteŕıstica d’Euler-Poincaré
de H ∩ ∂K.

• La mesura d’horosferes que tallen una
hipersuperf́ıcie h-convexa és combinació
lineal d’integrals de curvatura mitjana.

• Diferent de la combinació lineal de la mesura
d’hiperplans (més senzilla!, no surt el volum).

• El teorema diu que la mesura d’horosferes
no es comporta com el cas euclidià (com
semblava en baixes dimensions).

• També es pot determinar una fórmula
similar quan mesurem λ-plans. Pont en-
tre la mesura de r-plans geodèsics i h-
plans.
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Idea de la prova

1. Punt clau: la geometria intŕınseca d’una
horosfera és euclidiana.

2. χ(H ∩ ∂K) = 1
On−2

Mn−2(∂K ∩ H)

3. M hipersuperf́ıcie de Hn, H ∩ M = C,

dxn−2 ∧ dH = sin θ dxn−1 ∧ dΩn−1.

dxn−2 i dxn−1 el. vol. a C i M , dΩn−1
el. vol. de Sn−1, esfera que defineix horos-
feres per x i θ angle entre M i H.

u
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Idea de la prova

u

4. Relacionem les curvatures (segona forma

fonamental) de H, ∂K i C per

hH
C =

h∂K

sin θ
− I

tan θ
.

(θ angle entre ∂K i H)

5. Integrem∫
H∩∂K �=∅

χ(H ∩ ∂K)dH =

=
1

On−2

∫
H

∫
C

κC
n−2 dxn−2dH

i arribem a l’expressió desitjada
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Alguns problemes

1. Determinar la mesura d’r-horosferes que

tallen una subvarietat

2. Determinar la mesura de (λ, r)-equidistants

que tallen una subvarietat

3. Estudiar els quocients Mr/Mk i els seu

comportament asimptòtic

4. Esperances de les r-cordes: geodèsiques i

λ-geodèsiques. Comparació de les mesures

m(Lλ
r) i m(L0

r ).
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