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Definicio

LLa geometria integral es preocupa de |'es-
tudi, calcul i aplicacio de mesures inva-
riants de conjunts d’objectes geomeéetrics

Problema de I'agulla de Buffon (1777)

Formula de Cauchy-Crofton (1832-1868)

Paradoxa de Bertrand (1889)

Probabilitats geometriques, Deltheil (1926)

Grup de geometria integral d'Hamburg:
Blashcke, Chern, Hadwiger, Petkanshin,
Santald ... (1935)

Geometria integral ‘moderna’: Federer,
Schneider, Langevin ...




El problema de Buffon

[ =
=

Calcular la probabilitat que un segment de
longitud [ llancat a I'atzar talli alguna de les
linies paralleles que estan a distancia d més
gran o igual que [.

casosfavorables  areazonaombrejada

CasoSs possibles area total




El problema de Buffon

[

L'area total mesura les possibles posicions
I val 2n7d, |'area ombrejada ve donada per la
relacio z41sind >dsi0 <mid—(x+Ilsing) >
dsi 8> m. El calcul d'arees dona:

21

rd
la probabilitat que voliem trobar.
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Formula de Cauchy-Crofton

Cauchy: fent promig de les longituds de les
projeccions d'una corba convexa sobre totes
les rectes per |'origen s'obté el doble del peri-
metre de |la corba. En general cal considerar
la multiplicitat de les projeccions (index).

Crofton: va reformular el resultat

la integral del nombre d’interseccions
amb una corba plana, de totes les rectes
que la tallen, és el doble de la longitud
de la corba

O bé

FrNL)dpdd = 2| r
/mL#@n( ) dp ong(IN)

n==06

Hem triat una ‘densitat’ invariant per mesurar
rectes: dpd6.

Part esquerra: definicio de longitud d'un con-
tinu de punts (longitud de Favard).



Formula de Cauchy-Crofton

Parametritzacio per l'arc, (x(s),y(s)) de la
corba I'. Parametritzem les rectes que tallen
[ per sil'angle ¢ amb la tangent en el punt
de tall. En aquestes coordenades

dL = dpdf = sin pdyp ds.

Com que [§ [¥sin@dpds = 2long(l), tenint
en compte que considerem les rectes tantes
vegades com tallen I, obtenim la formula de
Cauchy-Crofton.



Paradoxa de Bertrand

Problema: probabilitat que una corda
d'un cercle agafada a l'atzar sigui meés
gran que el costat del triangle equilater
inscrit.

o
O

dOiN\dbs da:/\dy dpAdf

Primera solucio: 1/3 Segona solucio: 1/4
Tercera solucio: 1/2

LLes mesures utilitzades per ‘comptar’ rectes
que tallen al cercle no son invariants per movi-
ments rigids en el primer i el segon cas.

La mesura
dL = dpdb

és invariant per isometries



Mesures invariants

El grup d’'isometries M del pla actua transi-
tivament sobre les rectes

U

el conjunt de rectes (no orientades) Ap 1 €s
un espai homogeni de M: quocient de M pel
subgrup I(Lg) que deixa invariant una recta
fixada Lg.

En general el conjunt de varietats lineals afins
de dimensido ¢ de R", Ay 4, €s un espai ho-
mogeni del grup d’'isometrties de R™.

Questio: Donada una ‘varietat’ M d'ob-
jectes geometrics d'un espai E sobre el qual
actua un grup de Lie G transitivament, tro-
bar un subgrup H tal que G/H = M i donar
una mesura G-invariant sobre G/H.



Mesures invariants

Teorema. Siguin {wq...,wn} base de formes
invariants per l'esquerra de G tal que w1 =
O,...wm = 0 defineixen les classes laterals de
G/H. Aleshores n = wi A---ANwm defineix una
mesura invariant a G/H si i només si dn = 0.

e La mesura és unica excepte constants

e (Gi H unimodulars = d mesura G-invariant

(unimodulars = el. volum bi-invariant)

o Ay, conjunt de r-'plans’ a R" és quo-
cient d'unimodulars

U

mesura invariant per isometries:

dLy
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Expressio de dL,

Un moviment rigid es pot posar com

- (42

aleshores la matriu de 1-formes g~ldg déna
una base {w;j,na} de Maurer-Cartan. Si H
és el grup d’'isotropia del r-pla generat per
e1,...,er tenim

dL, = /\ Wiy N\ 13-
o,B>r1<r
Si fixem un punt O un r-pla L, queda deter-
minat pel (n —r)-pla L,_,.1o) per O ortogo-
nal a Ly i pel punt de tall p = Ly N L,,_,10]-
Aleshores podem posar també
dL,y = dop_r N\ dLn—T[O]

que és lI'expressio analoga a dp A df del pla.
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Formules integrals a I'espai euclidia

Teorema (Santalo). Si M és subvarietat
compacta de dimensio q de R", diferenciable
a trossos i r + q > n aleshores
Ortg_n(MNO Ly)dL, =
/LTHM#:(D r4+q n( r)dLy

_ Onp--- On—TOr+q—nO_q(M)

on O, és el volum de l'esfera r-dimensional i
o denota el volum k-dimensional.

e Quan n = 2, r =11 qg = 1 tenim la
formula de Cauchy-Crofton (og =punts
d'interseccio).

e Quan n = 2, r =11 qg = 2 tenim un
domini €2 i

/ odL = mwarea(Q)
QNL#0
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Formules integrals a I'espai euclidia

Q

Si Q2 és convex, per Cauchy-Crofton |la mesura
de rectes que tallen €2 és l|la longitud de la
vora. Aleshores:

Questio: quant val val la mesura de r plans
que tallen una subvarietat M7
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Curvatura

> hipersuperficie compacta de classe C?

(nll) /Z{’fil oK)

T

on {k;, ...kt SON les funcions simetriques
elementals de curvatura s'anomena integral
r-essima de curvatura mitjana de 2.

My (X) =

Mp(X) és igual a volum(XD).

Aleshores (Chern), si K és un domini convex

m(Ly : Ly N K # () =
_ Op—2...0p_p_1
(n—1)0O,_1...0q
Exemple: Per un domini convex K:
[ odLy — ot vOI(K)
J dLy M, _1(0K)

M1 (8K)

E(c(KNLr)) =

[odLy ‘ area(K)

E(c(OKNLy)) = [ dLy = ¢ M,_1(0K)
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Mesura cinematica

Fins ara hem aprés a mesurar rectes i varie-
tats afins. Anem a mesurar ara ‘posicions’
d’'objectes.

Exemple: Kg convex fix , K convex mobil.
'Comptem’ els moviments rigids g tal que

gKNKg#0.

1. Independent respecte |la posicio inicial de
K

2. Independent de la posicio inicial de Kg

3. BEs el mateix mesurar moviments de K
que moviments de Kj

Llavors la mesura que volem ha de ser in-
variant per les accions a dreta i esquerra del
grup de moviments i invariant per la inversio

(g—g7b).

Pel grup de moviments de I'espai euclidia R"™
aquesta mesura existeix (el grup és unimodu-
lar!). S’anomena mesura cinematica

dK
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Mesura cinematica
Pel pla euclidia els moviments rigids (directes)
son
cosf sind a

M= | —sin@ cosf b
0 0 1
i
dK = da dbdo

Exemple: |la mesura de moviments que fan
que un convex K contingui un punt fixat és
2mrarea(K) (movem el punt sobre KV)

Més en general (Blaschke)

dK = 2n(Fo+ Fq) + LoL
/gKlﬂKo;ﬁ(Z) (Fo 1) oL1
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Mesura cinematica - Formula de Blaschke

Dg doimini fixat al pla euclidia, Dy domini
mobil amb densitat cinematica dK41. Tenim

DaNDq)dKq1 =
/DoﬁDl;é(bX( 0 1)dK1

= 2r(x(Do) F1 + x(D1)Fo) + LoL1

Com a consequéencia tenim la famosa formula
de Poincaré

/ n(l_o M I’l)dKl — 4LOL1
I‘Oml‘l

per corbes I, (pas al limit).

De la formula de Blaschke surt una prova
bonica de |la desigualtat isoperimetrica
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Desigualtat isoperimetrica al pla euclidia

K; convexos congruents d'area F' i perimetre
L. Les formules de Blaschke i Poincaré per
K; i OK; donen

/ dK; = 4nxF + L2, / ndk, = 412
KonK;y KonK;y

Si m; és la mesura de posicions tals que 0K i
O0Kq tenen i punts en comu. Per ser convexos
m;—o Per ¢ senars. Llavors

m2+m4—|-...=47rF—|—L2,

2mo + 4mg + ...= 4L7
Fem la diferéncia i obtenim
L? —47F > 0

Quan K; no és convex considerem I'envolcall
convex K aleshores

L2 —4xF > L*2 — 4xF* > 0
I la desigualtat segueix sent valida.

Igualtat pel disc
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Mesura cinematica - Formula de Blaschke

La formula de Blaschke en dimensio n conté
les integrals de curvatura M;. Recordem que
Mg és el volum de la vora.

Formula fonamental de Blaschke (Chern)
Dqg, D1 dominis de R™ aleshores

DaoNDq1)dK =
/Dole Ly X(Don DY)

=01...0p_2 [On—1X(DO)V1 + Op—1x(D1)Vo +

172, n
T hZ::O (h n 1)M£M%—h—2]

Nota: Es pot anar més lluny i trobar les
integrals | M (0(Dg N D1)dK
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‘Reproductibilitat’

M, tub d'una subvarietat de dimensio g a R".
Formula de Weyl:

VOI(MP) — Z C(’I", q, e)ﬂe(M)pn_q_l_e

on ue(M) (e parell) son invariants integrals
de M calculables a partir del tensor de cur-
vatura. pg €s el volum i pug = ctx(M) quan gq
és parell.

Teorema(Chern-Federer). S i NP subva-
rietat que es mou amb densitat cinematica
dK:

pe(MINNPYIK = > cipy(M)pe—i(N)

1 parell

/MqﬂNp;é(D
Cal dir que per hipersuperficies les integrals
de curvatura u; i les integrals de curvatura
mitjana M; soOn les mateixes. Les M; sOn

coeficients pel polinomi que dona el parallel
exterior.
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‘Reproductibilitat’

pe(MINNPYAK = ) cipui(M)pre—i(N)
1 parell

/quNP;é(Z)

Podem deduir:

MYN Ly)dL, = ct M
/quLT#Q)Me( 7“) T Me( )

Per e = 0 tenim la ja coneguda formula

/MqﬂNP;é(Z) G ptqn(MT N NPYAK = ctog(M)op(N)

Per hipersuperficies, p = n — 1, tenim que si
@ €s un domini i M = 0Q

/wm#@ 0Q N Ly) ct M;(9Q)
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Control de temps |

30 min
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Pla hiperbolic

e Geometria plana absoluta amb la negacio
del postulat de les paralleles

e Unica superficie riemanniana connexa, sim-
plement connexa, completa amb curvatura
de Gauss K = —1

e [res models: semipla, disc de Poincaré i
model projectiu (també com subvarietat
de I'espai de Minkowski)

-

Disc de Poincaré Semipla

Model projectiu

22



Corbes distingides

Considerem les seguents corbes a H2:

1. Geodeésiques. Cami més curt entre punts.
Tenen curvatura geodesica 0O
(kq(t) = (Vud, ), parametre arc)

2. Horocicles. Corbes ortogonals a un feix
de rectes parallleles. Curvatura geodesica
+1.

3. Equidistants o A-geodésiques. SOn corbes
equidistants a les geodesiques. Tenen
curvatura geodesica absoluta A € (0,1).

) Equidistants
Horocicles

23



Corbes distingides

horocicle

cercle

‘ocicle

equidistant equidistant geodesica

e A\=Cosa amb « l'angle que |la corba fa
amb l'infinit.

e Quan A = 0 tenim geodesiques, per A =1
horocicles.

e Donats p,q € H2, hi ha una tnica geodesica
que els uneix i dos equidistants (i horoci-
cles).
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Convexitat

Definicio: Donat X € [0,1] un conjunt K de
H? és A-convex si per tot P,Q € K les \-
geodesiques que els uneixen so6n a K.

e O-convexos sOn convexos ordinaris

e 1-convexos s'anomenen h-convexos o horo-
ciclicament convexos

K vora C? a trossos, A-convex

)

kg(OK) > X i a punts sing. angle int. <.

Nota: Cercles de radi r sOn sempre h-convexos
(kg = coth(r) > 1)

h-convex = \-convex = convex

25



Mesures invariants

LLes nocions anteriors també valen per I'espai
hiperbolic n-dimensional H"™: és la varietat
de Riemann completa, connexa i simplement
connexa amb K = —1.

H"™ és espai homogeni del seu grup d'isome-
tries. Aquest grup s’identifica amb les apli-
cacions lineals de R”+1, unimodulars I que
preserven la metrica de Lorentz.

Tenim que existeix:

e Mesura invariant per les geodesiques.

dL = cosh(p)dp A dO

e Mesura invariant pels r-plans (subvarietats
tot. geodeésiques)

dL, = COShr(p)dO'n—T A dLn—T[O]

De fet dL, pot obtenir-se a partir de la mesura
cinematica dK hiperbolica
26



Comparacio R?2 — H?

ds? = dp? + p? dh? | ds? = dp? + sinh2(p) d6?

dS = pdpdb dS = sinh (p)dpdo

F(Cy) = 712 F(C) = 2x(cosh r — 1)

L2 —47F >0 L2 —F2 _—4xF >0

Observacio:

jim () _ )0 S -
T—00 L(C’T) 1 3 H2

De fet, per qualsevol succesio de convexos
que omple R?, vol = 3 [pds i F/L — oco.
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Integral de les ‘cordes’

Tenim la mateixa formula que en el cas eu-
clidia:

Teorema (Santalo). Si M és subvarietat
compacta de dimensio q de H", diferenciable
a trossos i r + q > n aleshores

(M N Ly)dLy =
/LrﬂM#(Z) Or+q n( 7“) r

On-Opn—pOpp,_
— " ner 7"+q nO-q(M)

on Or és el volum de l'esfera euclidiana r-
dimensional i o}, denota el volum k-dimensional.
Nota: Surten O, per que integrem direccions
(Grasmannianes).

La situacio és diferent quan volem trobar

m(Ly : Ly N K % 0)

a I"hiperbolic H" (a R™ val ct. M,_1(0K)).
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Mesura de r-plans que tallen

Teorema: (Santalo-Chern) Si K és un do-
mini convex de H™ amb vora C? a trossos

m(Ly : Ly N K # () =

=) cp(n, r)ME(0K) + c(n,r)vol(K)
k

(Nota: Fem servir Gauss-Bonnet)

1. Si mesurem geodesiques (r = 1):

m(L:LNK # () = (g—;) vol(8K)

2. Per H3, la mesura de plans geodeésics que
tallen:

m(Ly:LoNK #(0) = M1 — vol(K)
(a R3 és Mq)
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Esperanca d’una corda

A H", I'esperanca de la corda que forma una
geodesica amb un convex K és

. [odLA .
E(c(KNL)) = Tdl,
- O,,_1 VOI(K)
= (= D) oK)

(ja que Mp(0K) = vol(0K))

(També:

O,,—1 VOI(K)
On VOI(OK)

E(o) = 2n )

Questio: Com es comporta E(c(KNL)) si
els convexos es fan grans? A |'euclidia I'es-
peranca es fa infinita.
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Santalo-Yanez

Santaldo i Yanez van estudiar el comporta-
ment asimptotic del quocient area/perimetre
per convexos de H2.

Si K, és una successio de convexos tal que
1. Kn C K41

2
2. UKn = H~,

que podem dir de

F
lim— 7

e Si la successio és de h-convexos, el limit
val 1 (isoperimetrica 4+ Gauss-Bonnet)

e De fet, per la desigualtat isoperimetrica,
sempre és ‘<’ 1
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Contraexemple poligonal

K, poligon regular format per 3 - on—1 trian-
gles isOsceles inscrits en un cercle de radi Rj,.
dn, longitud base, hy |'area.

Si an = 27/(3-2""1) és I'angle central, fent
servir trigonometria hiperbolica trobem

dn = 2arcsinh (sinh R, - sin (%))

hn=7m— |« 2 arctan :
e <n+ tan%-coshR)
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Contraexemple poligonal

Pero
2 1
lim(tan 2% . cosh Ryp) = lim 222 — =
2 2 pon W
llavors
limh, = m — 2 -arctan u.
Igualment

lim d,, = 2arcsinh—
3

o Ry =n=limhy/d, =0 i ”m%:
e Ry =l09(4/uan) =
. Fp . hp m—2arctanp
im—=Ilim— = ——
Ln dn, 2arcsinh:;

i el Iimit assoleix tots el valors entre O i 1.

Nota: Si |la succesio és de A-convexos, el
limit cau entre X i 1. Son les millors cotes.
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Carta de Santalo

O

ACADEMIA MACIOMAL DE CIEMGIAS EUENOS AIRES, 23 de febrer de 1985
EXACTAS, FISICAS ¥ NATURALES

REFPUNELIGA SHOGEMTINA

Estimat amic Revent8a: ,

Moltes fracies per el Seu trevall, amb en
Gallego, sobre la conjectura -fallida- L/F-e 1 . Es un resultat
gque considero interesgant i curiés, que fa weure wun nou n!pectusgql
pla hiperbolie. Par la gecmatria Lntcgfala la consecuencia ser
qeu tindrem que seguir imposant la condicid de h-convexitat.

Com j& varem parlar, crec gue garia interessant, i ara,
an vista al seu contpasxemple, no massa dificil, estudiar que passa
en n dimensions, pees al menys per n=J . Li envio una nﬂtalEHvd
en que es considera el “cas guclidif” de n dimensions. Ferﬂfraaq
pai hiperbeliz de 3 dimensicns, per les esferes es E/V-¥2, - '
M/V=>2 . Suposc que lo mateix deu valer per h-convaxes, pera tampo
he he provat. Es podria estudiar.

Per ara no tinc pas planejat cap viatge a Catalunya,
pere en tot cas ja 1l7avisaria; m agradaria molt conversar.

Saludos per en Gallego ¥ i una forta abrassada als dos.
Cordialment

L&[mm&cﬁ_

Teorema. S/ M és varietat de Hadamard
n-dimensional amb curvatura seccional k tal
que —k3 <k < —k$ amb kq,ky > 0
A VOI( K
5> < liminf (K1) <
(n — 1)]€2 t—oo VOI(OKy)
VOI( K 1
< limsup (K1) < :
t—00 VO|(aKt) (n — 1)k’1
{ Kt} cp+ dominis A-convexos compactes amb
A < ko expandint-se sobre |'espai.
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Idea de la prova

1. Fixem un punt O interior a K, aleshores
podem escriure

vol(K) = / ) /Ol(u) Ju()t"dtdsS
VoI(OK) = / J“(lfg))l;“)nds
n t)n

On (0¢,n) = COSp |

e Jy,(t) é€s el Jacobia de expp al punt tu
per u € 8" ~ (ToM)?!

e 0 és la direccio radial al punt expo(I(u)u)
grad F’

/
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Idea de la prova
grad F’

/

2. Ens cal controlar com la A-convexitat in-
flueix sobre la variacid de ¢, angle entre
el normal i la direccio radial. Provem

Lema. Es compleix

Kn = n COS @ + ¢’

un . curvatura normal de l'esfera geodeésica
amb centre O. ¢': derivada respecte long.
d’arc de les corbes integrals de grad(p(6)).
(‘generalitzacio’ de la classica formula de
Liouville: kg = ¢' 4+ k1 COSp + Ko SiN)
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Idea de la prova

3. Com a consequéncia de la formula ante-
rior

Proposicio.

M Hadamard amb —k5 < K < —k7. Si K
domini A-convex C? amb X < ko. O punt
interior de K. L’angle ¢ satisfa

A
COS p > k—tanh(kg )
2

amb r distancia minima de O a K.

4. Per ser M de Hadamard les geodesiques
no tenen punts conjugats. Podem com-
parar el jacobia de |I'exponencial amb els
jacobians de H"(kq1) i H*(k>). Ho fem i
després d’'uns calculs tenim que

f(r) . l(u)”Jacl(u)u(exp)dS <
<vol(2)<

< h(R) /S (W) Jacy(y, (exp)dS.
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Idea de la prova

5. Dividint per

Vol (9K) = /n Ju(lgt)ill;u)nds

| fent servir I'acotacio de I'angle ¢ tenim

A vV
Clr)— < —<h(R
FMCO <5 < h(R)
amb r l'inradi, R el circumradi i f,C,h

funcions tals que, si el convex s'expandeix

1 1

f(r)C(r) — (n— ks h(R) — (n— ks

I acabem la demostracio.

(podem donar féormules explicites)
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Exemples a H"

Les desigualtas obtingudes sén les millors possibles

Bola geodeésica amb radi »r > O i centre en
un punt fixat O € H*. Py i P> punts definint
un segment geodesic de longitud 2R > r tal
que O és el punt mig. L’envolcall convex de
la bola Bp(r) i els punts Py, P, ho denotem
K(R,r).

Ke(R,r) punts a distancia de K(R,r) menor
que e. Es un conjunt A\-convex per A = tanhe.

Fem R = exp(2r), aleshores

m vol(Kr)  tanhe A
r—=oovold(K;) n—-1 n-—1

Nota: El valor 1/(n — 1) es pot obtenir amb
una successio de boles.
39



Esperanca per r-cordes

Amb aixo sabem que el valor Iimit de |'es-

) O,,_
peranca d'una corda pren valors entre )\O" ;
n_

On_

i On—; (entre Aw i m al pla).

Questio: Que podem dir de

fO'dL'r

?
[dLy

E(o(K N L)) =

Resposta: Treball en curs. De moment

On—l

E(or) <
' Op—r—1

I hi han exemples que van a 0. Control de
V/Mj,
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Mesura de )\-plans

Questio: Que podem dir de la mesura de \-
plans?, existeix?, com és? Santald va donar
mesura de horocicles i horosferes

e Al pla

m(Hq : H{ N K # )= 2M,

= 2long(0K)

e A l'espai

m(Hy : HoNK #=0) = 2M;q

(n = 2,3) = mesura d'horosferes que tallen
un convex és proporcional a les (n — 1)-integrals
de curvatura mitjana. Com a R" |
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Mesura d’horosferes

Teorema. Si K és un domini de H"® amb
vora C? a trossos llavors
HNoK)dH =
/HmaK#(Z)X( )
[(n—2)/2]
n—2 1
= 2 M, ~_ 0K
hEZZO <2h )2h+1 n—2-2p(0K)
amb x(H N OK) caracteristica d'Euler-Poincaré
de HNOK.

e La mesura d'horosferes que tallen una
hipersuperficie h-convexa és combinacio
lineal d’'integrals de curvatura mitjana.

e Diferent de la combinacio lineal de la mesura
d'hiperplans (més senzilla!, no surt el volum).

e El teorema diu que |la mesura d'horosferes
no es comporta com el cas euclidia (com
semblava en baixes dimensions).

e També es pot determinar una formula
similar quan mesurem MA-plans. Pont en-
tre la mesura de r-plans geodesics i h-
plans.

42



Idea de la prova

1. Punt clau: |la geometria intrinseca d’'una
horosfera és euclidiana.

2. x(H N oK) =ﬁ (0K N H)

3. M hipersuperficie de H*, HN M = C,

dx,,_>o ANdH =sinfdx,,_1 ANdS2,,_1.

dx,,_o> | dx,_1 €el. vol. a C i M, dS€2,_1
el. vol. de S~ 1 esfera que defineix horos-
feres per x i 60 angle entre M i H.

dQn—l
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Idea de la prova

4. Relacionem les curvatures (segona forma
fonamental) de H, 0K i C per

ho Kk I
sind tan@
(6 angle entre 0K i H)

hi =

5. Integrem

HNOK)dH =
/HmaK#(ZJX( )

1 C
K dx.,_~dH
Op—» /H/C’ n—2mene2

I arribem a |I'expressido desitjada
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Alguns problemes

. Determinar la mesura d'r-horosferes que
tallen una subvarietat

. Determinar la mesura de (A, r)-equidistants
que tallen una subvarietat

. Estudiar els quocients M;/M; i els seu
comportament asimptotic

. Esperances de les r-cordes: geodesiques i
A-geodesiques. Comparacio de les mesures
m(L)) i m(L9).
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