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GROUPOIDES RIEMANNIENS

E. GALLEGO, L. GUALANDRI, G. HECTOR ET A. REVENTOS

Abstract

We propose a definition of a riemannian groupoid, and we show
that the Stefan foliation that it induces is a riemannian (singu-
lar) foliation. We also prove that the homotopy groupoid of a
riemannian (regular) foliation is a riemannian groupoid.

Dans le but d’étudier les feuilletages riemanniens singuliers a 1’aide
d’une desingularisation par certains groupoides attachés a ces feuilletages,
nous essayons de donner ici une bonne definition de groupoide rieman-
nien. Avec cette definition nous montrons que le feuilletage de Stefan
induit par un groupoide riemannien est un feuilletage riemannien. Nous
montrons aussi que le groupoide d’homotopie d’un feuilletage riemannien
régulier est un groupoide riemannien. Pour les definitions et propriétés
des groupoides, groupoides de Lie et feuilletages de Stefan notre référence
sera toujours [2]; tous les groupoides serant supposés a fibres connexes.

0%
Definition. On dira qu'un groupoide de Lie I' = I'g est un groupoide
B

Riemannien s’il existe des métriques Riemanniennes g sur I' et gg sur ['g
telles que:

i) l'inversion i : I' — I' est une isométrie;
ii) « est une submersion Riemannienne de (I', g) sur (g, go).

Alors 8 = «a o7 sera egalement une submersion Riemannienne.

Premiers exemples.
b1
Soit (X, go) une variété Riemannienne. Le groupoide grossier X x X =
b2
X d’unités X est un groupoide Riemannien si on pose g = pjgo + p59o-

De méme le groupoide fondamental II; (X) = X de X est Riemannien
B

pour g = a*go + 5 go.
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Le feuilletage de Stefan (I'g, Fp).

La variété I'y s’identifie par un plongement j : I'y — I' a ’ensemble
des points fixes de 7; c’est donc une sous—variété totalement géodésique
de (T', g). Dans le cas du groupoide grossier j est I’application diagonale
de X dans X x X; cet exemple montre que j ne peut étre une isométrie
c.a.d. que la métrique induite par g sur I'g ne peut coincider avec gg.

Rappellons encore que la variété I'y est munie d’'un feuilletage sin-
gulier Fy dont les feuilles sont les projections par « des 3— fibres ou les
projections par 3 des a—fibres. Alors

F = Oé*j:o = ﬁ*fo

est un feuilletage de Stefan sur I' dont la trace sur I'y est le feuilletage
Fo. Donc si on designe par Tpo (resp. T,3) l'espace tangent en p a la
a—fibre (resp. —fibre) passant par p on a

{ Tp(}") = T,a+T,5
Tp(}_o) = Tp(}—) ﬂTp(FO)

On dira qu’un feuilletage singulier est Riemannien, au sens de Molino
(cf. [3]), si toute géodésique perpendiculaire en un point a une feuille
reste orthogonal a toutes les feuilles qu’elle rencontre.

Enfin si on designe par L (resp. L) l'orthogonalité relativement a g
(resp. go), on a

Proposition. Le feuilletage F est Riemannien et pour p € I'g, on a
[’égalité:
Ty (F)* = Tp(Fo) ™

Démonstration: On a ’égalité
T, (F)* = (Tpa) N (T,0)*

Donc puisque a et 3 sont Riemanniennes, toute géodésique orthogonale
en un point p a F est orthogonale en tout point aux a—fibres et aux
(—fibres donc a F.

Soient alors p € T'g et v € (T, JF)* on va montrer que a,v € (T}, Fp)™°.

En effet pour tout w € T,(Fp) il existe w € (Tpa)™* tel que a,w = w et
puisque « est une submersion Riemannienne il vient:

~

go(Oé*U, w) = g()(Oé*U, oz*w) = g(U, w) =0
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et donc a,v € T, p(fO)LO. On a evidenment une propriété analogue pour
B«v et par suite

(1) (v — Bv) € (TpFo) ™.

Par ailleurs de la relation g, (v—/f,v) = 0 on déduit que (v—p3,v) € T,,8
et par definition de Fj on a

(2) (v — Bv) = (v — Buv) € TpF.
Des relations (1) et (2) on déduit
U — By = (v — i,v) =0
et finalment
(3) v—i,v=0

Comme ¢ est une isométrie involutive, on en déduit que v € T,,(I'y) et
donc
V= U = [Byv

On a donc montré I'inclusion T}, (F)*+ C T, (Fo)* quest une égalité pour
raison de dimension. W

Remarque: Les métriques induites par g et go sur T,(Fp)t0 =
T,(F)* coincident; les deux feuilletages Fy et F ont les mémes structures
transverses, le resultat principal en decoule.

Théoreme. Le feuilletage Fy est Riemannien.

Démonstration: Soit v une géodésique de vecteur initial v € T, (Fp)*°.
Com-
me v € T,y et 'y est totalement géodésique dans (I, g), v est une
courbe sur I'y egale a ses projections par a et 3 donc une géodésique de
(T, 90). D’apres la proposition ci—dessus v est orthogonale a F donc a
Fo et ce dernier est Riemannien. W

11

Passons maintenant a I’étude du groupoide d’homotopie d’un feuil-
letage Riemannien régulier complet.

De fagon genérale, pour tout feuilletage régulier (X, Fy), 'espace total
(0%

du groupoide d’homotopie IT; (Fy) = X est le quotient de Iespace des
B
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chemins tangents aux feuilles de Fy par le relation d’equivalence étre
homotopes dans les feuilles avec extrémitées fixées et X est identifié au
sous—espace des classes d’homotopie des lacets constants.

Pour [v] € TI; (Fy) on a, suivant [2]:

af[v]) =~v(0) et B([v]) =~v(1);
(D=0 et mH,[]) =1

et la structure differentiable de II; (Fp) est telle que
(Oé,ﬁ) : Hl(fo) — X x X

est une immersion (cf. [4] ou [5]).

Enfin, on designe par F le feuilletage sur I1; (Fy) de méme codimension
que Fy défini par
F =" (Fo) = 5" (Fo)

Si de plus Fy est un feuilletage Riemannien transversalement complet
alors II; (Fp) est une variété séparée et pour toute métrique gg adaptée

a Fo,
g =a"go+ 5" go
est une métrique Riemannienne sur I1; (Fy) pour la quelle (avec des no-

tations analogues a celles du § I) on a des décompositions en sommes
directes de fibrés orthogonaux

X T (F)) = TFa(TF)*
(){T]: = TaaTp

et les relations

(T,F): C T(X)
2) { (T,F)r = (T,F0)*° pourpe X

On définit alors une nouvelle métrique g sur Il; (Fy) par les deux con-
ditions suivantes:

i) le fibré (TF)* de (1) est g-orthogonal & TF
ii)
g sur TF
g = ~Y
g swr (TF)*
Il est alors immediat de voir que g est une métrique quasi—fibrée pour

F' qui est donc un feuilletage Riemannienne transversalement complet.
En outre on obtient le resultat annoncé:
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(07
Théoréme. Muni des métriques go et g ci—dessus, le groupoide 111 (Fy) =
B

X est Riemannien.

Démonstration: La métrique ¢ = a*go + 3*go vérifie i*g = i*a*go +
i*B*g0 = B*go + a*go = ¢ et on en déduit que g est invariante elle aussi
par Uinversion i. Par ailleurs, d’apres (1), on a ’égalité

(Ta)* =T @ (TF)*

Compte tenu de (2) et de la définition de g, on en déduit que
ot (Tpa)t — T X

est une isométrie. W

Remarques.

1) Un calcul elémentaire montre que en restriction a 7'(Fp), on a
g = 2go. Bref, comme dans le cas du groupoide grossier, on
voit que la métrique induite sur ’espace des unités n’est pas la
métrique initiale gg.

2) Du fait que g est par construction une métrique transversalement
comple- te, on peut déduire du théoreme precédent que

&:H1F0—>X

est une fibration localement triviale de base X et fibre le revetement
universal commun des feuilles de Fy. On retrouve ainsi directe-
ment le resultat obtenu par Alcalde a partir des théoremes de
structure de Molino (cf. [1]).

I1I

On termine par quelques problemes relatifs aux groupoides Rieman-
niens qui ont été poses pendant le Mois feuilleté de Lyon.

Pb 1. Etant donné un feuilletage Riemannien transversalement com-
plet Fy sur une variété X; construire un groupoide Riemannien I' =% X
dont le feuilletage de Stefan associé coincide avec le feuilletage singulier
des adherences des feuilles de F. Retrouver les resultats de Molino.
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Pb 2. Soit F un feuilletage totalement géodésique sur une variété
Riemannienne (X, g). Construire un groupoide Riemannien I' = X qui
définisse le feuilletage dont les feuilles sont les nappes d’holonomie de la
connexion —au seus d’Ehresmann— définie par le champ de sous—espaces
orthogonaux a F. Retrouver la classification des feuilletages totalement
géodésiques donnée par E. Ghys.

Pb 3. Pour tout feuilletage Riemannien singulier Fy, construire un
groupoi-
de Riemannien qui définisse Fy.
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