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DEFORMATIONS DES FEUILLETAGES
TRANSVERSALEMENT HOLOMORPHES A TYPE
DIFFERENTIABLE FIXE

A. EL KACIMI ALAOUI AND M. NICCLAU

Abstract

Let ¥ be a transversely holomorphic foliation on 2 compact manifold. We
show the existence of a versal space for those deformations of F which
keep fixed its differentiable type if F is hermitian or if F has complex
codimension one and admits a transverse projectable connection. We
also prove the existence of a versal space of deformations for the complex
siructures on 2 Lie group invariant by a cocompact subgroup.

Introduction

Une variété complexe compacte M est obienue en recollant un nombre fini
de domaines de C" & l'aide de difféomorphismes holomorphes. Si on suppose
que ces reccllements dépendent d’un parameétre t €] — T, T[ (qui pourrait
&tre par exemple le temps), alors pour des petites valeurs de t la structure
différentiable sous—jacente reste la méme; par contre la structure complexe
peut étre différente pour { aussi proche de 0 que l'on veut. On obtient ainsi
une famille (M) de variétés complexes compactes qu'on appelle déformation de
M = M,. Intuitivement ¢’est la variété M (qui est toujours la méme du point
de vue différentiable) qui varie dans le temps (en tant que variété complexe)
entre I'instant —7T et I'instant +T. L'objet de la théorie des déformations est de
mesurer cetie variation pour des ¢ proches de 0. Une premiére étape consiste a
étudier les déformations infinitésimales de la structure complexe de M. Celles
l& sont décrites, & isomorphisme prés, par ’espace vectoriel de cohomologie
HY{(M,8) ol1 8 est le {aisceau des germes de champs de vecteurs holomorphes
sur M. Ce faisceau admet une résolution elliptique; ce qui montre d'une part
que 'espace vectoriel H(M,8) est de dimension finie et sert d’autre part a
la réalisation effective des déformations de M. Cette théorie a éé initiée et
developpée par K. Kodaira et D.C. Spencer {11] et finalement menée & terme
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par K. Kuranishi [12] qui a démontré P'existence d’un espace versel pour ces
déformations.

Il est apparu alors naturel d'étudier les déformations de structures beaucoup
plus générales que celle de variété complexe; par exemple un feuilletage helo-
morphe. Encore une fois K. Kodaira et D.C. Spencer ont franchi le pas. Plus
tard T. Duchamp et M. Kalka [5] ont abordé le cas d'un feuilletage transversale-
ment holomorphe sur une variété non nécessairement complexe. Leur démarche
utilise U'existence d'un feuilletage iransverse, hypothése un peu artificielle. Ce
sont J. Girbau, A. Haefliger et D. Sundararaman [8] qui ont complétement
élucide le cas général.

Que peut-on alors dire des déformations d’un feuilletage transversalement
holomorphe F quand on fixe son type différentiabie?. Dans cette situation
les classes d'équivalence de déformations infinitésimales sont paramétrées par
Pespace de cohomologie basique de Dolbeault H( A}, 8) & valeurs dans le fibré
holomorphe normal & F. Cet espace est de dimension finie mais le complexe
basique de Dolbeault

n'est pas elliptique; 1l est seulement transversalement elliptique. Si F est her-
mitien {i.e. le fibré normal & F est muni d’une métrique hermitienne invariante
le long des feuilles) il existe une bonne théorie de Hodge pour ce type de com-
plexe (Cf. [6]). On établit alors dans ce cas une version faible de versalité
pour les déformations de F a type différentiable fixé. Une étude particuliére
est faite pour les feuilletages de Lie qui possédent une structure transverse ho-
lomorphe; de maniére plus générale cela revient a étudier les déformations des
structures complexes sur un proupe de Lie (réel} équivariantes par sous—groupe
cocompact. En fait dans ce cas précis on a un espace versel au sens fort.
Dans toute la suite M sera une variété compacte munie d'un feuilletage F
défini par un cocycle feuilleté {U,, fi, N, v;;} ot (U;) est un recouvrement ouvert

de M, fi : U; — N sont des submersions et ;; des difféomorphismes locaux de
N vérifiant la condition f; = ;e f;.

1. Préliminaires et rappels

L'objet de ce paragraphe est de rappeler les notions de feuilletage transver-
salement holomorphe, de déformation et d’esquisser la construction de P'espace
versel.

1.1. Feuilletages transversalement holomorphes.
1.1.1, Définition. Une structure complexe 7 tranverse au feuilletage F
est la donnée d’une structure complexe sur la variété modéle N pour laquelle
les i; somt des transformations holomorphes. La paire (F,7) sera appellée
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feuilletage transversalement holomorphe de codimension complexe n {ol n est
la dimension complexe de N).

Dans le cas d'un feuilletage par points 7 n'est rien d’autre qu’une structure
complexe sur la variété M.

1.1.2. Exemples.

(1) Soient A;,..., A4y des nombres complexes avec Red; < 0. Le flot ho-
lomorphe engendré par le champ vectoriel de C™+!

n+i

a
= A- LT

coupe transversalement la sphére S§?**! = {(z;,...,2,4,) € C"F1;
2:11 zx 2= 1} et y induit un flot réel qui est transversalement holo-

morphe de codimension n.
A

{11} Soit M = € x R— {{0,0}}. Le fenilletage F sur M défini par le systéme
différentiel dz = 0 ol {z,1} sont les coordonnées de € x R, est invariant
par la transformation

M— M
{z,4} — (az,at),

ol o est un nombre complexe avec 0 <| a |< 1 et a est un nombre

réel avec 0 < a < 1. Le feuilletage F induit un feuilletage transver-
salement holomorphe (F,7} de codimension 1 sur la variété quotient

M = M/[(z,1) ~ (az,at) qui est difféomorphe & $% x S
Désormais nous supposerons que le feuilletage F est muni d’une structure
complexe fixée 7.

1.2. Déformations des feuilletages transversalement holomorphes.

Dans toute la suite {T,0) notera le germe au point distingué 0 d’un espace
analytique T qui pourra étre non reduit {cf. [13]}.

1.2.1. Définition. Une déformation (F*',7') de (F,7) paramétrée par
(T.0) est définie par une famille différentiable de submersions f‘-‘ Uy — N,
paramétrée par {T,0) et qui dépendent holomorphiguement de ¢t pour z € ¥,
fixé, et une famille holomorphe ('yfj) de transformations holomorphes de N
telles que ff = v, 0 ff avee f) = fiet 70, = vi;

1.2.2. Définition. Deux déformations (F*,rt) et (F", 7"} de (F,7) pa-
rametrées par le méme espace (T,0) sont isomorphes s'il existe une famiile
différentiable (&) de difféomorphismes de M paramétrée par (T,0) avec F't =
(R')y*Ftet 't = (h')*r'. Plus précisement, si {U;, f{, N, vt et {UL L N v
sont les cocycles feuilletés définissant {F*, r*) et (F*,7'*) alors, pour chague
x € U;NUL it est possible de trouver une famille holomorphe (gfk) de transfor-
mations holomorphes locales de NV avec ff o ' = g}, o f}F.
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_ 1.2.3. Remarque. Dans le cas d'un feuilletage par points les deux
définitions antérieures correspondent aux notions habituelles de déformation
d’une structure complexe et d'isomorphisme entre deux telles déformations.
1.2.4. Exemples.

{i) Si dans les exemples 1.1.2 (i) et (3} on perturbe {A;,...,Ans1) dans
C"t? et a dans C on obtient des déformations de ces deux feuilletages
paramétrées respectivement par des petits voisinages de 0 dans C*** et
de 0 dans C.

(ii) Soient B une variété compacte et F une variété complexe compacte.
Toute représentation

h:m(B) = Aute(F),

olt Aute{F) est le groupe des automorphismes holomorphes de F, donne
lieu par le procédé standard de suspension 3 un feuilletage transversa-
lement holomorphe. Les déformations de ce feuilletage s’identifient aux
déformations k—équivariantes de la structure complexe de F. {cf. {8] et

(31)- '

1.3 Existence de P’espace versel.

Si (F, ') est une déformation de {F,7) paraméirée par (7,0) et ¢ :
{T',0) ~ (T,0) est un morphisme analytique alors (Fett) 7o) est une
déformation de {F,7) paramétrée par (77,0} qu'on appellera la déformation
induite par ¢.

1.3.1. Théoréme [8]. Il eziste un germe d’espace analytique (S,0) qui
paraméire une déformation {(F*,1°) de (F,7) ayant la proprieté suivante: 51
(Ft,7%) est une déformation de (F, 7} paraméirée par (T,0) alors il existe un
morphisme o : (T,0) — (5,0} tel que la déformaiion (Fetts r#t) est isomor-
phe ¢ (F',7'). En plus Uapplicetion tangenie dyp de o en 0 est unigue.

L'espace (5,0} est appelé Pespace versel des déformations de (F,7) et il
est unique & isomorphisme preés.

1.3.2. Idée de la démonstration. On notera E le sous-fibré complexe
de CTM = TM @r € de codimension complexe n localement engendré par les
champs de vecteurs {ai;. . ﬁ} Ol (Zgy oo Ty 204ee s z,. )} sont des coordonnées
locales de M dans lesquelles (F,7) est défini par z, = constante pour a =
1,...,n. Ce fibré vérifie les propriétés

(i) “TM =E+ E,

(it} [[(E),T(E)] C T(E) ot T{E) est 'espace des sections O de E.

Le feuilletage (F, 7} est complétement déterminé par un tel fibré E vérifiant
les conditions (i} et (ii}.

Soit @1 le fibré normal holomorphe de (F,7), 1.e. Q1% =€ TM/E. On note
AP le faisceau des germes de sections €% du fibré APE* @ Q¢ et AP l'espace
des sections globales. A l'aide d’une réalisation de Q% comme sous-fibré de
€T A on peut réprésenter les sous—fibrés complexes E' de CT M de codimension
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complexe n qui sont proches de E par des morphismes de fibrés w: E — g
proches de zéro, c’est & dire par des éléments de A! proches de zéro, le fibré E'
n’étant rien d’autre que le graphe de w.

La donnée d’une métrique de Riemann sur M {qui peut étre choisie analy-
tique) permet de construire un produit scalaire sur A*. Pour tout entier r
suffisanment grand on note "A* le r—complété de Sobolev de A* pour ce pro-
duit et par "¢ un voisinage de zére dans I'ensemble des éléments de "A! qui
représentent des fibrés E' verifiant la condition (ii) antérieure (et donc un feui-
lletage transversalement holomorphe (F’,7") proche de (F, 7} puisque la con-
dition (i) est toujours satisfaite si B est suffisamment proche de E). L’espace
Té est muni d'une structure d’espace C-analytique banachique.

Le groupe banachique "F!Diff (M) des difféomorphismes de M de classe de
Sobolev v+ 1 (ol1, briévement, de classe H'1') agit de facon naturelle sur
'ensemble des feuilletages transversalement holomorphes de classe H” sur la
variété M. Cette action induit une application holomorphe

p:r-t-l DX"V—*rqb

olt TT1D %" V est un voisinage de (id,0) dans "YIDiff (A} x "¢.

La démonstration du théoréme repose essentiellement sur Dexistence d’un
slice pour cette action; avec plus de précision: on peut choisir une variété
€-analytique banachique "F'£ (qui est une transversale dans "FIDiff (M} du
groupe d'isotropie de 0 €7 ¢) et un sousespace C-analytique § de "¢ (qui est
de dimenston finie et transverse a l'orbite de 0 €7 ¢), et donner une structure
complexe an produit "F1E x § de telle sorte que la restriction

(1) p:rH ExS "¢

est un isomorphisme d’espaces C-analytiques banachiques.

Les éléments s de S sont des solutions d’une certaine équation elliptique &
coéffitients analytiques réels ils sont donc analytiques réels et, en tant qu’élé-
ments de "¢, ils définissent une déformation {F*, 7*) de {F, 7) qui est la déforma-
tion verselle cherchée. W

1.3.3. Remarques et connmentaires.

(1) Le fibré E étant involutif, la différentielle extérieure d mduit un opérateur
do : TIAPE") - T{APTIE™),
Comme Q1Y est un fibeé fevilleté holomorphe, dy s'étend en un opérateur
de =dy @1 : AP — APT!

On note £ le faisceau des germes de sections basiyues holomorphes de
Q'%. La suite

{ d
OHET—}AOEAI—E"*“'—’ANH_R—‘O
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est une résolution fine de 85 et le complexe des sections globales

(2) O—PA(){I—)EA]E{-E#---—PAm+n—)O

est elliptique {cf. [5]). Il en résulte que la cohomologie de M & va-
leurs dans 85, H*{M,8r), qui s'identifie & celle du complexe (2), est de.
dimension finie,
(i) L'espace tangent T35 & Vespace versel (5,0} s'identifie & H1(M, 85).
(i) Soit "TDif{M,F) le sous-groupe de "TIDiff (M) des difféomorphis—
mes b de M tels que R{L) = L pour chaque feuille L de F. Les classes
latérales par rapport a ce sous-groupe définissent un feuilletage transver-
- salement holemorphe sur "** Diff { M) {de dimension et codimension infi-
nies) transversalement modélé, au voisinage deid, sur l'espace de Banach
complexe "t1 A% En fait on peut identifier {un voisinage de zéro dans)
71 4% & une transversale de "*! Diff {{ M, F) dans "+ Diff (M), L’espace
TH1E est alors choisi comme étant un supplémentaire de H(M, 67 ) dans
"t A% avec la structure complexe induite par celle de "1 A9,
{iv) II est possible de choisir I'espace "¥1& dans "FIDiff (M) de telle sorte
que si ' > v omait " HE CTH £ et le diagramme

"HExSs LTy

! |

e § L g
soit commutatif. Cela induit une identification
(3) pTEXS ¢

ol ¢ =" gN A et & =" £ Diff (M).

{v} DansPesquisse de la démonstration nous avons suivi, pour des raisons de
simplicite, la démarche de Duchamp et Kalka dans [5]. Cette approche
présente des difficultés techniques en raison desquelles ces auteurs sont
amenés a supposer l'existence d’un feuilletage F* transverse & F comme
hypothése supplémentaire. En plus, dans [5] 'apphcation p :"t! £ x
5 —" ¢ est seulement une identification ensembliste et on n'arrive &
montrer qu'une version faible de la versalité de la famille (F?, 7%),e5:
pour tout feuilletage transversalement holomorphe (7', 7'} suffisamment
proche de {F, 7} il existe h ¢ Diff (M} proche de id ef s € S tels que
A*FS = F' et h*r5 =71

Ces. difficuliées sont relevées par Girbau, Haefliger et Sundararaman dans

[8]. A cet objet ils utilisent une résolution plus sophistiquée du faiscean 85 en
termes de dérivations de P'algébre des formes différentielles sur M. Cela per-
met d’enlever Phypothése de I'existence de F1. D’autre part la considération
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explicite de la structure complexe de la variété de Banach "*'£ et de la struc-
ture d'espace analytique non réduit de S leur permet de donner une structure
complexe au produit "t1€ x $ pour laguelle Papplication p dans {1} est un
isomorphisme d’espaces C-analytiques banachiques d'olr découle la versalité
{au sens fort) de {5,0). Le fait que 'application (1} est un isomorphisme est
prouvé & 'aide d’une certaine version du théoréme de la fonction inverse pour
des espaces C-analytiques banachiques die & Douady [4).

2. Déformations des feuilletages transversalement holomorphes
i type différentiable fixé

A partir de maintenant nous ne nous intéresserons qu'aux déformations du
feunilletage transversalement holomorphe (F, 7) qui le laissent invariant en tant
que feuilletage différentiable, i.e. les déformations gui ne changent que la stru-
cture complexe transverse 7. Le but est d’obtenir un espace versel pour ce type
de déformations. Nous commencerons d’abord par donner la

2.1 Position du probléme.

2.1.1. Définition. Une déformation (F*, r!) de (F,7) paramétrée par
(T,0) est dite & type différentiable fizé s'il existe une famille différentiable {h')
de difféomorphismes de M paramétrée par (T, 0) telle que (h')"F* = F.

2.1.2. Le complexe basique. On dira que w € A" est basique sl ixw =
ixdpw = 0 pour tout vecteur X tangent a F, ol ix est le produit intérieur
par X. On notera A} le sous—espace de A* formé des éléments basiques, Il est
clair que si w est basique il en est de méme pour dpw. La restriction de dg &
A} n'est rien d’autre que Uopérateur de Dolbeanlt & transverse. Le complexe

(4) RN ILAY S AN ST

n'est pas elliptique mais transversalement elliptigue (cf. [6]) et sa cohomalo-
gie, en général, n'a & priort aucune raison d'étre de dimension finte. Toutefols
H'(A3;,0) s'injecte de fagon naturelle dans H'(M,8x) et 1] est donc de dimen-
sion finie. En fait il paramétre les déformations infinitésimales de (F, 1) & type
différentiable fixé qui se définissent de la fagon habituelle {cf. [10]).

Le sous-groupe "TIDiff (M, F) de THIDiff (Af) formé des difféomorphis-
mes de M qui preservent le feuilletage différentiable F agit sur 'ensemble des
feuilletages transversalement holomorphes {7, 7') tels que F' = F. Cela induit
une application

(%) pi T Dy X"V, =T ¢y

oll "¢y =" ¢NA}, TV, est un voisinage de zéro dans "¢, et "1 D, est un voisinage

de id dans "T!Diff (M, F). :
Toute déformation & type différentiable fixé (F*, 7'} de (F,7) paramétrée

par (T,0) est univoquement déterminée par une famille {w')er d'éléments
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de ¢ C A! qui en fait appartiennent & ¢, = ¢ N Al. Montrer l'existence
d'un espace versel (55,0} pour les déformations de {F,7) & type différentiable
fixé revient 4 montrer un théoréme de shice pour l'application {5} de fagon
similaire au cas esquissé en 1.3.2. Mais deux difficultés apparaissent. D’abord
Popérateur & - A} — A? n'est pas a priori & image férmée: on ne peut pas
utiliser le théoréme des fonctions implicites pour exhiber Pespace Sy, D'autre
part on a besoin de munir le groupe "YIDiff (M, F) d’une structure de variété
banachique modelée, au voisinage de id, sur 1'algébre "1 (M, F} des champs
de vecteurs sur M, de classe H™1!, qui preservent le feuilletage différentiable
F. Cette seconde difficulié peut étre surmontée si le feuilletage F posséde une
connexion transverse projetable, i.e. si le fibré tangent & la variété transverse
modele N supporte une connexion invariante par les ;. En effet, dans ce cas
'exponentielle associée envoie un champ feuilleté X €™t X (M, F) proche de
zéro sur un élément de "YIDAff { M, F) proche de I'identité.

Ceci nous améne & nous restreindre & des classes particuliéres de feuilleta-
ges transversalemens holomorphes.

2.2 Un théoréme de versalité faible pour les feuilletages hermi-
tiens.

On dira que le fenilletage transversalement holomorphe (F, 1) est hermatien
si ta variété {complexe) N est munie d'une métrique hermitienne pour laquelle
les transformations «;; sont des isométries. En particulier un tel feuilletage
admet une connexion transverse projetable.

2.2.1. Exemples

{1) Dans I'exemple 1.1.2 {i) le feuilletage {F, 7) est hermitien si et seulement
si{A/MYERpouri=1, .. ,n+1 tandis que dans 1.1.2 (i} le feuilletage
n'est jamais hermitien,

(i1} Soit (F, 1) le feuilletage transversalement holomorphe obtenu par sus-
pension d'une représentation

hiom(BY - Aute(F)

olt B est une vanété compacte et I est une variété complexe compacte.
Pour une large classe de variétés F le groupe Autg(F) est fini; par
exemple si F' est & premiére classe de Chern, ¢,{F), négative, ousi F est
hyperbolique, ou si F est une variété algébrique de type général. Dans
tous ces cas le feuilletage (F,7) est hermitien.

2.2.2. Théoréme 5t le fewrlletage (F,7) est hermitien o eziste une défor-
mation & type différeniriable fizé (F°r 79) de (F,7) paraméirée par un germe
d’espace analytigue (5,,0) avec la propridié de wersalité faible suivante: si
(F', 7"} est proche de (F,7) et F' est différentiablement conjugué d F alors &l
exisie h € Dff (M) proche de id et 5, € 5p lels gue F' = B*F* et 77 = h*r?,

En plus il existe un voisinage U de zéro dons HY(A},0) et une application
analytiqgue 8: U/ — H%A;,é), avec un jet d'ovdre I nul en zévo, tels gue (53, 0)
est le germe en 26 de B71H0).
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It découle de cette description de {5, 0) qu’il a pour espace tangent H'{ A},
3} et que si H2(A4},0) est nul alors S; est un espace lisse.

Démonstration: Comme (F,7) est hermitien et le complexe {4} est trans-
versalement elliptique on a, d’apués [6], une décomposition de Hodge: Hy :=
ker #Nker 3" est de dimension finie et on a une somme orthogonale

Al =H; ®Im8 & Im&”

ol1 &* est I'adjoint de & pour un produit scalaire convenable sur A7 Ce produit
scalaire, qui peut étre étendu a A", sera supposé fixé ef il sera utilisé pour
construire les r—complétés de Sobolev "A*, "4}, ... La décomposition ci~
dessus entraine que Hy = ‘(A;,é).

Comme antérieurment on note ¢ = ¢ N A} et "¢, =" ¢ N A]. 1l est facile de
voIr que

= i
Tép = {w e AL | dw ~ §[w,w] =0}

Le théoréme des fonctions implicites montre que, dans un voisinage de zéro,
T = {wem A} | 30w — j[w,w]) = 0} est une sous—variété C-analytique de
Banach de "4}, dont I'espace tangent en zéro est ler 8, qui contient "¢, De

la méme maniére, sur un voisinage de zéro, Hy := TN ker 9" est une variété
C-analytique qui peut étre deécrite comme

Hy={we A} |80 - Zfw,wl) + 88w = 0.

Cela entraine que I'espace tangent & H, en zéro est H} {qui est de dimension

finie} et que les éléments de Hy sont de classe O car ils sont des solutions
d'une équation elliptique a coéffitients C'>°.

L'espace analytique 5, = Hy V" ¢, = H, () ¢y peut étre décrit, par un
argument analogue a celui dans [12], comme

Sp={we }}5 | H|w,w] = partie harmonigue de [w,w] = 0}.

Il en découle que TpS; = H} = H({4},0).

La composition de l'inclusion Sy C ¢ avec la projection 7 : ¢ — S induite
par l'identification p:™ £ x § — ¢ (cf. 1.3.3 (iv)} est un morphisme d’espaces
analytiques

wp: S — 8

dont I'application tangente en zéro est I'inclusion naturetle H'(4},8) — HY{M,
8x). Soit {F°,7°) la déformation verselle de {F,7) paramétrée par {5,0)
dont Pexistence est établie par le théoréme 1.3.1, Par construction la fa-
mille (F*¢, 7%}, 5, induite de {F*, %) par yp, est une déformation & type
différentiable fixé.
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Il est possible de trouver une variété banachique R-analytique r+1g, qui
est transversale dans "HDiff (M, F) au groupe d'isotropie de 0 €7 ¢5. Un
argument analogue a celui dans ([(14], p.172) montre que la restriction de (5} &
r+1£5 % Sb»

(6) p T E x Sy —" 4y,

est surjective, ce qui implique la versalité faible de la famille (F°, %) pa-
ramétrée par (55,0} B

2.2.3. Remarque. Les classes latérales dans "+ Diff (M, F) par rapport
3 son sous—groupe "tIDiff (M, F) (cf. 1.3.3 {iil)} définissent un feuilletage
sur "HIDIff (M, F), mais on ne sait pas s'il est transversalement holomorphe
(it devrait étre modélé transversalement sur "t A}) ce qui empéche de munir
THg xS, d'une structure complexe naturelle (i.e. d’une structure pour la-
quelle Papplication {6) soit holomorphe}. Pour cette raison on n’obtient que la
propriété de versalité faible pour la famille (F*, ‘r”)

22.4. Corollaire Supposons H'(A],8) = H'(M,8x) et H*(A;,8) = 0.
§i (F',7') est un feuilletage transversalement holomorphe procke de (}' T} alors
F! est différentiablement conjugué ¢ F.

Démonstration: Les hypothéses entrainent que Papplication tangente dowy
de 19 en zéro est un isomorphisme et que S, est lisse. Dans ce cas S doit étre
aussi lisse et g un isomorphisme. B

2.3 Etude particulitre pour les feuilletages de Lie.

On dira que le feuilietage F est de Lie de groupe G {groupe de Lie simplement
connexe) si N = G et les transformations -y;; sont des traslations & gauche. La
structure d'un tel feuilletage est donnée par | le

2. 3 1. Théoréme ([7]) Le feuilletage F releue de F au revétement uni-

versel M de M est défini par une fibrofion D ; M = G et une représentation
h:ay{M}y— G telles gue pour toul v € ﬂl(M) le diagrame

~

M— M
Ji L
, R G

_

soit commutatyf.

Le sous groupe I' = A{m, (M)} est appelé le groupe d’holonomie de F. Son
adhérence I dans G est un groupe cocompact (i.e. fermé avec K\G compact).
Se donner une structure complexe transverse a F équivaul & se donner une
structure complexe sur G invariante par ', et done par K.

On est donc amené, d'une facon naturelle, & considérer le probléme suivant:
étant donnée une structure complexe 7 sur G qui est invariante par un sous—
groupe cocompact i, décrire les déformations K -invariantes de 7. Dans toute
la suite le triplet {G, I, 7} sera supposé fixé.
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Pour g € G, la translation & gauche L, s’étend en un difféomorphisme de
G x (7,0} qui sera encore noté L, et défini par Ly(g',t) = (g¢', t).

2.3.2. Définition. Une déformation (7'} de v paramétrée par (T,0) sera
dite K-invariante si pour tout & € [ les transformations Ly de G x (T, 0) sont
holomorphes par rapport & la structure complexe sur G x {T', () induite par la
famille {74).

2.3.3. Définition. Deux déformations K -invariantes (7°) et () de 7
paramétrées par le méme espace {T',0) seront dites i -isomorphes s'il existe un
isomorphisme {h?) entre ces deux déformations {cf. 1.2.2) tel que Ly o A* =
hto Ly pour tout k € K.

2.3.4. Théoreme [ existe un germe d'espace analyligue {Sy,0) qui pa-
raméire une déformeation (7%) K -invariante de 7 ayunt la propiété de versalité
survante: S1(r') est une déformation K -inverianie de v paramétrée par {T,0)
alors il eziste un morphisme @ : {T,0} — {Sy,0) tel que la déformation (v¥()
induile par © est K —isomorphe o {7'). En plus Uapplication langente dop de
en & est unigue.

Démonstration: Soit T le fibré tangent holomorphe de G, {F espace des
sections du fibré B? = APT* @ T et Q. le sous—espace de Q* formé des
éléments invariants par K. La K -invariance de la structure complexe 7 en-
traine 8(Y%,) C 2271 d’oli on obtient le complexe différentiel
(7 0- 0% 2 S - 0% 0.

Les éléments de 0}, proches de zéro parameétrent les structures presque com-
plexes sur &G qui sont R -invariantes et proches de 7. On notera par ¢, un
voisinage de zéro du sousensemble de celles qui sont intégrables.

Les fibrés B? étant triviaux le long des orbites de K se projettent en des fibrés
BY, sur la variété W = K\G. L'opérateur de Dolbeaut & se projette aussi en
un opérateur Jy agissant sur les espaces des section §1};, de Bj,. A laide
d’une métrique de Riemann analytique réelle sur W et de produits hermitiens
analytiques réels sur les fibrés BY, on construit un produit scalaire sur I'espace
0%, et un adjoint 8, de dw. Comne le complexe (Q2*,8) est elliptique il en
est de meéme pour le complexe

& &
La variété W étant compacte, on a une décomposition de Hodge pour ce com-
plexe (8). Mais le complexe {2}, 0w) s'identifie naturelement au complexe
(£}, 8); on a donc une décomposition en somime orthogonale

o= HY @ Im8 @ Imdy,

avec H}, := Ker 8 N Ker 3;. = H*(£23,,8) de dimension finie et ot J) est
Uopérateur induit de 0%, par U'identification 2}, = {1}y,
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Soit "0 le r—complété de Sobolev de §13, et "¢y un voisinage de zéro dans
'ensemble des éléments intégrables de 2. L'espace

Hy = {w e O | 858w - %[w,w}) 4+ 85w = 0}

est, au volsinage de zéro, une variété C-analytique dont Pespace tangent en
zéro est Hi.. Ses éléments sont analytiques réels en tant que solutions d’une
équation clliptique 4 coéfficients analytiques réeis. Le théoréme de Frobenius
classique dans le cas analytique réel avec des parameéires complexes montre que

Vespace analytique Sy 1= Hy N7 ¢ = Hy N ¢ paraméire une déformation
{7*) K-invariante de 7. :
On notera par (T**) la famille des fibrés tangents holomorphes correspondant
a la déformation {7?) et par (+*) la section nulle de cette famille de fibrés.
L'action de I sur G induit une action de i sur la famille (7°). Pour montrer
la versalité de la déformation (7°) on aura besoin du
2.3.5. Lemme. I{ existe un voisinage U de lo section nulle dons (T°) et
uwne application différenitable N -équivarianie ¥ : U — G felle que
(i} Pour tout x € G on a ¥(4°(2)) = z.
(i1} Sotf 2 la restriction de ¥ 4 la fibre T2 NU; la différenticlle de Y2 en
2(z) est U'identité de T2.
(ii1} %) est un isomorphisme holomorphe sur son image munie de la structure
complese induste par T°.

Démonstration du Lemme: Soit v : G - W = K\G la projection canonique
et notons par § le faiscean sur W dont la fibre en w € W est formée des germes
en 7 !{w) des applications différentiables K—équivariantes  : V — G, o0 ¥V
est un voisinage de y°{7 " }{w)) dans {T*), qui vérifient les conditions du lemme.
Le faisceau § étant localement mou est mou et il admet une section globale.
le résuitat découle maintenant de la compacité de W et du théoréme 3.3.1, p.
150 dans Godement [9]. W

Fin de la démonstration du théoréme. Soit " Diff ;{G) le sous—groupe
de "HIDiff (G') formé des difféomorphismes de G qui comimutent avec Paction
de K. On peut utiliser la restriction de & T°NU = TNU pour paramétrer un
voisinage "t Dy, de id dans "I Diff (G} par un voisinage de 2éro dans 'HQ?(,
ce qui induit une structure complexe sur "V Dy

Soit "H(;: un supplémentaire topologique de HY & H°(Q3,J) dans "+1Q%,
et 7Y€ le sous—espace de "T! Dy qui lui correspond par Uidentification antérieure.
1 ’application ¥ permet aussi identifier "H!' € x Si avec "TIC0k x Sx ce qui
munit "HEL x5, d'une structure complexe {quin'est pas la structure complexe
produit). Un raisonement analogue & celui dans {4] montre que 'application

i
P E xS " i

est holomorphe et, en fait, un isomorphisme d'espaces C-analytiques banachi-
ques, ce qui entraine la versalité de la déformation (r*}. B
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2.3.6. Remarques.

{1} Une description de Uespace Sy analogue & celle de 53, dans 2.2.2 montre
que I'espace tangent Ty S s'identifie & H1(Q3., 8) et que si HY (93, 8) =
0 alors Sgest un espace lisse.

{1} 1l résulte comme corollaire du théoreme 2.3.4 que, si le feuilletage tran-
sversalement holomorphe (F,7) est de Lie alors la déformation & type
différentiable fixé (F*, r°*) construite dans 2.2.2 a une propiété de ver-
salité au sens fort de 2.3.4.

2.3.7. Exemple. Soit G = GA le groupe des transformations affines
de B qui préservent l'orientation. Le groupe (G4 peut s’identifier 3 R? avec
I'opperation

(ey) (2" 3)) = (2 + 2", 37y +y)

ou {x, y} sont les coordonneés de R? et A est un nombre réel positif. Les champs
de vecteurs X = 5‘3‘; et ¥ = ).Ig—y sont invariants & gaunche et engendrent
Valgébre de Lie ga.

Malgré que G A n'est pas un groupe de Lie complexe il admet une structure
complexe mmvarante a gauche 7, qui en particulier sera invariante par le sous
groupe

K={{nyecGA|nel}

de GA. Cette structure complexe est induite par la structure presque complexe
J defime par J(X) =Y et J(¥) = —X. Le fibré tangent holomorphe de GA
est alors engendré par le champ vectoriel 7 = X — i},

Le groupe G 4 est le modele transverse d’un feuillctage de Lie sur le tore
hyperbolique T3 (cf. (2]} qui peut &tre construit de la fagon suivante: Soit
A€ SLy(Z) avec tr4 > 2. Les valeurs propres de 4 sont des réels positifs A et
1/A. Sotent u,v € R? — {0} des vecteurs propres de 4 de valeurs propres A et
1/ respectivement. Le quotient R? x R/ ~, oli ~ est la relation d’equivalence
engendrée par les rélations ((z,y).f) ~ (Alz.y). t+1)et ((z,¥),t) ~ ((z+n,y+
n'}, 1) pour tout n,n' € Z, est une variété compacte notée T5. Les champs de

vecteurs X = ;%, Y = Av et £ = Al se projettent en champs de vecteurs

X,Y et £ sur T]. Le feuilletage F associé au fiot defini par £ est un feuilletage
de Lie de groupe G4 dont le groupe d'holonomie I* a pour adhérence le groupe
cocornpact K.

La construction antérieure définit une structure complexe 7 transverse & F.
L'espace versel (5,,0) des déformations 3 type différentiable fixé du feuilletage
transversalement holomorphe (F,7) coincide avec l'espace versel {(Sx,0) des
déformations ¥ -invariantes de la structure complexe r sur G 4.

Dans le cas présent le complexe (7) est réduit A

et, s1 on note par B l'espace des fonctions sur R? qui ne dépendent que de
la coordonée z et qui sont l-periodiques, on a Q). = {f-Z | f € B} et
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QL ={gw®Z{ge B} ohw=de—iA7"dy. Il est facile de voir que
1Of .
385"
pour fZ € Y, ce qui entraine B, 8) = €. La remarque 2.3.6 (i) nous dit
alors que (S53,0) = (Sk.0y =({C,0).

Hf-2)= ® Z,

2.4 Feuilletages de codimension un.

Dans ce paragraphe nous revenons & la situation de 2.1. Pour le cas particu-
lier des feuilletages transversalement holomorphes (F,7) de codimension un la
condition d’étre hermitien peut 8tre legérement affaiblie de sorte qu’on obtient.
encore un espace versel pour les deformations & type differentiable fixé. Plus
précisement on a le

2.4.1 Théoréme: si le feuilletage (F,7) est de codimension I et admet une
connezion transverse projetable alors i y a un voisinage Sy de 0 dans H(43,8)
qui paramétre une déformation d type différentiable fizé (F, 75 de (F,7).qui a
la propriété de versalité suivante: st (F,7') est une auire déformation de {(F,7)
& type différentioble ficé paramétrée par {T,0) alors 1l existe un morphisme R-
enalytique @ : {T.0) — (5;,0) et une famille ' € Diff (M, F) qui dépend
R-analytiguement de t € (T,0) tels que 78 = (R*)* 799, En plus Uapplication
tengenie doyp de © en 0 est unique.

Démonstration: Dans cette situation le complexe (4) se reduit 2
0 8
60— 4 — A — D

et tous les éléments de A} sont intégrables. Comme conséquence l'espace ¢
n’est pas singulier mais un voisinage de zéro dans A},

La finitude de H®(A4},8) = HY(M,85) implique, d’aprés le théoréme de
Hahn-Banach, I'existence d'un supplémentaire topologique de Ker 8 dans Aj.
On notera C un petit voisinage de zéro de ce supplémentaire. D’autre part, la fi-
aitude de H'( A}, J) nous permet d'assurer, d’aprés le théoréme de P'application
ouverte, que Vespace Im8 est fermé dans 4] et qu’il admet un supplémentaire
topologique (de dimension finle). Soit S un petit voisinage de zéro de ce su-
pplémentaire.

Un résultat de Ahlfors et Bers [1] montre que l'espace S parametre une
famille (r**) de structures complexes transverses & F qui dépend holomorphi-
quement du paramétic s, € 5. De cette fagon on obtient une déformation
(F, %) de (F,7} & type differentiable fixé.

On notera "4},7*10,,... les completés de Sobolev de Aj, Cp,... par
rapport & une métrique fixée. Llespace S étant de dimension finie, on a
*Sy = §,. L'image "T1&, '+ Diff (M, F) de **1C, par Papplication exponen-
tielle associée & la connexion iransverse projetable est une variété banachique
R-analytique. Un calcul similaire & celui dans ([14], p. 171} montre que la
différentielle de 'application

p M E xSy =" de
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en (:d,0) est un 1somorphisme. Quitte & retrécir son domaine, Uapplication
p est donc un isomorphisme de variétés banachigues. La commutativité des
diagrammes

K 4 K]
'“c‘,},be —_— '(f)b

l l

. f‘ .
G xS —— Téy

avec v' > r, induit un isomorphisme de variétés banachiques
27 & X Sp — &y,

ot *& ="t £, N Diff (M, F), ce qui entraine la versalité de le déformation
(F,r%). m

2.4.2. Exemple. Considérons le feuilletage transversalement holomorphe
{(F,7) sur §% x §' décrit en l'exemple 1.1.2 (ii}). La transformation de €

plz)=a:z

laisse invariante la connexion plate standard sur €. Le feuilletage F n'est pas
hermitien mais il admet une connexion trausverse projetable.

Les feuilles de F sont difféomorphes &4 R a I'exception des deux cercles L
et L~ induits par les sous-ensembles {0} x R* et {{)} x R~ de M. L’holonomie
de chacune de ces feuilles compactes est engendrée par la transformation p.
Remarquons en plus que si f et g sont des fonctions sur € alors ,u’(f(z)%) =
a_lf(az)é% et u*lg{z)dse 36: )= g{az)dé@%. 11 découle de ces considérations
que

i,
Ay = {f 3 | fe ) avec flaz) = af(z))
g
Aé >~ {gdi @ 3 lg € C({C} avec glaz) = ¢(z)}

:{Adé®§+|/\€{:}_

D’autre part wy = /\E% est un élément de 47 tel que Ows = Mz Q® %‘ D’ou
H(4;,8) = 0. Cela nous dit que le feuilletage transversalement holomorphe
{F,7) est rigide par déformations & type differentiable fixé.
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