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LEMME DE MOSER FEUILLETE
ET CLASSIFICATION DES VARIETES
DE POISSON REGULIERES

G. HECTOR, E. MACIAS ET M. SARALEGI

Abstract

Regular Poisson structures with fixed characteristic foliation F are des-
cribed by means of foliated symplectic forms. Associated to each of these
structures, there is a class in the second group of foliated cohomology
H?*(F). Using a foliated version of Moser’s lemma, we study the isotopy
classes of these structures in relation with their cohomology class. Explicit
examples, with dim F = 2, are described.

1. Cohomologie feuilletée et variétés de Poisson réguliéres

Soit {M,F} une variété munie d’un feuilletage régulier F. On introduit le
complexe des formes feuslletées puis la notion de forme feuilletée symplectique
qui servira & décrire les variétés de Poisson réguliéres.

1.1. Formes feuilletées—cohomologie feuilletée.

Soient (2*( M), d) le complexe de DeRham de M et 2* (M, F} le sous-complexe
des formes relatives défini par w € Q"({M,F)siw € Q" (M} et

w(-XhX‘Zs'“}X!') =0

pour tout r—uple de champs tangents &4 F. Le complexe Q*(F) des formes
F —feusllelées est défini par passage au quotient:

(F) = (M) (M, F)

et sa cochomologie H*(F) est la cohomologie feuilletée de (M, F). Pour
r>dimF, on a 7(F) =0 et donc H™(F) = 0 mais méme si M est compacte
on ne peut en général rien conclure pour H*(F), n = dimF.
Concernant la structure de 02*(F), on remarquera que:
1) (M, F) étant un idéal de Q*(M), le produit extérieur A définit par
passage au quotient une structure multiplicative sur Q*(F};
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i) le produit intérieur X |a de o € Q*(F) avec un champ X tangent a F
est un élément bien défini de 3*~!(F); on pourra donc définir la dérivée
de Lie Lxa par la formule habituelle; elle s’annulera exactement si o
est invariante par le flot engendré par X, :

iii) de méme, I'évaluation de o € £27(F) sur un r-champ tangent & F est
un élément de N F) = Q% M) donc une function sur AM; en particulier
on pourra définir comme d’habitude le rang de « en un point.

1.2. Formes feuilletées symplectiques et variétés de Poisson.

Suppons que F est de dimension paire 2m. On dira qu'une forme ¢ € Q¥{(F)
est une forme fewilletde symplectique si elle est fermée et de rang 2m. Cette

derniére condition est équivalente au.fait que As est non nuile en tout point
i.e. Ao est une forme feuilletée volume.

Le couple (F, o} définit une structure de Poisson A sur M dont le feuilletage
caractéristique est égal a F. En effet, parce que o est de rang 2m, il existe
pour tout f € (2°(A1), un unique champ de vecteurs X tangent & F tel que:

XfJCF = —E
{ou df est Ia classe dans QUF) de df € QU{M)); et le bivecteur A défini par
Aldf,dg) = o(Xy, X,)

est une structure de Poisson dont les Hamiltoniens sont les champs X5 qui
engendrent évidemment F.

Réciproquement, s1 A est une structure de Poisson réguliére de rang constant
2m sur une variété M de dimension {2m + n), il existe un systeme de cartes
locales : '

telles que:

i) le feuilletage caractéristique F de A est défini par les équations dz/ = 0;
ii} en restriction & V, la forme symplectique sur les feuilles de F s’écrit
mn . . - . . N
wr = y_dz' Ady'. (cf. [L] ou [W]). Le choix d’un supplémentaire de
=1
T(F) permet d'étendre la famille (wr) en une 2orme sur M dont la
classc ¢ dans Q2(F) est une forme feuilletée symplectique mdependante
du choix du supplémentaire,

En; résumé, toute structure de Poisson. reguhere A est exactement déterminée
par la donnée d’un couple (F,0) ol F est un feunilletage régulier et o est une
2-forme F-feuilletée symplectique. Pour F ﬁxe, on dira que A = (F,o) est
supportée par F et on désignera par Poiss (F) 1) espace des struct.ures de Poisson
de support F. :
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1.3. Classe de cohomologie associde & A = (F,0).

A toute structure de Poisson A = {F,0) on assccie la classe de cohomologie
feuilletée

(A) =[] € H3(F)
et on dit que

1) A est présymplectique si [A] € Im {H*(M) — H?(F)} i.e. o admet un
représentant w € *(M )} qui est une forme fermée;
ii) A est ezacte si [A] =0 i.e. ¢ admet un represéntant w qui esi exact.
La classe {A] joue pour les structures de Poisson de support F le réle
joué par la classe de la forme symplectique pour les variétés symplecti-
ques.

2. Lemme de Moser feuilleté

Classifier les structures de Poisson réguliéres de support {M, F) fixé, va con-
sister & etudier I'application

x: Poiss {F) — H¥}M)
A — (A}

Pour ce faire, on se servira d'une version feuilletée du lemme de Moser {cf.
[M]).

2.1. Comparaison de structures A = (F,o).

i) Une famille & un paramétre de formes feuilletées étant définie par pas-
sage au quotient d'une famille & un parametre de formes differentielles
sur M, on dira que Ay = (F,0¢), 1 € R, est une famille d un paremétre
de structures de Poisson cohomologues, s'il existe une famille 3 un pa-
ramétre A; € §(F) telle que

Ty = T +d/\g

i1} Par ailleurs, soit @ : R x M — M un flot sur M engendré par un champ
de vecteurs X tangent & F. Alors, y; agit sur °(F) et si ¢ € Q2(F)
est symplectique, il en sera de méme pour pjo. On dira que @le est
une femille de siruciures de Poisson isotopes.
Pour ¢ fixé, on vérifie immediatement que l'opérateur d'homotopie asocié 3
Uisotopie {puJse(o,1) Passe au quotient en un opérateur d’homotopie

H, : QUF) — QY F)

qui vérifie:
v, —id* =dH, 4+ H d
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Donc plo — o = d Hyo et @fo est une famille & un parametre de structures
cohomologues.

On se propose maintenant de vérifier le réciproque dans le cas oli M est
compacte. Pour cela soient p la projection de R x M sur M et F = p"F. §i
&y € Q(F) est une famille & un paramétre de formes F-feuilletées, on désigne
par

& € Q7(F)lar—forme Feuilletée, de type (0, ) refativernent & la décomposition
naturelle de T(R x M) et égale & o, en restriction & {t} x M;

af la famille & un paramétre de r—formes F-feuilletées obtenue en dérivant
par rapport & f les coefficients de a;.

On a les relations:
oy | G0 = dei) e 0y =
d&; =day + dt A&,

De méme si ¥; est une famille & un paramétre de champs de vecteurs sur M, on
désignera par Y; le champ de vertical sur R x M dont la restriction & {t} x M
est donnée par Y.

2.2. Lemme. Supposons M compacle. Pour toute femille & un paraméire
oy = gg+d M de structures de Poisson cohomologues, il existe un flot o tangent
i F tel que

&y = Y700,

Démonstration: D’aprés (2.1.1), la 2-forme Ffeuilletée w définie par
w =a,+dt/\3\; =&O+R';\:+dt/\5\;

$'écrit encore w = 6 + d Ay; elle est done fermée.
En outre, si X, est le champ de vecteurs tangent & F défini par I’équation

Xilog = ~A},
on aura X, |A] =0 et donc
C Xylw = X)é, = =X
Par suite st z = % + X;, il vient:
Z]w=0.

On en déduit que la dérivée de Lie Lzw est nulle; le flot ¢, engendré par Z
préserve F et w et donc le flot ¢, sur M obtenu par projection de $; sur
M = {0} x M est tel que pjo; =0, B

En résumé, on obtient _le lemme de Moser fewllete:
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2.3. Théoréme. Pour les struciures de Poisson supporiées par un feuil-

letage F sur une variété compacte M, les deuz condilions sutvantes sont éguivalentes:

1) oy est une famille & un paraméire de siructures cohomologues;
i1) Il eziste une isclopie ¢ tangente & F telle qgue oy = pjog.

Si F est de dimension 2, une forme feuilletée symplectique est aussi une forme
feuilletée volume qui définit une orientation de F et on trouve un résultat plus
précis:

2.4. Corollaire. §i dimF = 2, deuz siruciures de Poisson A, = {F,0;),
t = 0,1, sont 1sotopes si el seulement 31 oy et 0y définissent lz méme orientalion
de F et
(00} = [o1] € H*{F).

Démonstration: En effet, si ¢p et o définissent la méme orientation de F et
sont cohomologues dans H2(F), il existe une fonction g > 0 et A € Q(F) tels
que o] = gag et g3 — g = dA. Pour tout ¢ € [0,1],

gr=toy+(l—tleg =({tg+1—t)ag
est une forme feuilletée symplectique et
oy —og=tay —topg=1dA,

Donc Ay = {F,0;) est une famille a un parametire de structures de Poisson
cohomologues. On applique 2.3. {en se restreignant & l'intervaile [0,1]) B

2.5. Application: le ¢déne JPoiss (F).

Si dim F = 2, toute forme feuilletée volume est une forme feuilletée symplec-
tique et donc Poiss {F) # ¢. En outre, d’aprés (2.3.), I'application x identifie
Vensemble des classes d'isotopie de structures de Poisson avec 'image de x
qui est un cdne ouvert de H?(F) que 'on désignere par JPoiss (¥} . Enfin
dans les exemples du §3, on décrira plus precisément le cdne JPoisst(F) des
classes d’isoiopie de structures de Poisson A = {F, ) positives L.e. telles que
l'orientation définie par o coincide avec une orientation préalablement fixée de

F.

3. Exemples

Pour finir, on va donc décrire le céne JPoiss*(F) des classes d’isotopie de
structures de Poisson positives supportées par certains feuilletages F de dimen-
sion 2 sur une variété M.
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3.1. Fibrations localement triviales a4 fibres compactes.

Supposons F défini par une fibration localement triviale 7 : M — B a fibres
compactes de dimension 2. L’integration sur les fibres de r est une application
linéaire surjective de Q*(M) sur C*{B) nulle sur Q*{M, F} donc induit un
opérateur surjectif

f Q4 F) — C=(B)

dont le noyau est exactement 40! (F}. 1l induit un isomorphisme
f*HYF) — C®(B).

qui identifie 7 PoissT( F) avec le cdne CT{B) des fonctions strictement positives
sur B (la compacite de M dans 2.3. est remplacée ici par la compacité des
fibres'}

3.2. Feuilletages linéaires de 7°.

Soit F,, le feuilletage de T défini par la 1-forme fermée, & coefficients cons-
tants, w = adz + Bdy + dz sur T° = R®/Z® et soit r le rang sur @ du triplet
(@, 8,1}

i} 8ir =1, F, est un fibré trivial de fibre 7% et base $' et d’aprés (3.1.),
JPoissT{F,) est un céne de dimension infinie;

ii) sir = 2, toutes les feuilles de F, sont des cylindres partout denses dans
T3 et il existe une fibration triviale,

gt 72, 7

telle que w = #*p ot y est une 1-forme & coefficents constants sur T?
du type. Par integration sur les fibres de @, on montre que H3(F,) &
H(F,} et ce dernier groupe est de dimension 1 ou infinie suivant que
a vérifie ou non une condition diophantienne. Donc J Poisst(F,,) sera
suivant le cas de dimension 1 ou infinie.

ii1) le cas r = 3 sera analogue & r = 2 sauf que ceite fois—ci les feuilles de
F., des plans et non plus des cylindres,

On remarquera que dans tous les cas, F, n'admet pas de structure de
Poisson exacte car si la forme feuilletée symplectique o était représentée
par dp € Q3(T?), alors ¢ Aw = d(i Aw) serait une forme volume exacte
sur la variété compacte T°.

3.3. Un exemple de structure de Poisson exacte sur une variété
compacte,

%

Soient A le difféomorphisme linéaire de T? représenté par le matrice Y1 et
3 P

12
A une valeur propre de cette matrice. 51 9 = adz + dy est telle que A™n = An
alors & est algébrique donc vérifie une condition disphantienne et le feuilletage
F, défini par n est tel que H'(F,) = R.
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Soit T3 l'espace total du fibré en tores au-dessus de $! de mounodromie A;
c’est le quotient de R »x T2 par 'action de Z engendrée par le difféomorphisme

E(t, u) = (£ + 1, A{u)). On le munit du fevilletage 74 obtenu par passage au
quotient du feuilletage F,, = pr3 F,,. En procédant de facon tout a fait analogue

2 la situation classique, on construit une suite exacte de Wang en cohomologie
feuilletée qui s'écrit:

— HY(F,) L5 H(F)) — HY(Fa) — HYF,) —

Le générateur de H'(F,) est vecteur propre pour la valeur propre irrationnelle
1/X done A* — I £ 0 est un isomorphisme de H{F,) sur lui-méme et comme
H*{(F,) = 0, il vient H2(F4) = 0. Bref toute structure de Poisson supportée
par F4 est exacte.

3.4. Feuilletages avec cycles évanouissants.

Seit F un feuilletage de codimension 1 sur une variété compacte de dimen-
sion 3. D'aprés le théoréme de Novikov, on sait gue existence d'un cycle
évanouissant non trivial est équivalente A 'existence d'une composante de Reeb
(cf. [HH]}. Or on montre dans [H. LV] que le second groupe de cohomolo-
gie feuilletée d'une telle composante est de dimension infinie; il en est donc de
méme pour tout feuilletage F admettant un cycle évanouissant non trivial.

Comne conséquence 7 Poiss*{F) est de dimension infinie pour un tel F.
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