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DESCOMPOSICIONES BORNOLOGICAS DE SHAUDER

Mercé Serrahima

1. Descomposiciones bornélogicas de Schauder

Sea E un espacio borholégico convexo (e.b.c.) sepérado. Una sucesién (M), de subespacios

Mackey-cerrados no triviales define una descomposicién bomolégica de E, si todo elemento
x € E admite una representaci6n dnica

x=M- 2, Xp=M-lim 2, Xy . siendopara todo n, x; € M.
nz1l n k<n

A una descomposicién se le asocia una sucesién de aplicaciones (Pn)q definidas por:

Pp: E—E
x—)z xk,six-M-Z Xn
k<n n1

Las aplicaciones (pg), son proyecciones sobre los subespacios M +..+ Mp), y verifican
uivialmente pp 0 Py = Pmin (ma) Vo m

Definiendo q = py, Qg = Py - Pp-1 $i 0 > 1, se obtiene una sucesién de proyecciones {Qp)n sobre
los espacios My, que cumplenq, 0qp =0sin#m

Todo elemento x € E se podr4 escribir:

x=M-1limp,(x) = M - lim ) q(x) =M - z q(x) .
n n k<n n21

Una descomposicién bomoldgica es de Schauder, si todas las proyecciones Pn (0 qq) son acatadas.
Si la sucesi6n (pp)y, (0 (4g)g) €s equiacotada, la descomposici6n es equi-Schauder.

Se comprueba sin dificultad que una sucesién de proyecciones acotadas pn:E— E, que
verifiquen: ’

a) Vn'm PnO®Pm=Pmin(mnm):Y

b) paratodox € E, x=M - lim p,(x),

define una descomposicién bornolégica de Schauder de E. Los subespacios de la descomposicién
son My = py(E) =q)(E), Mp = (Py - Pp.1) (E) = qp(E) sin 22,
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11. Propasicién. Sea E un e.b.c. separado. (p,), una sucesién equiacotada de proyecciones

pp:E—iEtalesque:

a) Vnome N, Pm ©Pn = Pmin(mn) -
b) La envoltura lineal de los subespacios pp(E) es Mackey-densaen E.
Entonces, (Pp)y define una descomposicién equi-Schauder de E.

Demosiracién. Sea My =py(E), y para n22, My = (pp - pp-1XE). Como hemos indicado

anteriormente, seri suficiente comprobar que para todo x € E, x = M -lim py(x).
n

Sean F la envoltura lineal de los espacios PnE), x € E,y €>0. Si (x;); C Fesuna

sucesién tal que x=M-limx; existidn un disco acotado B y una sucesién (sp); de reales
i

convergente a 0 tales que paratodoi, x-x; € 5; B,

Sea C un disco acotado tal que para todo n, p,(B) € C. Designamos por || lig, | llc las normas
definidas por los calibradores de B y C en sus respectivas envolturas lineales,

Siig € Nestalqueparai2ig, sj<%9,para n € N ei2 i, tendremos:
Ix-xillg <&, lpatx-x)lic <& .

Como x;, € F, por la condicidn a), 1a sucesidn (py(x;,))q serd constante e igual a x;, a partir
de un cieno ng. )

Sea A un disco acotado que contenga B y C. Paran 2 ng:

% - pnlx) BA ST x - x5, HA + 1l Xjg - Pa(Xi) A + 1l Pa(xi,) - Pp(x) ll4 S €

al ser 1a norma definida por el calibrador de A mis fina que las definidas por los calibradores de B y
C. Por tanto, x = M - lim pp(x). o

n

Llamaremos espacios LB a los e.b.c. completos y con base numerable de acotados. Todo e.b.c.
LB es limite inductivo bomnolégico de una sucesi6n creciente de espacios de Banach (Ey)y, de
forma que paratodok y todo x € Ey, ll x|l 1 S x llk. (Representacién de E). El resultado que

sigue, generalizacién de un lema de Moscatelli ([4]) para bases bornoldgicas, permitird extender
algunas propiedades de las descomposiciones de Schauder en espacios de Banach a las



descomposiciones en espacios LB.

1.2. Lema. ~. Sea Eune.b.c. LB y (Mg, py), una descomposicidn bormolGgica de Schauder de

E. Entonces, existe una representacion (Ey)y del espacio E tal que para todo k, (Mqp N Ey, PaiEkh
es una descomposicién de Schauder del espacio de Banach E. (Suprimiendo, para cada Ey los

indices n tales que M, N Ey = 0).

Nota: puede darse el caso de que para toda representaciGn (Ep)x delespacio E, Eg nM; =0

salvo para un nimero finito de indices . Abusando del lenguaje, continuaremos llamando
descomposicién de Schauder del espacio Ey alasucesién finita de subespacios (Eg mM,).

Lemostracidn: Sea (Fy, Vp)x una tepresentacion de £ wi que para wxiv k. Fy € Fy ¢

Y Vg (x) < Vi (x) paratodo x € Fy . Supondremos que Fy tiene interseccién distine de cero

con alguno de los espacios M, de la descomposicién.

SiNy es el conjunto de fndices n para los que Fe 0 M, 0, se define

Gk = {(xp)y € [ MpN F)ixg=0sing Ny, y o X €s convergente en Fy }
n n

y en Gy 1a norma |f (xg), Il = Sup (7 ( 2z xi)). Teniendo en cuenta que los espacios M, son
m i<m
M-cerrados, se comprueba que paratodo k. (Gy [t lly) es de Banach.

En cada uno de los espacios Gy, los subespacios | My - cerrades
{0..0.x;,0,0...) € Gy : xy & My N F, neNy)

definen una descomposicién de Schauder: si x = (x,), € Gy . e(y;); =(0,.0,x;, 0.5,

o n
Ix- 2 yille =B Gdis mlk = Sep 0y ( 2 x),para nom,
i€m n i=m+l

que tiende a 0 cuando m tiende a infinito por ser Z Xj Yy -convergente. Por otra parte, los
i

espacios Gy y Ias inclusiones naturales forman un sistema inductivo bernoldgico: sea G = U Gy
su limite inductivo. La aplicacién : k

t: G - E
(xp)p = M-Z Xn
n

es inyectiva por la unicidad de la descomposicidn (M, Pnla + exhaustiva-por implicar la
Mackey- ConvergenciaenE la Yy -convergencia en algin Fy , y acotada. va que si A es acowdo
en G, lo serd e algin Gy, y si (xy)y C A,
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Y (U ((gdg)) = ¥ (M- xp) SSup vy (& x) = I (xpdy D -
n21i m n<m

El teorema de! homomorfismo para espacios bornoldgicos completos, ([2]), asegnea €l
isomorfismo bornolégico entre E y G, lo que concluye la demostracién. »

13. Proposicién. En un e.b.c. LB toda descomposicién bornol6gica es equi-Schauder.

Demostracién: Sea (M, p,)) una descomposicién barnoldgicade E. Sea (Ey)y una representacicn
de E, (construida como en el lema anterior) formada por espacios de Banach y (al que para todo
k(Myn Ey, PriEX)ne Nk defina una descomposicdn de Ej.

Como 105 espacios My m Eg soncerrados en Ey, las descomposiciones serin equi-Schauder
en cada Eg. Entonces, como todo acotado A de E estd contenido en algin Ej, el conjunto

uUp (A)=up _(A)serfunacotadode E y enconsecuenciadeE.
n n nlEk k

SiE es un e.b.c., designaremos por TE al espacio E provisto de la topologia localmente convexa
mds fina de entre las compatibles con la bornologfa de E. El dual bornolégico EX de E, coincide
con el dual topoldgico (TE) de TE, y si TE es un e.b.c. separado, <E, E¥> ser un par dual. En

este caso, la topologia de TE coincide con la Lopdlogx’a de Mackey T_(E, EX).

1.4. Proposicién. Sea E un e.b.c. tal que la topologia de TE sea separada. Entonces, toda
descomposicién bornolégica de Schauder (M.pa)q de E, es también una descomposicién de

Schauder de E para las topologias de Mackey T(E. EX) y débil O(E, EX). Si la descomposicida
bornolégica es equi-Schauder, también lo son las descomposiciones topolGgicas. '

Demostracién: La Mackey-convergencia en E implica la convergencia segiin la topologia de TE
quees T (E, EX), yésaala O(E, E¥)-convergencia.

También, si las proyecciones (p,), son acotadas (equiacotadas), serdn continuas (equicontinuas)

para las topologfas t_(E, EX), O(E, EX).»

15. Proposicién. Sea E un e.b.c. topolégico (es decir, la bomologia de E es la bornologia de
Von Neumann de un espacio localmente convexo) tal que TE sea tonelado. Entonces, toda
descomposicién bomolégica de Schauder de E, es equi-Schauder.

Demostracién: ComoV x € E, (Pn(x))q es acotado, y TE tonelado, Ia sucesion (p,)y, serid
cquicontinua, y al ser E un e.b.c. topoldgico, serd equiacotada. s



1.6. Corolario. Si E es un eb.c. completo y topol6gico, toda descomposicién bomoldgica de
Schaudar es equi-Schauder.

Demostracién: SiE es completo, TE es tonelado. s

1.7. Proposicién. Sea E un e.b.c. topolégico tal que TE sea tonelado. Si (My, py)y, es una
descomposicién de Schauder para tm(E, E*) (0 para G(E, EX)), y la envoltura lineal de U M, es
Mackey-densa en E, (Mp, Pp,) es una descomposicién bornolégica equi-Schauderde E. 1

Demostracién: Al ser TE tonelado, 1a sucesién (py)y serd T (E, EX)-equicontinua y equiacotada
por ser E topolégico. Es suficiente entonces aplicar la proposicién 1.1.

Por otra parte, al ser TE tonelado, toda descomposicién para la topologfa débil es también
descomposicitn para la topologia tonelada ({5]). »

SiE es un e.b.c. y (My, Pp)y una descomposicién de Schauder de E, 1a topologia de TE induce en
cada uno de los espacios M, l1a topologia propia de TM;, ya que al ser las proyecciones

Qo : E = M, acotadas, serdn continuas para las topologias de los espacios TE, T My, . En
particular, si Ia topologia de TE es separada, se tiene;

Tm (L{n- Mnx) - tm (E, Ex)an Y G(an Mnx) = O(, Ex)]Mn -

2. Descomposiciones inducidas en el dual bornolégico.

Sea E une.b.c. Designaremos por EX, el dual bornolégico de E provisto de la topologia de la
convergencia uniforme sobre los acotados de E (topologia aatural).

Si (pp)y es una sucesién de proyecciones que define una descomposicién bomolégica de Schauder
de E, (p'n)ns (@'n)n serdn las sucesiones de aplicaciones adjuntas de las proyecciones (Pl » (Andn

respectivamente. Si A es un acotado de E, para todo u € EX, <p' (u), A> = < u, pa(A)> es
acotado en R por ser acotasas las aplicaciones py,, y tendremos
p.n:Ex_) EX .q'l,.p'l,q'nup'n_p'n_l sin>1.
u — uopy

Se comprueba inmediatamente que las aplicaciones p'y , Q' Son proyecciones continuas para la
topologia natural en EX, que verifican p'; 0 'y = P'min(m,n) *3n9qm=0 sinzm.
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(1)

También, g'y(E*) = {u 0q : u € MX} =M,*, y el isomorfismo es topol6gico considerando en
q'p(E*) 12 topologia natural de EX, y en MpX su propia topologia natural. (De conv. uniforme
sobre los acotados de Mp).

2.1. Proposicién. Sea E un e.b.c. tal que TE sea separado, y (My, pn)n una descomposicién
bomolégica de Schauder de E. Entonces, la sucesién (p'y)p define una descomposicién de Schauder

de EX para la topologia débil G(EX, E).

Demostracién: Como las aplicaciones (pg), son T n(E» EX)-continuas, las aplicaciones p'y serdn

O(EX, E)-continuas, .y como para todo x € E, x = M-lim py(x), parau € EX tendremos

<u,x>=<u,M-1impn(x)>=lim<u,pn(x)>=lim<p'n(u),x>.n

22. Proposicién. Sea E un e.b.c. tal que TE sea tonelado. Sea (py), una sucesién de

proyecciones acotadas definidas sobre E tales que la envoltura lineal de U Pn(E) sea Mackey-densa
. n

en E. Si (p'y)y define una G(EX, E)-descomposicién de Schauder de EX, 1a sucesién (py), define

una descomposicién equi-Schauder de E.

Demostracién: Como (EX, G(EX, E)) = E, la sucesién (pp), define una O(E, EX)-

descomposicién de E, segin el conocido resultado para descomposiciones en el dual de un espacio
localmente convexo. Basta entonces aplicar 1.7.

2.3. Proposicién. Sea E un eb.c. tal que TE sea separado. (Pp)p una sucesidn de

proyecciones que define una descomposici6n equi-Schauder de E. Sea F 1a ¥-clausura en EX de la
envoltura lineal de U p',(EX). Entonces, (p'), define una descomposici6n equi-Schauder de F para

la topoligia natural.

Demostracién: Para todo u € F, 1a sucesién (p'p(u)), es de »-Canchy por ser la sucesién
(p'n)n equicontinua, y como ¥ tiene una base de entomos de cero G(EX, E)-cerrados, u = »- lim
p'alv) = O(EX, E)-lim P'a(u).=

Si (pp)y &5 una sucesién de proyecciones que define una descomposicién de Schauder eneel e.b.c.
E, designaremos por (p"p)p, (Q"p)y las sucesiones de aplicaciones adjuntas de las proyecciones
(P'nn » (@'n)y respectivamente. Como estas dltimas son continuas para la topologia natural » en
E*, tendremos, para todo n, p"n((EX,)) C (EX,) vy q"q (E*,)) C (EX, ). Podremos
enunciar



2.4. Proposicién. Sea E un e.b.c. tal que TE sea separado. (M, pp), una descomposicién
equi-Schauder de E tal que (q'n(E%), p'p)y sea una descomposicién de EX para la topologia natural.
Entonces, (q"y, (EX,)), P"y)y es una descomposicién equi-Schauder de un subespacio de (EX,)"
para la bomologia equicontinua.

Demostracién: Trivialmente, p"y 0 p"m = P"min(m,n). COmo (pp)y es equiacotada, (p;n)n serd
un conjunto equicontinuo de L (EX,, , EX,), y (p",), un conjunto equiacorado para la bornologia
equicontinua de (EX,, )"

Segiin la proposici6n 1.1, (p",), definird uﬁa descomposicién equi-Schauder de 1a M- adherencia
de la envoltura lineal de U " (EX,, )).
n

3. Descomposiciones en espacios reflexivos

Si E es un e.b.c. bornoldgico, el espacio (E",; ) provisto de la bornologia equicontinua, es el
bidual bornolégico de E.

E serd reflexivo si coincide algebraica y bornol6gicamente con su bidual. Una condicién

necesaria y suficiente, es que E posea una base de su bornologia formada por discos G (E, EX)-
compactos. {[2)).

Si algebraicamente E = (EX, ), E es semirrefelexivo, y si E es subespacio bornolégico dé
(EX,), E es polar: una condicidn neceszria y suficiente es que E tenga una base de su bomologia
formada por discos cerrados para la topologia de TE. ({2]).

En los espacios de Banach, la existencia de una descomposicién acotadamente completa
y recortante, equivale a la reflexividad del espacio. Sigaiendo esta idea, definiremos las
descomposiciones acotadamente completas y recortantes en espacios bornolégicos, y veremos que
caracterizan la reflexividad de los e.b.c. polares i de los e.b.c. LB siempre que los espacios de la
descomposicién sean de dimensi6n finita.

Una descomposicién bomolGgica de Schauder (My,,pp ), de un e.b.c. E es acotadamente completa,

n

si para toda sucesién (x4), CE tal que x; € M paratodon, y ( 2 Xi)n Sea acotada, la serie
k=1

Z X, es Mackey-convergente en E.
n



Una descomposicién bornolégica de Schauder (M,,p,), de un e.b.c. E es recortante, si la sucesién
(P'n)n define una descomposicién de Schauder para 1a topologia natural en EX,

3. Proposicidn. Sea E un e.b.c. tal que TE sea separado. Entonces:

a) Si E es reflexivo, toda desconiposicidn de Schavder My, Py)q €S acotaddmente
completa. .
b) SiE es semimeflexivo, toda descomposicién equi-Schauder es recortante.
n
Demostracién: a) Sea (2, xi)p acotada tal que ¥ n, xp € M.
k=1

Como E es reflexivo, la sucesién estarf contenida en un conjunto A acotado y O(E, EX)-com-

pacto: sea x € A G(E, EX)-adherente a lasucesi6n _ x admite la representacién x = M - z q(x)
. k

conqu(x) € My, y tambiér_x x= G(E, Ex)-z qx(x), siendo las aplicaciones qy continuas para la

k
topologia débil.
Entonces, para todo k, qy(x) serd adherente a la sucesitn (qy ( Z X{))p » Y cOmo qy ( Z xj) =
izn i<an
axg sin2k y O en caso conuario, x=M-lim 2, Xg.

k<n

b) Por. 23, (p'y), define una descomposicién equi-Schauder de 1a ¥-clausura de la envoltura
lineal F de U ¢'y(EX). Pero F es denso en EX,,: como (EX,)' = E, si x pertenece al ortogonal

n i .
deF, paratodou € EX ytodon € N, (q'p(u)(x) = u (qq(x)) = 0, y de aqui qq, (x) = O para todon
porser<E,EX>unpardual, yx=0.a

Si (Mp, pp) es una descomposicién de Schauder det e.b.c. E tal que cada M, sea semirreflexivo,

paratodon, q"y ((EX,)) = {us ¢’y lue ((Mp)%,)'} = M. Identificando estos espacios,
podremos enunciar el siguiente lema de representacién del bidual de los espacios polares:

32. Lema. Sea E un e.b.c. polar. (My, pp), una descomposicién equi-Schauder acotadamente
completa y tal que cada subespacio M sea semirreflexivo. Entonces, (EX, )=-E@V,
suma directa algebraica, siendo V el ortogonal en (EX,, )' de la envoltura lineal de la unién de los
subespacios p'y(EX).



Demostracién: Sea z € (EX,). Paratodon, q"q(2) € My, € E, eigualmente, p"n(z) € E.

Como la descomposicion es equi-Schauder, (p”,)p, es un equiacotado de LX((EX,)'e , (EX,)e) ¥

por lo tanto (p"n(2)); un equicontinuo de (EX,). Al ser E polar, (p"n(z))nn(z Q" (@n
- . k<n

serd un acotado de E, y al ser la descomposicién acotadamente completa, existird x € E tal que

x=aMlmpp@) =M- 2 qk(2).
k<n

Definiendo la aplicacién (EX,) — E

z — x=Mlimp'y(z)
n

se tiene una proyeccién sobre E de nicleo U Kerp", = V.a
n

Podemos demostrar ahora el reciproco de la proposicién 3.1. para los e.b.c. polares:

3.3.Proposicién. Sea E un e.b.c. polar (M, pp), una descomposicién acotadamente
completa y recortante tal que cada M, sea semirreflexivo. Entonces E es reflexivo.

Demostracién: Seginel lema 3.2, (EX,) =E® YV, siendo V = (U p'y(EX))L. Pero al serla
: n
descomposicién recortante, 1a unién de los subespacios p'p(EX) es densaenEX y V= 0.0

Para demostrar un resultado anélogo en los espacios LB, utilizaremos dos lemas relativos a
espacios de Banach que posean una descompasicién de Schauder, anilogos a conocidos resultados
para bases de Schauder que se encuentran en {3]. También un lema para espacios LB en el que se
identifican las adherencias de determinados conjuntos.

3.4.Lema. SeaE un espacio de Banach, y (Mp, pp), una descomposicién de Schauder. Sea F
la adherencia, en la dual E' de E de la envoltura lineal de Uq'y(E) con la norma inducida.
n

Entonces, el espacio E es topolégicamenie isomarfo a un subespacio cerrado del dual F de F.
35. Lema. SeaE un espacio de Banach. (M, pp), una descomposicién de Schauder tal que

cada My, sea reflexivo. Sea F la adherencia en E'de la envoltura lineal de U q', (E) con la norma
inducida, y F* su dual. n



Entonces, F' con la norma dual, es topolégicamente isomorfo al subespacio Y del producto

HMn formado por las sucesiones (x;), tales que Sup |i )3 x¢ Hig es finito, con la norma
n n k<n

I xppll=Supll X xglig -
n k<n

3.6. Lema. SeaE une.bc. LB. M, p,) una descomposicién de Schauder recortante tal que
cada subespacio M, sea de dimensién finita. Sea (Ey)i una representacién de E tal que Exn M,

PjEk)n & N defina una descomposicién de Ey . (Lema 1.2).

Designamos por my : EX — E'y las aplicaciones adjuntas de las inclusiones de los espacios Ex
enE, siendo E'y los duales de los espacios Ej, con la norma correspondiente.

Entonces, 1a adherencia en E'y de my (EX) coincide con la adherencia en Ey de 1a envoltura lineal
del conjunto U (nER €Y -

neNk

Demostracién: Al ser (Mp,pp)p recortante, U q'[(E*) es v-denso en EX, y coincidir4n las
n

adherencias en E'y de los conjuntos 7y (EX} y my (U q'n(EX)]. Pero

n
g (Qn E¥)) = {uo quEg:u€ MX )} sin € Ny *
Ty (@ EX) =0 sin & Ng .
Por otra parte,
@niER) B = { Vo QuER:v € My NEY} Vi & N **)

Como dim Mp < =, MX,, , (Mp N Ey)’ coinciden con sus respectivos duales algebraicos y se
comprueba fAcilmente la igualdad entre (*) y (**).»

3.7. Proposicién. Sea E un e.b.c. LB tal que TE sea separado. (Mp, Pp)p una descomposicién
de Schauder de E acotadamente completa y recortante tal que cada My, sea de dimensién finita.
Entonces, el espacio E es reflexivo.



(™

Demostracién: Sea (Ey)y una representacién de E formada por espacios de Banach tal que

(Ex N My, PyjErdn & N defina una descomposicién de Ey.

Entonces, como E = lim Ey, E* = lim E' considerando en cada Ey 1atopologia de la norma y
- -

las aplicaciones adjuntas de las inclusiones (ry : EX, = EY, T (u) = ulgg).

Si Fy es la adherencia en E'y de my(EX,), también EX, =lim Fy, siendo en este caso un
(—

'ﬁf'oyectivo reducido, y por tanto, (EX,))' = lim F'y considerando en los espacios las topclogias de
-3

Mackey, y las aplicaciones adjuntas de las que definen el sistema proyectivo. Entonces, para todo
z€ (EY)exisirin k€ Ny h € FytalesqueparaVu € EX, z(u)=h (my(u)). ™)

Como todo acotado de E es equicontinuo en (EX,,)'", la inclusién natural E - (EX,,)'s es acotada.

Si comprobamos que es una biyeccién, el teorema del homomorfismo eatre espacios
bornolégicos, ([2]), véilido entre e.b.c. LBy eb.c. completos, asegurard el isomorfismo
bornoldgico.

Sea z€ (EX,).Seah € Fy tal que Yue (EX,), z{u) = h (x(v)), y consideremos la
sucessién de Fi , ((QnEx) |Fi)™)a-

Teniendo en cuenta el lema 3.6, podemos aplicar el lema 3.5 a la descomposicién My, N Ey,

GnjEk)n € Nk del espacio Ey. Elespacio F'y serd isomorfo al subespacio del producto de los

M, N Fy formado por las sucesiones tales que sus sumas parciales estdn acotadas para la norma
de Eg.

Por tanto, la sucesién de las sumas parciales de z ((quk)'le)'(h) estard acotada en Ey, luego
n & Ny

en E. Como la descomposici6n es acotadamente-completa, la serie serd Mackey-convergente hacia

un elemento x € E.

Veremos que x = z, lo que concluir4 1a demostracién.

Como la descomposicién es recortante, y los espacios My, de dimensién finita, (M, p”p)y define

una O((EX, ), EX)-descomposicién de Schauder de (EX,): z = O((EX, ), EX)- > q"p @)
n



Por otra parte, x = M-Z qp(x), y también x = G(E, EX)-Z qp(x) : serd suficiente comprobar que
n n
paratodou € EX, y n € N, ("n(z)(u) = u(qqu(x)).
Teniendo en cuenta (*):
Q@) (W =2(Qz@) =2 (w0qy) =h(ne(uoqy)) si n€ Nyg,yq"p(2)=0si n& Np..
Segin la definicién de x, qu(x)=0 sin& Ny, ysine N,
u(qn(x)) = (QajER) [FK)’ M) (mlw) = b (QniEx)’ (T(u)) =

= h (m(u) o QpER) = h (nk(u 0qp)) .o
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