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Jaume Llibre

1 Introducció

Els números naturals són 1, 2, 3, 4, . . .. Per a tot número natural x definim
la següent successió de números naturals, darrere del x posem el 3x + 1 si x
és senar, o bé posem x/2 si x és parell.

Per exemple agafem x = 13 i constrüım l’esmentada successió:

13, 40, 20, 10, 5, 16, 8, 4, 2, 1, 4, 2, 1, 4, 2, 1, . . .

Observem que a partir d’ara els números 4, 2, 1 s’aniran repetint indefinida-
ment en la successió.

Agafem un altre número natural, per exemple el x = 24 i constrüım la
seva successió:

24, 12, 6, 3, 10, 5, 16, 8, 4, 2, 1, 4, 2, 1, 4, 2, 1, . . .

Curiosament, també hem acabat en una successió en la què es van repetint
els números 4, 2, 1.

Fins ara tothom que ha començat amb un número natural x qualsevol i ha
constrüıt la successió de la manera que hem dit, aquesta ha acabat repetint
els números 4, 2, 1. És clar a vegades cal que tenir una mica de paciència per
verificar que acabem amb el 4, 2, 1, doncs per exemple si comencem amb el
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27 obtenim:

27, 82, 41, 124, 62, 31, 94, 47, 142, 71, 214, 107, 322, 161, 484, 242, 121,
364, 182, 91, 274, 137, 412, 206, 103, 310, 155, 466, 233, 700, 350, 175, 526,
263, 790, 395, 1186, 593, 1780, 890, 445, 1336, 668, 334, 167, 502, 251, 754,
377, 1132, 566, 283, 850, 425, 1276, 638, 319, 958, 479, 1438, 719, 2158, 1079,
3238, 1619, 4858, 2429, 7288, 3644, 1822, 911, 2734, 1367, 4102, 2051, 6154,
3077, 9232, 4616, 2308, 1154, 577, 1732, 866, 433, 1300, 650, 325, 976, 488,
244, 122, 61, 184, 92, 46, 23, 70, 35, 106, 53, 160, 80, 40, 20, 10, 5, 16, 8,
4, 2, 1, 4, 2, 1, . . .

que gràficament es veu com

Els matemàtics, davant d’un fet com aquest, són agosarats i ràpidament
fan una conjectura, és a dir una hipòtesi emesa a priori sobre un enunciat del
qual encara s’ignora la demostració. Al llarg de la història, els matemàtics
han fet moltes conjectures, algunes de les quals han resultat ser certes i altres
no.

Conjectura 3x+1: Provar que per a tot número natural x, si constrüım la
seva successió tal i com hem explicat, arribarem a repetir els números 4, 2, 1.

Aquesta conjectura és molt fàcil d’enunciar però ara per ara ha resultat
intractable tant a l’hora de provar que és certa, o que és falsa. Matemàtics
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rellevants com Paul Erdös han dit sobre la conjectura: La Matemàtica actual
encara no està preparada per aquests tipus de problemes.

Erdös Collatz

Tot apunta que el primer en formular la conjectura va ser el matemàtic
Lothar Collatz de la Universitat de Hamburg al voltant de l’any 1930. A
principis dels anys 1950, la conjectura ja era ben coneguda dins de la co-
munitat matemàtica. El matemàtic Bryan Thwaites la va redescobrir l’any
1952. Existeix una carta en la que Collatz manifesta que ell ja la va enunciar
20 anys abans. Podeu veure la carta a l’apèndix de la pàgina 13 i el diagrama
que hi anava adjunt a la figura de la pàgina següent.

Helmut Hasse col.lega de Collatz, es va interessar per la conjectura i la va
discutir amb molta gent. Això va fer que durant un temps la conjectura es
conegués com l’algorisme de Hasse. El mateix Hasse va exposar la conjectura
als anys 50 en una visita a la Universitat de Siracusa i va proposar de donar-li
el nom de la conjectura de Siracusa.

Als voltants de l’any 1960 Shizuo Kakutani va interessar-se per la conjec-
tura i va comentar: “Durant un mes, tots els matemàtics de la Universitat
de Yale van estar treballant amb la conjectura sense obtenir cap resultat
satisfactori”. Un fenomen similar va tenir lloc a la Universitat de Chicago.
Aleshores, va aparèixer l’acudit que la conjectura formava part d’una cons-
piració del russos per alentir tota la recerca matemàtica als Estats Units.
Durant aquest peŕıode, la conjectura es va conèixer com la conjectura de
Kakutani.

Stanis law Ulam també es va interessar per la conjectura, la va popularit-
zar a Los Alamos (on ell treballava) i a altres llocs. Durant un temps i en

MAT 2
MATerials MATemàtics
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www.mat.uab.cat/matmat

Trigonometria esfèrica i hiperbòlica
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L’objectiu d’aquestes notes és establir de forma curta i elegant les fórmules
fonamentals de la trigonometria esfèrica i de la trigonometria hiperbòlica.
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1 Trigonometria esfèrica

Aquells lectors que ja sàpiguen què és un triangle esfèric i com es mesuren els
seus costats i els seus angles poden saltar-se les subseccions 1.1 i 1.2 i passar
directament a la subsecció 1.3.

1.1 Arc de circumferència determinat per dos punts

A cada dos punts A i B de la circumferència unitat, no diametralment opo-
sats, els hi associarem un únic arc de circumferència, de longitud menor que
π, (vegeu la figura 1) tal com explicarem a continuació.
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certs cercles, la conjectura es va conèixer com la conjectura de Ulam.
En aquests moments, a la base d’articles matemàtics MathSciNet ja hi

ha més de 150 articles publicats al voltant de la conjectura 3x + 1. Veieu
també la pàgina web del Jeff Lagarias

http://www.cecm.sfu.ca/organics/papers/lagarias/,

on es poden trobar pràcticament totes les referències bibliogràfiques sobre el
problema 3x + 1 comentades.

Diagrama que va fer Lothar Collatz.

http://www.cecm.sfu.ca/organics/papers/lagarias/
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2 Números convergents, divergents o ćıclics

Per a tot número natural x escrivim la successió de números naturals del
problema 3x + 1 de la següent manera:

x0, x1, x2, . . . , xk, . . .

on x0 = x i per a tot k > 0 tenim que

xk =


3xk−1 + 1 si xk−1 és senar,

xk−1

2
si xk−1 és parell.

Per exemple, x0 = 13, x1 = 40, x2 = 20, x3 = 10, x4 = 5, x5 = 16, x6 = 8,
x7 = 4, x8 = 2, x9 = 1, x10 = 4, x11 = 2, x12 = 1, . . .

Sigui x un número natural. Ara definim

Max(x) = lim
k→∞

Màxim{x0 = x, x1, . . . , xk},

A l’exemple Max(13) = 40.
També definim

Min(x) = lim
k→∞

Mı́nim{x0 = x, x1, . . . , xk},

Al mateix exemple Min(13) = 1.

Direm que x és


convergent si Min(x) = 1,
divergent si Max(x) no existeix,
ćıclic en qualsevol altre cas.

De fet, no costa pas gaire provar que, donat un número natural x qualsevol,
només pot passar una d’aquestes tres coses que acabem de dir.

Per exemple el número 13 és convergent ja que Min(13) = 1.
Si exist́ıs un número natural x divergent la seva successió aniria acostant-

se a l’infinit fent moltes ziga-zagues.
Si algún dia trobem un número natural x que al fer la seva successió acabi

repetint una successió finita de números que no sigui la 4, 2, 1, tindŕıem que
x és un número ćıclic.

Ara podem formular la conjectura 3x + 1 de la següent manera:

Conjectura 3x + 1: Qualsevol número natural és convergent.
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Volum 2006, treball no. 1, 14 pp.
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seus costats i els seus angles poden saltar-se les subseccions 1.1 i 1.2 i passar
directament a la subsecció 1.3.
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3 Resultats numèrics

L’any 1999, Oliveira i Silva [4] prova que la conjectura és certa per números
naturals x més petits o iguals a 3 · 253 ≈ 2.702 · 1016. Avui en dia (quan
aquest article s’escriu) sabem que és certa per números naturals x més petits
o iguals a

17 · 258 = 4899916394579099648 > 4.899 · 1018.

Per veure com va canviant ràpidament aquest coneixement donem la següent
taula:

21 Setembre 2004 258

16 Desembre 2004 2 · 258

23 Febrer 2005 3 · 258

8 Abril 2005 4 · 258

25 Maig 2005 5 · 258

2 Agost 2005 6 · 258

26 Octubre 2005 7 · 258

7 Febrer 2006 8 · 258

29 Març 2006 9 · 258

26 Maig 2006 10 · 258

28 Octubre 2006 11 · 258

12 Desembre 2006 12 · 258

1 Febrer 2007 13 · 258

23 Maig 2007 14 · 258

9 Novembre 2007 15 · 258

4 Gener 2008 16 · 258

21 Febrer 2008 17 · 258

Els resultats de la taula previa es poden trobar a les pàgines web

http://www.ericr.nl/wondrous/

http://www.ieeta.pt/∼tos/3x+1.html

4 Temps de parada

Si la conjectura és certa vol dir que en fer la successió x0 = x, x1, x2, . . .,
xk, . . . per a tot número natural x hi haurà un determinat k tal que xk = 1.
Per tant, si és certa, tota successió x0 = x, x1, x2, . . ., xk, . . . acabarà amb el

http://www.ericr.nl/wondrous/
http://www.ieeta.pt/~tos/3x+1.html
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cicle 4, 2, 1, i ni existirà cap cicle diferent d’aquest, ni hi haurà cap successió
divergent.

Per a tot número natural x sigui t = t(x) el sub́ındex més petit en la
successió x0 = x, x1, x2, . . . tal que xt < x. Si la conjectura és certa, aquest
t(x) sempre existeix, i li direm el temps de parada de x.

De nou prenem l’exemple x0 = 13, x1 = 40, x2 = 20, x3 = 10, x4 = 5,
x5 = 16, x6 = 8, x7 = 4, x8 = 2, x9 = 1, x10 = 4, x11 = 2, x12 = 1, . . . És
clar que el temps de parada del 13 és t(13) = 3.

Utilitzant la noció de temps de parada la conjectura es pot formular de
la manera següent :

Conjectura 3x +1: Qualsevol número natural té un temps de parada finit.

Notem que si hem provat que per a tots els números 1, 2, . . . , n al fer la
seva successió sempre acabem amb 4, 2, 1, aleshores si tot número natural
té un temps de parada finit, en fer la successió del n + 1 apareixerà després
d’un nombre finit de termes un número més petit que el n + 1, pel qual ja
sabem que la seva successió acaba amb 4, 2, 1. Per això si qualsevol número
natural té un temps de parada finit, la successió de qualsevol número natural
acabarà amb 4, 2, 1.

És clar que amb la noció de temps de parada la conjectura tampoc se sap
provar, però hi ha el següent resultat (un dels més rellevants fins ara en la
conjectura 3x + 1). Informalment es podŕıa enunciar com:

Teorema (Riho Terras, 1976). Quasi tot número natural té temps de
parada finit.

Enunciat d’una manera més rigurosa seŕıa:

Teorema (Riho Terras [5], 1976). Pel número natural k es defineix la
seva densitat ĺımit asimptòtica com

F (k) = lim
x→∞

1

x
Card{n ∈ N : n ≤ x i t(n) ≤ k}.

Aleshores F (k) existeix, i F (k) → 1 quan k →∞.

Per a acabar aquesta secció introdüım un nou concepte. Direm que un
número natural x té un temps de parada rècord si per a tot natural y < x
tenim que t(y) < t(x).
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La taula dels números naturals amb un temps rècord de parada conegut
és:

x t(x)
1 2 1
2 3 6
3 7 11
4 27 96
5 703 132
6 10087 171
7 35655 220
8 270271 267
...

...
...

33 180352746940718527 1575
34 1236472189813512351 1614
35 2602714556700227743 1639

A la figura següent representem la successió (fins a arribar a 4, 2, 1) as-
sociada al sisè número amb temps de parada rècord, x0 = 10087. Observem
de nou el comportament altament irregular de la successió.
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5 La conjectura 3x + 1 sobre els números en-

ters

Què passaria si considerem la mateixa successió x0 = x, x1, x2, . . ., xk, . . .
definida per

xk =


3xk−1 + 1 si xk−1 és senar,

xk−1

2
si xk−1 és parell.

però ara x és un número enter, és a dir, un número del conjunt

{. . . ,−5,−4,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, 4, 5, . . .}?

Si x és un enter negatiu, aleshores tots els números de la successió x0 = x,
x1, x2, . . ., xk, . . . són negatius.

Si x = 0, aleshores la successió és

x0 = x = 0, x1 = 0, x2 = 0, . . . , xk = 0, . . .

Quan una successió es repeteix des del començament, direm que tenim una
successió periòdica.

Exemple: Les úniques successions periòdiques positives conegudes són:

1, 4, 2, 1, 4, 2, 1, 4, 2, . . .

4, 2, 1, 4, 2, 1, 4, 2, 1, . . .

2, 1, 4, 2, 1, 4, 2, 1, 4, . . .

En aquests casos direm que el conjunt {1, 2, 4} és una òrbita periòdica de
peŕıode 3 del problema 3x + 1.

Si la conjetura 3x + 1 és certa, aquesta és l’única òrbita periòdica pels
enters positius, és a dir, pels nombres naturals. Però si considerem les succes-
sions per a tot enter, positiu, negatiu o zero, hi ha més òrbites periòdiques.

La successió 0, 0, 0, 0, . . . ens diu que el conjunt {0} és una òrbita periòdica
de peŕıode 1.

La successió
−2,−1,−2,−1,−2,−1, . . .

ens diu que el conjunt {−2,−1} és una òrbita periòdica de peŕıode 2.
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Joan Girbau

L’objectiu d’aquestes notes és establir de forma curta i elegant les fórmules
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del lector coneixements rudimentaris de varietats de Riemann.

1 Trigonometria esfèrica
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1.1 Arc de circumferència determinat per dos punts

A cada dos punts A i B de la circumferència unitat, no diametralment opo-
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La successió

−5,−14,−7,−20,−10,−5,−14,−7,−20,−10,−5,−14,−7,−20,−10, . . .

ens diu que el conjunt {−20,−14,−10,−7,−5} és una òrbita periòdica de
peŕıode 5.

La successió

−17,−50,−25,−74,−37,−110,−55,−164,−82,−41,−122,−61,−182,
−91,−272,−136,−68,−34,−17,−50,−25,−74,−37, . . .

ens diu que tenim una òrbita periòdica de peŕıode 18.
Tenim, per tant, 5 òrbites periòdiques diferents si x varia en els números

enters.

Conjectura 3x + 1 per x enter: Provar que per a tot número enter x, si
constrüım la seva successió tal i com hem explicat, arribarem a una de les 5
òrbites periòdiques mencionades.

6 Resultats sobre òrbites periòdiques

Hi ha autors que quan estudien aquest problema consideren la successió que
s’obté prenent xk = (3xk−1 + 1)/2 quan xk−1 és senar. Notem que amb
aquesta definició la longitud de les òrbites periòdiques és més petita. En
particular, l’òrbita atractora als enters positius seria {1, 2}.

El principal resultat que es té fins ara és:

Teorema (Crandall [2], 1978). Sigui n l’element més petit d’una òrbita
periòdica del problema 3x + 1 de peŕıode k (usant la versió (3x + 1)/2).
Aleshores

k >
3

2
min

(
qj,

2n

qj + qj+1

)
,

on pj/qj és la convergent j ≥ 4 del desenvolupament de log2 3 en fracció
cont́ınua.

Com a conseqüència d’aquest resultat es pot provar el següent:
Corol.lari. Si existeix un número enter tal que la seva successió va a parar a
una òrbita periòdica diferent de {1, 2}, aleshores el peŕıode d’aquesta òrbita
periòdica hauria de ser més gran que 272.500.658.
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7 Sobre la intractabilitat de la conjectura

3x + 1

Ens podŕıem mirar la conjectura com un sistema dinàmic discret, és a dir,
com una funció f : N → N on

f(x) =


3x + 1 si x és senar,

x

2
if x és parell.

Aleshores, la conjectura sobre els nombres naturals es podria enunciar:

Conjectura 3x+1 en els naturals: Provar que l’òrbita periòdica {4, 2, 1}
de la funció f és globalment atractora.

Les funcions que s’estudien com a sistemes dinàmics discrets acostumen
a tenir una certa estructura, per exemple

• són funcions cont́ınues entre varietats topològiques,

• són funcions diferenciables entre varietats diferenciables,

• són funcions anaĺıtiques entre varietats anaĺıtiques,

• . . .

Aquesta estructura permet utilitzar les eines dels sistemes dinàmics per a
estudiar aquestes funcions. Però aquestes estructures o d’altres, ara per ara,
no sabem com fer-les aparèixer en la funció f : N → N definida pel problema
3x + 1 de manera que permetessin assolir resultats positius.

Jo crec que en Paul Erdos quan deia que: La Matemàtica actual encara
no està preparada per aquests tipus de problemes, d’alguna manera estava
pensant en aquesta falta d’eines per atacar el problema 3x + 1.

Tot i les dificultats esmentades per la falta d’aquestes estructures amb
la funció f : N → N del problema 3x + 1, podem estudiar aquest sistema
determinista com un sistema aleatori. Aix́ı, utilitzant tècniques properes a
la teoria ergòdica s‘han obtingut resultats com el del Riho Terras. O bé,
utilitzant el desenvolupament de log2 3 en fracció cont́ınua es pot provar que
si hi ha alguna altra òrbita periòdica, aquesta ha de tenir un peŕıode més
gran que 272.500.658.
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seus costats i els seus angles poden saltar-se les subseccions 1.1 i 1.2 i passar
directament a la subsecció 1.3.
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És clar que el problema 3x + 1 té un gran component de la teoria de
nombres. Aix́ı, certs autors han atacat el problema utilitzant la teoria dels
nombres p–àdics principalment amb p = 2 i p = 3, . . .

Més informació sobre la conjectura 3x + 1 es pot trobar a la pàgina web
del Jeff Lagarias o en el seu article [3], o bé en l’article del Marc Chamberland
[1], o en el llibre de Wirsching [6].
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Referències

[1] M. Chamberland, Una actualizació del problema 3x + 1, (tradüıt per
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Apèndix: Carta de Collatz a Mays

MAT 2
MATerials MATemàtics
Volum 2006, treball no. 1, 14 pp.
Publicació electrònica de divulgació del Departament de Matemàtiques
de la Universitat Autònoma de Barcelona
www.mat.uab.cat/matmat

Trigonometria esfèrica i hiperbòlica
Joan Girbau

L’objectiu d’aquestes notes és establir de forma curta i elegant les fórmules
fonamentals de la trigonometria esfèrica i de la trigonometria hiperbòlica.
La redacció consta, doncs, de dues seccions independents, una dedicada a la
trigonometria esfèrica i l’altra, a la hiperbòlica. La primera està adreçada a
estudiants de primer curs de qualsevol carrera tècnica. La segona requereix
del lector coneixements rudimentaris de varietats de Riemann.

1 Trigonometria esfèrica

Aquells lectors que ja sàpiguen què és un triangle esfèric i com es mesuren els
seus costats i els seus angles poden saltar-se les subseccions 1.1 i 1.2 i passar
directament a la subsecció 1.3.

1.1 Arc de circumferència determinat per dos punts

A cada dos punts A i B de la circumferència unitat, no diametralment opo-
sats, els hi associarem un únic arc de circumferència, de longitud menor que
π, (vegeu la figura 1) tal com explicarem a continuació.
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Aquesta carta es pot trobar tradüıda a l’anglès a:

http://www.cecm.sfu.ca/organics/papers/lagarias/paper/goodies/ubersetzung/
html/ubersetzung.html

http://www.cecm.sfu.ca/organics/papers/lagarias/paper/goodies/ubersetzung/html/ubersetzung.html
http://www.cecm.sfu.ca/organics/papers/lagarias/paper/goodies/ubersetzung/html/ubersetzung.html
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