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Mol �lècula de DNA nuada
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Nusos: cercles a l'espai

Dos nusos són equivalents si es pot passar d'un a l'altre
mitjançant moviments continus (estirar, xafar, torçar, etc..)
sense tallar-los
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Nusos: cercles a l'espai

Dos nusos són equivalents si es pot passar d'un a l'altre
mitjançant moviments continus (estirar, xafar, torçar, etc..)
sense tallar-los

Teoria de nusos: branca de la topologia
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De�nicions

� Un nus és una aplicació f : S1 ! R 3 llisa (diferencia-
ble) i injectiva

� Dues aplicacions f 0, f 1 representen el mateix nus si
existeix una família llisa de nusos f t : S1 ! R 3,
t 2 [0; 1]. (per a cada t, f t és llisa i injectiva)
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De�nicions

� Un nus és una aplicació f : S1 ! R 3 llisa (diferencia-
ble) i injectiva

� Dues aplicacions f 0, f 1 representen el mateix nus si
existeix una família llisa de nusos f t : S1 ! R 3,
t 2 [0; 1]. (per a cada t, f t és llisa i injectiva)

� Un enllaç és f : S1 t � � � t S1 ! R 3 llisa i injectiva
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Número d'enllaçament (Gauss 1833)

L(J; K ) = cada cop J pasa sota de K sumem +1 o � 1:

+1 � 1
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Número d'enllaçament (Gauss 1833)

L(J; K ) = cada cop J pasa sota de K sumem +1 o � 1:

+1 � 1

L(J; K ) = +1 L(J; K ) = � 3
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Integral de Gauss

L(J; K ) =

1

4�

Z

J

Z

K

(x � x0)( dydz0� dy0dz) + (y � y0)( dzdx0� dz0dx) + (z� z0)( dxdy 0� dx0dz)

(( x � x0)2 + (y � y0)2 + (z � z0)2)3=2

�
(x; y; z) = parametrizació de J

(x0; y0; z0) = parametrizació de K
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Teoria atòmica de W.H. Thomson

(Lord Kelvin)

Àtom
Element químic

Estabilitat dels àtoms

“On vortex atoms", Proc. Roy. Soc. Edim. 34, 15-24 (1867)
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Teoria atòmica de W.H. Thomson

(Lord Kelvin)

Àtom $ Vòrtex nuat a l'espai
Element químic

Estabilitat dels àtoms

“On vortex atoms", Proc. Roy. Soc. Edim. 34, 15-24 (1867)
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Teoria atòmica de W.H. Thomson

(Lord Kelvin)

Àtom $ Vòrtex nuat a l'espai
Element químic $ Tipus topològic del nus

Estabilitat dels àtoms

“On vortex atoms", Proc. Roy. Soc. Edim. 34, 15-24 (1867)
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Teoria atòmica de W.H. Thomson

(Lord Kelvin)

Àtom $ Vòrtex nuat a l'espai
Element químic $ Tipus topològic del nus

Estabilitat dels àtoms $
Estabilitat per deformacions
del tipus topològic del nus

“On vortex atoms", Proc. Roy. Soc. Edim. 34, 15-24 (1867)
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Teoria atòmica de W.H. Thomson

(Lord Kelvin)

Àtom $ Vòrtex nuat a l'espai
Element químic $ Tipus topològic del nus

Estabilitat dels àtoms $
Estabilitat per deformacions
del tipus topològic del nus

“On vortex atoms", Proc. Roy. Soc. Edim. 34, 15-24 (1867)

P.G. Tait: Primeres taules de nusos

El DNA i la topologia de les mol� l �ecules Trobades Matem�atiques UAB-Secund�aria – p.8/32



Taula de nusos
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Taula d'enllaços
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Topologia en bioquímica

Isòmers: mol�lècules amb la mateixa
composició però diferent
estructura (enllaços)
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Topologia en bioquímica

Isòmers: mol�lècules amb la mateixa
composició però diferent
estructura (enllaços)

Topoisòmers: mol�lècules amb la mateixa
estructura però diferent
topologia (situació a l'espai)

Topoisomerasses: enzims que modi�quen la topologia
de les mol�lècules orgàniques
(generalment cadenes de DNA)
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La dob le hèlix de DNA
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DNA Circular

En general, el DNA dels cromossomes no és circular.
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DNA Circular

En general, el DNA dels cromossomes no és circular.

Trobem DNA circular a:

� Virus i bacteris

� Mitocondris

� In vitro (en experiments).
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Toposiomerasses

Són enzims que canvien la topologia de la doble hèlix:
tallen i/o enganxen trossos. (J. Vinograd i J. Wang � 1970)
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Toposiomerasses

Són enzims que canvien la topologia de la doble hèlix:
tallen i/o enganxen trossos. (J. Vinograd i J. Wang � 1970)

Tipus I: talla i/o enganxa un sol �l
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Toposiomerasses

Són enzims que canvien la topologia de la doble hèlix:
tallen i/o enganxen trossos. (J. Vinograd i J. Wang � 1970)

Tipus I: talla i/o enganxa un sol �l

Tipus II: talla i/o enganxa els dos �ls
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Funcions de les topoisomerasses

Descargolar cadenes sobrecargolades

Plàsmid en diferents graus de cargolament.

El DNA i la topologia de les mol� l �ecules Trobades Matem�atiques UAB-Secund�aria – p.15/32



Funcions de les topoisomerasses

Descargolar cadenes sobrecargolades

Plàsmid en diferents graus de cargolament.

� Estat relaxat: una volta cada 10,5 parells de bases.
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Funcions de les topoisomerasses

Replicació
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Funcions de les topoisomerasses

Replicació

� Els dos �ls tenen un número d'enllaçament molt gran

i no es poden separar sense tallar.
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Funcions de les topoisomerasses

L(J; K ) = � 1
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Funcions de les topoisomerasses

L(J; K ) = � 1 L(J; K ) = � 4
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Funcions de les topoisomerasses

Recombinació

substrat
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Funcions de les topoisomerasses

Recombinació
sinapsi

substrat

!
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Funcions de les topoisomerasses

Recombinació
sinapsi recombinació

substrat

! !

producte
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Funcions de les topoisomerasses

Recombinació
sinapsi recombinació

substrat

! !

producte

� Recombinassa: enzim que la realitza

� volem estudiar la TN3 resolvasa
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Experiment (S.A. Waserman i N.R. Cozzarelli)

Es prepara DNA circular sense nuar (substrat)
i fem actuar TN3 resolvasa

Quins nusos s'obtenen?
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Experiment (S.A. Waserman i N.R. Cozzarelli)

Es prepara DNA circular sense nuar (substrat)
i fem actuar TN3 resolvasa

Quins nusos s'obtenen?

En un de cada 20 cops, TN3 resolvasa actua iterativament
(95% del producte: resultat d'una sola recombinació
5% del producte: resutat de diverses recombinacions )
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Experiment (S.A. Waserman i N.R. Cozzarelli)

Es prepara DNA circular sense nuar (substrat)
i fem actuar TN3 resolvasa

Quins nusos s'obtenen?

En un de cada 20 cops, TN3 resolvasa actua iterativament
(95% del producte: resultat d'una sola recombinació
5% del producte: resutat de diverses recombinacions )

� Separem els nusos (electroforesi)
� i els identi�quem (microscopi electrònic).
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Electr oforesi

El DNA té càrrega elèctrica

La velocitat de desplaçament de les mol�lècules en un gel
depèn de la topologia

- +
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Identi�cació dels nusos

rec A és una proteïna que s'enganxa la DNA
El DNA cobert amb rec A és visible al microscopi elect.
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Resultat de l'experiment

Substrat
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Resultat de l'experiment

Substrat
1a

recombinació

22
1
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Resultat de l'experiment

Substrat
1a

recombinació
2a

recomb.

22
1 41
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Resultat de l'experiment

Substrat
1a

recombinació
2a

recomb.
3a

recomb.

22
1 41 52

1
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Model proposat per Wassermann i Cozzarelli

Substrat
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Model proposat per Wassermann i Cozzarelli

Substrat

1a rec.
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Model proposat per Wassermann i Cozzarelli

Substrat

1a rec.

2a rec.
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Model proposat per Wassermann i Cozzarelli

Substrat

1a rec.

2a rec.

3a rec.
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Predicció del model (compr ovada)

3a rec.
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Predicció del model (compr ovada)

3a rec.

4a rec.
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Predicció del model (compr ovada)

3a rec.

4a rec.

És l'únic model possible?
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Predicció del model (compr ovada)

3a rec.

4a rec.

És l'únic model possible?

Teorema (Ernsts i Sumners) Si
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Predicció del model (compr ovada)

3a rec.

4a rec.

És l'únic model possible?

Teorema (Ernsts i Sumners) Si
(Si imposem hipòtesis al model)
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La peça bàsica: Tangle

Tangle: bola amb dos arcs disjunts
(els extrems dels arcs són a la frontera i estan �xats)

NW

SW

NE

SE

NW

SW

NE

SE

NW

SW

NE

SE
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La peça bàsica: Tangle

Tangle: bola amb dos arcs disjunts
(els extrems dels arcs són a la frontera i estan �xats)

NW

SW

NE

SE

NW

SW

NE

SE

NW

SW

NE
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Dos tangles són equivalents si es pot passar d'un a l'altre
sense moure els extrems dels arcs i sense creuaments.
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La peça bàsica: Tangle

Tangle: bola amb dos arcs disjunts
(els extrems dels arcs són a la frontera i estan �xats)

NW

SW

NE

SE

NW

SW

NE

SE

NW

SW

NE

SE

Dos tangles són equivalents si es pot passar d'un a l'altre
sense moure els extrems dels arcs i sense creuaments.

Introduïts per J. H. Conway, 1967
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Equiv alència de tangles

Dos tangles són equivalents si es pot passar d'un a l'altre
sense moure els extrems dels arcs i sense creuaments.
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Equiv alència de tangles

Dos tangles són equivalents si es pot passar d'un a l'altre
sense moure els extrems dels arcs i sense creuaments.

� Exemples de tangles no equivalents.

NW

SW

NE

SE

NW

SW

NE

SE
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Suma de tangles

S1 + S2S2S1

T1 T2

+ »=

T1 + T2

+ »=
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Suma de tangles

S1 + S2S2S1

T1 T2

+ »=

T1 + T2

+ »=

� La suma de tangles no sempre és un tangle!

� No és commutativa!
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Clausura de tangles

T N (T)

! �=
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Clausura de tangles

T N (T)

! �=

!
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Model recombinació

Substrat
N (E + T)

Producte
recomb.

N (E + R)
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Model recombinació
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N (E + T)

E + T

Producte
recomb.

N (E + R)
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Model recombinació

Substrat
N (E + T)

E + T ) N (E + T)

Producte
recomb.

N (E + R)

E + R ) N (E + R)
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Model recombinació

Substrat
N (E + T)

E + T ) N (E + T)

Producte
recomb.

N (E + R)

E + R ) N (E + R)

Hipòtesi 1 L'acció de l'enzim està localitzada a un tangle
El mecanisme és independent de la
topologia del substrat
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Recombinació processiv a

(diverses recombinacions a partir d'una sola sinàpsi)
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Recombinació processiv a

(diverses recombinacions a partir d'una sola sinàpsi)

Hipòtesi 2 Les successives etapes de la recombinació
processiva consisteixen a sumar tangles
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Recombinació processiv a

(diverses recombinacions a partir d'una sola sinàpsi)

Hipòtesi 2 Les successives etapes de la recombinació
processiva consisteixen a sumar tangles

N (E + R +
(n)
� � � + R) = producte de n recombinacions
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Recombinació processiv a

(diverses recombinacions a partir d'una sola sinàpsi)

Hipòtesi 2 Les successives etapes de la recombinació
processiva consisteixen a sumar tangles

N (E + R +
(n)
� � � + R) = producte de n recombinacions
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Sistema d'equacions

Substrat � N (E + T) = nus trivial

1a recomb. � N (E + R) = 22
1

2a recomb. � N (E + R + R) = 41

3a recomb. � N (E + R + R + R) = 52
1

4a recomb � N (E + R + R + R + R) = 62
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Teorema (Ernst i Sumner s 1990)

Els únics tangles E i R que compleixen
� N (E + T) = nus trivial � N (E + R + R) = 41

� N (E + R) = 22
1 � N (E + R + R + R) = 52

1

són E = i R =
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Teorema (Ernst i Sumner s 1990)

Els únics tangles E i R que compleixen
� N (E + T) = nus trivial � N (E + R + R) = 41

� N (E + R) = 22
1 � N (E + R + R + R) = 52

1

són E = i R =

A més compleixen N (E + R + R + R + R) = 62
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Teorema (Ernst i Sumner s 1990)

Els únics tangles E i R que compleixen
� N (E + T) = nus trivial � N (E + R + R) = 41

� N (E + R) = 22
1 � N (E + R + R + R) = 52

1

són E = i R =

A més compleixen N (E + R + R + R + R) = 62

� El model proposat per Wasserman i Cozzarelli és únic
(suposant les hipòtesis 1 i 2)
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Teorema (Ernst i Sumner s 1990)

Els únics tangles E i R que compleixen
� N (E + T) = nus trivial � N (E + R + R) = 41

� N (E + R) = 22
1 � N (E + R + R + R) = 52

1

són E = i R =

A més compleixen N (E + R + R + R + R) = 62

� El model proposat per Wasserman i Cozzarelli és únic
(suposant les hipòtesis 1 i 2)

� T admet diversos valors
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