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Todos nos hemos encontrado alguna vez con
alguna pregunta similar a ésta: Dados los prime-
ros elementos de una sucesion aj, ag, ag y a4 (por
ejemplo a1 = %, ay = %, az = % y ay = 1@6), se
pide averiguar cuél es el siguiente elemento (el as).
De nosotros se espera que descubramos una ley,
no demasiado retorcida, que funcionando para los
primeros elementos dados, permita calcular los si-
guientes (en este caso, se espera que intuyamos que

2
lo razonable es tomar a, = 75 ).

(;a”!l .

En este tipo de preguntas se da por supuesto

que estamos capacitados para la adivinacioén, pues



es evidente que el elemento a5 podria ser otro cual-
quiera, aunque en los casos usuales, como el ante-
rior, hay un as que resulta mucho mas razonable

que otros.

Estas preguntas tienen la virtud de avivar la

imaginacién y el ingenio, pero su respuesta no de-
2

biera ser “a,, es a, = Jﬁ”, sino ‘“un buen valor
z 2 ’ .

para a, podria ser a, = 75" Véase, por ejemplo,

el caso de la sucesion 0, 3, 0, 3, ... ; si nos pregun-

tan por los dos siguientes elementos, la respuesta
més inmediata, y la que se espera de nosotros, es
as = 0y ag = 3. Sin embargo, también podrian
valer, por ejemplo, a5 = 24 y ag = 75, ya que la
expresion a,, = 2n® — 1512 4+ 34n — 21 proporcio-
na, paran =1, 2, 3 y 4, los valores a1, a2, a3 y aq4
dados, y paran =5y n =6 conduce a as = 24 y
ag = 75.

A este asunto de “averiguar el siguiente elemen-



to”, se suele acudir, también, con fines un tanto hu-
moristicos. Este es el caso de “Averiguar cuél es el
siguiente elemento de la sucesién que empieza con
estos siete elementos 2, 10, 12, 16, 17, 18, 19”. Des-
pués de buscar alguna ley razonable de formacion,
termina uno por rendirse y, entonces, se nos con-
testa que el siguiente elemento es el 200, ya que
la sucesién esté formada por los niimeros naturales
cuyo nombre empieza por d.

A titulo de ejemplos en los que no es nada féacil

averiguar cudl es el elemento siguiente, valgan estos

dos:

0, =2, =3, 8, 95, 680, a7 'y
0,1,1,2, 1, 3,1, 3, 2, 3, 1, bia.

En estos casos, una respuesta posible es a; = 4991
(en general a,, = n! —n?) y bjy =5 (en general b,

es el namero de divisores de n distintos del propio



Si se considera la sucesion

41, 43, 47, 53, 61, 71, 83, 97, 113,
131, 151, 173, 197, 223, ...

cualquiera que tenga despierta la mente matemati-
ca reconocerd que son numeros primos. Una ley de
formacion para tal sucesion viene dada por el po-
linomio f(n) = n?+ n + 41 introducido por Euler.
En efecto, los nimeros de la lista anterior son f(n),
paran = 0,1,2,...,13. Asi que, segin esta regla,
el siguiente ntimero debiera ser f(14) = 251, tam-
bién primo. Pero notemos que esta lista, generada
a partir del polinomio de Euler, no genera siem-
pre numeros primos. De hecho, se tiene que f(n)
es primo para n = 0,1,2,...,39, pero f(40) = 412
es compuesto. El anterior polinomio de Euler da

40 términos consecutivos de una sucesiéon que son



numeros primos, y podriamos pensar que hay un
polinomio (no constante) f de manera que f(m)
es primo para cada m > 0. Pero no hay que gas-
tar el tiempo buscando tal polinomio, porque no

existe, como nos muestra el siguiente resultado:

Proposicion. No existe ningin polinomio no cons-
tante f € Zlz] tal que f(m) sea primo para todo
m € N.

Demostracion. Sea f(x) = apa™ + ap_12" 1 +
-+-+ajx+ag € Z[x] un polinomio tal que f(m) es
un ndmero primo para cada m € N. En particular,
f(1)=an+an—1+---+a;+ag = p es primo. Pero

entonces, para cada k € N se tendria que
F(L+kp) = an(1+kp)" +ap1(1+kp)" "'+
+ai(l+kp)+ao
= (an+ap_1+---+ay+ag) + M(k)p
= (14 M(k))p,



siendo M (k) un namero entero, que depende de
k. Como este valor ha de ser primo, para cada
k € N, concluimos que M (k) =0y f(1+kp)=p,
para cada k € N. De modo que f = p es cons-
tante, ya que un polinomio no constante verifica
lim |f(z)| = oo, luego solo puede tomar un valor

|z| =00
fijado un namero finito de veces. O

Ante el problema de hallar, dado un ntme-
ro finito de términos de una sucesion, el siguien-
te término de un modo razonado, podemos op-
tar (si el ingenio o la paciencia se nos agotan)
por introducir los términos de la sucesiéon que
nos proporcionan en la pagina web La Enciclope-
dia On-Line de las Secuencias de Numeros Ente-
ros, http://oeis.org/?language=spanish, don-
de hay un buscador que nos dice si la sucesién que
buscamos ha aparecido antes en algtin lugar rele-

vante. Esta pagina web es especialmente ttil para


http://oeis.org/?language=spanish

problemas combinatorios. Pero uno se podria to-
par con el siguiente problema, puesto adrede para

hacer desistir de su analisis al més pintado:

Sea dada la siguiente sucesion, de 40

digitos (numeros naturales de 0 @ 9):

47 87 27 67 07 47 87 37 77 17 57 97 37 77 27
67 07 47 87 2’ 67 17 5? 97 37 77 17 5’ 0’ 47
8,2,6,0,4,9,3,7,1,5.

U

Se pide obtener una “ley de formacion’
(funcion f(n), con n € N, expresada
en términos de funciones utilizadas por
los alumnos de 1°* curso de cualquier
carrera de ciencias) que, verificdindose
para los 40 primeros valores de n da-
dos, proporcione los infinitos elementos

restantes de la sucesion.



A pesar del aparente caos que presenta esta su-
cesion (que, por cierto, no se encuentra en la base
de datos del buscador de la pagina web citada ante-
riomente), uno puede empezar a pelearse con este
problema, observando que en dicha sucesién apare-
cen dos ciclos de 7 digitos, uno con nimeros pa-
res, y otro con impares. Ademas, es facil ver que
si ha aparecido el ciclo abcdeab, la siguiente apa-
ricion de tal ciclo es cdeabed. Tampoco hay que
hacer arcos de iglesia para darse cuenta de que el
primer ciclo de todos, el 4,8,2,6,0,4,8, no es mas
que la ultima cifra de multiplicar por 4 los ntime-
ros 1,2,3,4,5,6,7, v que el primer ciclo de impares,
3,7,1,5,9,3,7, es el resultado de multiplicar los nii-
meros 1,2,3,4,5,6,7 por 4, restarles 1, y quedarnos

con la ultima cifra.

Ahora, ayudados del hecho de que, si m € N

es un namero natural entonces su ultima cifra es



UC(m) = m — 10 [{}], siendo [z] la parte entera
de cada namero real x € R (es decir, el mayor
ndmero entero menor o igual que x), y acudiendo
a las potencias de —1, podemos obtener (quiza tras

equivocarnos en los primeros intentos) que:

fm) = (1+ (-pl=) (zwn) s [2w5<n>D

Ml b LA (_21)[;1] <4w(n) ~1-10 [4w(T())_ 1D ,

con

14
el
on) = T )
+ g (1 - (—1)[%(7”}) :
r(n) =n—T [g} .

Aunque esta funcién da una ley de formacion

valida, hemos de confesar que la sucesion dada (la



de 40 digitos) se obtuvo de otro modo muy distin-
to: el elemento n-ésimo es la primera cifra decimal
del niamero que resulta de multiplicar por n la raiz

cuadrada de 2, es decir

finicial(n) = [n10V2 ] — 10 [[nl(l)o\ﬁ]] :

Nos parece estar ante un hecho enormemente
sorprendente, el de que dos leyes de formacién tan
dispares se satisfagan para, nada menos, que las
cuarenta primeros elementos de la sucesién dada.
Asi que nos parece natural preguntarse si eso de
los ciclos de ntimeros pares e impares es algo que
esté ligado al nimero v/2 o si también se daria es-
te hecho si, en vez de v/2, se tomase otro nimero
“puiietero”. De esta forma se nos ocurre repetir el
mismo esquema sustituyendo /2 por, pongamos,
el logaritmo neperiano de 5, y nos encontramos,

de nuevo, con algo parecido: una sucesién “semido-



mesticada”, esta vez en ciclos de 10 ntumeros pares
y 11 ndmeros impares. Los 42 primeros elementos

de tal sucesion son

6,2,8,4,0,6,2,8,4,0,7,3,9,5,1,7,3,9,5,1,7,
4,0,6,2,8,4,0,6,2,8,5,1,7,3,9,5,1,7,3,9,5,

y su “ley de formacion” es, en este caso,

[nl() log5]] ‘

Finicial(n) = [n 10 log5] — 10 [ 10

Nos preguntamos, de la misma manera que con el
otro ejemplo, si podriamos dar una “ley de forma-
ci6n” similar. Tras unos calculos, mas o menos te-

diosos, encontramos que

+ﬂ <6$(n) +1-10 [6




siendo

21
) = U
2O iy 10,
by o 1t (—1;[20_23(”)} .

+ % (1- (—1)[20_275(71)}),

N n

r(n) :==n—-21 [ﬁ} .
Al principio nos pareci6 extraordinariamente asom-
broso que en las férmulas obtenidas no apareciese
por ningtn lado ni v/2 ni log5. Lo cual nos llevo
a preguntarnos si aconteceria que f = finicial ¥ Si
F = Finicial-

Pues bien, aqui viene la gracia de este asunto.



Resulta que las “leyes de formacion” relativas a la
primera sucesion son iguales hasta el término 203,

pero
finicial(204) =4 ?é 5= f(204),

y las de la segunda sucesién son iguales hasta el

término 73, pero
Enicia1(74) =0 7’5 1= F(74)

El mensaje que nos gustaria transmitir con todo
esto es que para los asuntos de hallar “leyes de
formacion” tenemos que ser cautelosos por parti-
da doble. En primer lugar, porque encontrar una
“ley de formacién” razonable puede no ser un te-
ma en absoluto trivial, y, en segundo lugar, porque
aunque parezca que sOlo puede haber una “ley de
formacion” razonable, puede haber varias (y bien

distintas entre si).



1. Deduccion de “leyes de formaciéon”

generales

En esta seccion pasamos a atacar el problema
de encontrar una ley de formaciéon como las que
aparecian con v/2 o log5, pero en el caso general.
Suponemos, pues, que una tal sucesién viene dada
por ciclos de pares de longitud /, y ciclos de impa-
res de longitud m. A continuacién, disponemos la
sucesion por filas, en las que en cada fila van, por
orden, un bloque de pares y uno de impares. Supo-
nemos que los primeros £ pares se obtienen como el
resultado de multiplicar los niimeros 1,2, ..., ¢ por
un namero par 7 y quedarnos con la dltima cifra; y
que los primeros m impares se obtienen como el re-
sultado de multiplicar los ntmeros 1,2,...,m por
el niamero par r, sumarle un nimero impar s (po-
sitivo o negativo), y quedarnos con la altima cifra.

En cada paso de una fila a otra, el bloque de pares



a1as . ..ap se cambia por ai4pao4p ... aa102 ... ap,
y el bloque de impares b1bs...b,, se cambia por

briphaip . bmbiby ... by

A continuacién distinguimos dos casos:

1.1. Caso/=m

Definimos la posicién de n en cada bloque como

n

r(n):=n—14 [Z] .

Notemos que estos niimeros apareceran en este or-
den dentro de cada bloque: 1,2,...,¢ — 1,0. De

modo que nos interesa cambiar estas posiciones a

1,2,...,0 — 1,£. Esto lo conseguimos mediante la
funcion

14+ (—1)l==r"] 1— (===
p(n) = + )2 r(n) + ( )2 L.

Ahora nos interesa mowver cada ciclo de ntmeros

pares aias . ..ay alos ciclos ajypa24p . .. araraz ... a,



en cada paso de fila, y lo mismo para cada ciclo de

numeros impares. Para ello, definimos

$(n) = o(n) +p [”Qﬂ |

Con todo esto, tenemos que la ley de formaciéon

serfa, en este caso,

e
1) = T ot pm)
iz
-1—1 ( 21) UC(ri(n) +s)

1.2. Caso l#m

Este caso es analogo, pero tenemos que modifi-
car un poco las formulas. Definimos la posicion de
n en cada fila como el niimero

7(n) :=n— (£ +m) [ﬁfm}

Como antes, estas posiciones van etiquetadas en

el orden 1,2,...,£ 4+ m — 1,0, y nos interesa que



aparezcan como 1,2,...,¢ + m — 1,/ + m. Para
ello, definimos

_ 4 (o]
k(n) := r(n)

2
e
+ (=) 5 (£+m).

Definimos el siguiente niimero auxiliar, que nos dice

si caemos en un bloque de pares o uno de impares:

k(n)
/41

~

h(n) :=

Asi, la posicién de n dentro de cada bloque sera el

—1)hn) — (~D)hm)
on) = VT R L2 C U Gy o),

Ahora, definimos la siguiente funcion, que mueve
las posiciones de los bloques segiin avanzamos la
fila,




Finalmente, la ley de formacién resulta, en este ca-

S0,

2. Una caracterizaciéon exotica de los ra-

cionales

En esta seccion nos olvidamos de v2 y log5,
pensamos en un nimero real cualquiera v € R, y
estudiamos el comportamiento de la sucesién cuyo
término n-ésimo es la primera cifra decimal ny. Co-
mo consecuencia, obtendremos una caracterizacion
de los ntimeros racionales en funcién de la periodi-

cidad de dichas sucesiones.

Para ello, dado v € (0, 1), consideramos la fun-



cion

o)

fy(n) :==UC(n10v) = [n10~] — 10 [ 10

Observemos que la funcion wltima cifra, UC, esta-
ba definida para los niimeros naturales, pero tiene
sentido considerarla definida para cada ntimero real
z € R mediante UC(z) := UC(][x]])-

Proposicion 2.1. Siy € QN(0,1), entonces f(n)

es periddica.

Demostracion. Pongamos v como fraccion irredu-

cible v = g, con p,q € N, p < ¢q. Entonces f, es

g-periodica. En efecto,
fy(n+kq)=UC((n+kq)107)
= UC(n10v + 10kp) = UC(n107)
= fv(n)’



para cada k € N. Aqui hemos usado que para ca-
da entero m > 1 se verifica que UC(10m + «a) =
UC(a), para cada real a > 0. O

Parece natural preguntarse si se verifica el re-
ciproco. Es decir, si fy(n) es periddica, (v es ra-
cional? De ser esto cierto, habriamos demostrado
que no existe un numero irracional § de modo que
fo(n) sea periodica. Asi, si proponemos el proble-
ma de encontrar la ley de recurrencia de una suce-
sién de pares-impares semidomesticada, y resulta
que, cogiendo un irracional 6§ de modo que dicha
sucesion sea aparentemente periddica (hasta cierto
término), sabremos con seguridad que la sucesion
formada “explota” en algin término. Es decir, en
algin momento, se deja de cumplir la ley [dgica
de formacion de la sucesion. Esto es lo que sucede
cuando v es /2 6 log 5.

Veamos que, efectivamente, se verifica el reci-



proco de la Proposiciéon 2.1. Para ello, se necesita

un resultado previo sobre sucesiones periodicas:

Lema 2.2. Sea {sp}n una sucesion periddica y
a > 0 un numero entero positivo. Entonces la sub-
sucesion {Sqn}n es finalmente periddica (es decir,

periddica a partir de un término).

Demostracion. Supongamos que {sp}n es g-perio-
dica, y realicemos la divisién entera de a" entre

n

q. Asi, a" = gcp, +rp,cone, >0y 0<1r, <
g. De esta manera, ver que {sgn}, es finalmente
periodica equivale a que la sucesion de restos {ry },
sea finalmente periddica.

*1 como a - a”, haciendo la divi-

Calculando a™
sion entera de a"t! entre ¢ e igualando estos valo-

res, obtenemos

n+

1
a =qacyp+7rna=qCht1+ Tn+1,

de donde 7,41 — ra = q(ac, — cpt1) es miltiplo



de g. Luego, tomando clases en? Z4, obtenemos que
(Tna1) = (rna).
Anélogamente,
(rn+2) = (rnp1a) = (ry a2>,
y, en general,
(rntk) = (Tn ak>-

Como Z, es finito, existira un ko € {0,1,...,¢—1}
tal que (rniq) = (rnik,) v, al ser los restos 0 <
Tntqs Tniko < G, tendremos que Tn+q = Tndko- Esto
nos indica que la sucesion {ry}tn>k, €s (¢ — ko)-

periddica, como queriamos ver. ]

Como consecuencia, tenemos el siguiente resul-

tado.

Teorema 2.3. Sea v € (0,1). St fy(n) es periddi-
ca, entonces v € QN (0,1).



Demostracion. Ver que v € QN (0,1) es lo mismo
que decir que la sucesion f,(10™) es finalmente pe-
riédica. Pero esto es consecuencia del Lema 2.2 con

el entero a = 10. O

De este modo, obtenemos una caracterizacién

de los niimeros racionales en el intervalo (0, 1).

Corolario 2.4. Sea v € (0,1). Entonces y € QN

(0,1) si, y sdlo si, la sucesion fy(n) es periddica.

Visto esto, podemos decir, sin hacer los célculos
explicitos, que las sucesiones f 5(n) y fiogs(n) no
son periodicas, a pesar de la aparente periodicidad
que presentan en los primeros términos.

Por otra parte, es inmediato observar que, si
m € Ny~ >0, entonces fr4(n) = fy(n). Ade-
mas, si @ < 0, entonces fo(n) = fjq(n). Dicho
esto, obtenemos la siguiente caracterizacién, algo

exotica, de los niimeros racionales:



Corolario 2.5. Sea v € R. Entonces v € Q si, y

sdlo si, la sucesion fi,|(n) es periddica.

Observemos, finalmente, que hay sucesiones pe-
riddicas de enteros entre 0 y 9 que no corresponden
a ningdin numero real v. En efecto, consideremos la

sucesion 3-periddica:
1, 7,9,1,7 9,1, 7, 9,...

Como es periodica, en caso de corresponder a al-
gin namero real -, éste ha de ser racional. Pe-

ro, si nos restringimos al intervalo (0,1), ten-
P
q7
tonces ¢ = 3 y 7 solo puede ser 1/3 6 2/3.
Pero {fi/3(n)}n = {3,6,0,3,6,0,3,6,0,...} v
{f2/3(n)}n ={6,3,0,6,3,0,6,3,0,... }, que no co-

rresponden a la sucesion 3-peridédica dada.

dremos que v = con med(p,q) = 1, en-
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Notas

1Zq es el anillo cociente Z/qZ. Es decir, es el
conjunto formado por las clases residuales moédu-
lo g (los restos que se obtienen al dividir nimeros

enteros por q):

Z, = Z/qZ = {{0), (1),.... (g — 1)}.

Un buen libro de algebra basica, que puede servir
para una toma de contacto con los anillos cociente
es [1].
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