MATerials M ATematics
Versio per a e-book del
treball no. 4 del volum 2013

www.mat.uab.cat/matmat

La regla de Jefferson - d’Hondt

1 les seves alternatives

Xavier Mora


http://www.mat.uab.cat/matmat

Quina és la logica de la Gt

regla de d’Hondt? Es veri- ST AT

ET RAISONNE

tat que afavoreix els partits .
. . REPRESENTATION PROPORTIONNELLE.
més grans? En quin sentit?

Quin paper hi juga la mida

de les circumscripcions? Quin és l'efecte d’excloure
els partits que no assoleixen un minim concret, com
ara el 3%? Quines alternatives hi ha? En aquest

article mirarem de respondre a aquestes preguntes

des de la logica rigorosa de les matematiques.

1 El problema

1.1 En termes generals, el problema de la repre-
sentacié proporcional es pot plantejar aixi: Una
societat vol elegir un conjunt de representants
on les diverses opinions i punts de vista hi estiguin

presents en la mateixa proporcié que a tota la so-



cietat; com s’ha de procedir?

El 1789, mesos abans de la Revoluci6é Francesa,
Honoré Gabriel Riquetti, comte de Mirabeau,
ho comparava amb la representacié que un ma-

pa fa d’un territori [21].

Per concretar el llenguatge, ens referirem al
conjunt de representants com a parlament, i als
seus membres com a diputats. El parlament
consta d’un cert nombre d’ escons, els quals seran
ocupats per les persones que siguin elegides com a
diputats. A fi d’elegir-les, es demana a cada mem-
bre de la societat, més exactament a cada elector,
que expressi les seves preferéncies al respecte de
diversos candidats preestablerts. La qiiestié que
ens interessa és la manera de fer aquesta consulta i
de determinar quins candidats resulten elegits com

a representants.

Tradicionalment, els diversos punts de vista i



opinions a reflectir es concreten en uns determi-
nats territoris, també anomenats ‘circumscripci-
ons’ o ‘districtes’, i uns determinats partits poli-
tics. El problema s’acostuma a descompondre lla-
vors en dues parts: En la primera es reparteixen
els escons de tot el parlament entre els diferents
territoris. En la segona es reparteixen els de cada
territori entre els diferents partits.

Quan el problema es descompon en les dues
parts esmentades, llavors convé vetllar per la pro-
porcionalitat en totes dues. En la primera part,
el repartiment territorial, es tracta en principi de
buscar la proporcionalitat entre el nombre d’escons
de cada territori i la seva respectiva poblacio

Dit aixo, tot sovint el repartiment territorial
es desvia expressament de la proporcionalitat
poblacional en el sentit d’igualar més la repre-

sentacio dels diferents territoris. Freqlientment,

cada territori rep d’entrada un determinat nom-



bre d’escons, i després es reparteix la resta se-
gons la poblacié. Un cas extrem el trobem en el
Pais Basc espanyol, on els tres territoris que el
composen es reparteixen el parlament per igual
independentment de la seva poblaci6.

En el cas de les Eleccions al Parlament de
Catalunya, la desproporcié més gran es dona
entre la circumscripcié de Barcelona, on actu-
alment un escod correspon a 46 141 electors (i a
65285 habitants), i la de Lleida, on correspon
a 20036 electors (i a 29491 habitants). Aques-
ta desviacio respecte a la proporcionalitat és el
resultat de la llarga interinitat d’una disposi-
ci6 transitoria de 1979 que ja s’apartava de la

proporcionalitat.

En la segona part, el repartiment entre partits
dins de cada territori, es tracta de buscar la propor-
cionalitat entre el nombre d’escons de cada partit
i el nombre de vots que aquest hagi obtingut.

Aqui estem suposant que cada elector es pronun-



cia per un partit i només un, tal com fem actual-
ment en les eleccions al Parlament de Catalunya,
en les del Congrés de Diputats d’Espanya i en les
del Parlament Europeu. En totes elles utilitzem
el sistema de llistes tancades, on els electors es
limiten a escollir un partit, sense poder expressar
cap preferéncia per uns o altres candidats concrets

(a diferéncia d’altres possibilitats que esmentarem
a lepileg (§ 8)

En lloc de pronunciar-se per un partit, els elec-
tors poden optar també pel vot en blanc, el
vot nul, o I’abstencié; tanmateix, cap d’aques-
tes “opcions” té efecte sobre el repartiment dels
escons llevat del vot en blanc, el qual no acon-
segueix altra cosa que dificultar ’obtenci6é de

representaci6 als partits minoritaris.

El plantejament precedent té com a premissa
que el nombre d’escons del parlament esta fi-

xat. Alternativament, es pot deixar que varii



i fixar en canvi la quantitat de vots que doéna
dret a un diputat. A cada candidatura li cor-
responen llavors tants diputats com el resultat
de dividir el nombre de vots per la quantitat
estipulada i arrodonir després la xifra obtingu-
da. El més natural és arrodonir a ’enter més
proper. Un sistema d’aquest tipus admet al-
hora candidatures d’ambit local, associades a
circumscripcions concretes, i d’ambit regional o
global. La mida del parlament resultant depén
de la participacié i també —en menor grau—
de la manera concreta en qué els vots es re-
parteixin entre candidatures. Aquest sistema
de “divisor prefixat” va ser recolzat per Henri
Poincaré [30] (que en diu sistema de “nombre
anic”). A finals del segle XVIII havia estat uti-
litzat per al repartiment territorial del congrés
estatunidenc. En el context del repartiment en-
tre partits va ser utilitzat a Alemanya durant el
periode 1919-1933.



1.2 Tornem, perd, al nucli del problema en la
seva versi6 més senzilla. Tant en el cas del re-
partiment entre territoris segons la poblaci6, com
en el cas del repartiment entre partits segons els
vots obtinguts, el problema matematic a resoldre
és el mateix: Es tracta de repartir un determinat
nombre n de places (els escons) entre ¢ sectors
(territoris o partits) en proporci6 a uns pesos
w = (w; | ¢ = 1,2...4) que ens vénen donats
(les corresponents poblacions o nombres de vots ob-
tinguts). En altres paraules, voldriem trobar uns
nombres n = (n; | i = 1,2...¢) que complissin les

condicions

ni+ne+ns+ ... =n, (1)
ni na ns

_ W 2)

w1 wWa w3

En principi, estem davant del classic problema

de repartiment proporcional, el mateix que es pre-



senta a ’hora de repartir els beneficis d’'una com-
panyia. Es per aixd que la seva solucio, que es
remunta a l’antiguitat, es coneix classicament com
a regla de companyies (regula societatum en llati).

Aixi anomenada la trobem, per exemple, en la
Suma de la Art de Arismetica de Francesc Sant-
climent (Barcelona 1482).

Aquesta regla és la segiient:
on w=w;+wy+ws+ ... (4)

Els valors de n; donats per (3) els anomenarem
quotes exactes. Aquestes s’obtenen a partir de
les dades w; multiplicant-les pel factor r = n/w,
o equivalentment, dividint-les pel divisor ¢ =
w/n.

Per a deduir (3-4) a partir de (1-2) només cal

reescriure (2) en la forma

n =rw;, (5)



on r designa la rad comuna que requereixen les
igualtats (2), sumar totes les igualtats de (5), i
aplicar la propietat distributiva al segon mem-
bre.

En el cas que ens ocupa, les dades w; son les
poblacions dels territoris o bé els nombres de vots
obtinguts pels partits. El factor r, que en la prac-
tica tindra un valor molt inferior a la unitat, és la
fraccié d’escod que correspon a cada individu, habi-
tant o votant. El divisor ¢ = 1/r és la quantitat
de gent representada per un esc6é. Des del punt de
vista dels territoris i partits, ¢ es pot veure com el

preu, en habitants o vots, que costa cada esco.

Malauradament, en el tema de les eleccions
politiques la terminologia classica que acabem
d’introduir competeix amb altres accepcions
dels mateixos termes, la qual cosa pot ser bas-
tant desorientadora. Aixi, el terme ‘quota’ s’u-

tilitza també en un sentit afi al concepte de



‘divisor’ (§3). Per enredar-ho encara més, el
terme ‘divisors’ s’utilitza també per a referir-se
als ‘llindars’ d’arrodoniment que trobarem més
avall (§4).

Tot i que més amunt hem apuntat una termino-
logia general —places, sectors i pesos— en el que
segueix usarem normalment una terminologia es-
pecifica d'un context o altre —escons, territoris o
partits, poblacions o nombres de vots—. Aix0 se-
rd bo per a mantenir-nos al cas del que realment

interessa.

1.3 Apliquem tot aixo a un exemple concret. Su-
posem que hem de repartir n = 10 escons entre
quatre partits que han obtingut respectivament els
segilients nombres de vots: w = (4560, 3010, 1660,
770).

En total hi ha w = 10000 vots, de manera que el



divisor és ¢ = w/n = 1000. Dividint les dades per
aquest valor, obtenim les segilients quotes exactes:
n = (4.56, 3.01, 1.66, 0.77).

Tal com passa en aquest exemple, la major part
de les vegades ens trobarem que les quotes exactes
no sé6n pas nombres enters. Tanmateix, els escons
i diputats sén en principi indivisibles. Qué podem

fer davant d’aixo?

1.4 Encara que les quotes exactes no siguin nom-
bres enters, sempre es pot assolir una propor-
cionalitat exacta assignant a cada escd, i per
tant cada diputat, un pes adequat, proporcio-
nal a la poblaci6 o nombre de vots que li cor-
responen. Aixi, en 'exemple de més amunt po-
driem assignar als quatre partits en qiiestié res-
pectivament (4,3,2,1) escons amb uns pesos res-
pectius iguals a (4.56/4, 3.01/3, 1.66/2, 0.77/1) =



(1.14, 1.033, 0.83, 0.77).

Com és que no s’aplica una solucié d’aquest es-
til, que donaria proporcionalitat perfecta? L’obsta-
cle sembla ser la desigualtat que llavors s’estableix
entre els diferents diputats del parlament. Aquesta
desigualtat esta en conflicte amb una tradicié que
es remunta als ancestrals consells d’ancians de les
tribus i als antics consells de patricis de les ciutats.

Els métodes que veurem a continuacié treballen
sota la restriccié que tots els diputats han de te-
nir el mateix pes en el parlament. Dit d'una altra
manera, que les quotes han de ser enteres. Dins
d’aquesta restriccio, la idea és minimitzar d’alguna
manera les desviacions respecte a la proporcionali-
tat, que ja hem vist que llavors sén inevitables.

Una desviaci6 respecte a la proporcionalitat vol
dir que no tots els electors obtenen la mateixa
representacié. Per tant, els métodes que ens

disposem a estudiar respecten la igualtat entre



diputats a costa de sacrificar la igualtat entre

electors.

1.5 Considerem una vegada més I’exemple 1.3, en
qué les quotes exactes son n = (4.56, 3.01, 1.66,
0.77). Com hem d’arrodonir aquests nombres per
tal de desviar-nos el menys possible respecte a la

proporcionalitat?

La primera reaccié a aquesta pregunta sol ser
assignar d’entrada tants escons com digui la part
entera de la quota exacta, i1 després donar-ne un
més als partits, o territoris, amb restes més grans.

En 'exemple 1.3, les parts enteres de les quotes
son (4,3,1,0), de manera que resten 2 escons, els
quals son assignats a ¢ = 4 1 ¢ = 3, els dos partits
amb restes més grans. El repartiment final segons
aquesta regla és doncs de (4, 3,2, 1) escons.

Aquesta manera de fer s’anomena regla de les



restes majors, i va ser proposada el 1792 per Ale-
xander Hamilton, un dels “pares fundadors” dels
Estats Units d’América, amb motiu del reparti-

ment territorial dels escons de la cambra baixa d’a-

quell pafis.

Davant d’aquesta proposta, Tho-
mas Jefferson, un altre d’aquells pa-
res fundadors, en va fer una altra que
al seu parer era més fidel a l'espe-

rit del principi de proporcionalitat:

T. Jefferson  Disminuir el valor del divisor q fins

1743-1826  que, en formar els quocients w;/q i

arrodonir el seu valor per defecte, la

suma dels nombres enters obtinguts sigui exacta-

ment n.

En 'exemple 1.3, aixd s’aconsegueix prenent ¢

en l'interval 770 < ¢ < 830, la qual cosa resulta en
(5,3,2,0) escons.



Aquesta regla és exactament la mateixa que
al cap de noranta anys proposaria ’advocat belga
Victor d’Hondt amb motiu del repartiment entre
partits. D’acord amb aix0, d’ara en endavant en

direm regla de Jefferson-d’Hondt.

1.6 Entre Jefferson i d’Hondt hi va haver diversos

autors que també van proposar la mateixa regla.

Aixi, Charles de Comberousse [8:p.185-186]
la donava el 1860 —en una forma diferent pero
equivalent— per repartir el contingent militar d’un
districte entre els seus diversos territoris en propor-

ci6 a la seva poblacid.

En el camp de les eleccions parlamentaries, la
regla de Jefferson-d’Hondt va ser proposada el
1863 per Gustav Burnitz i Georg Varrentrapp 6],
i el 1874 per Frangois J. F. Cantagrel [7].

Burnitz i Varrentrap van arribar a 1’algorisme



habitual que de seguida veurem, associat a la tau-
la (9), com a resultat de valorar la representativitat
de cada candidat en funci6 del seu ntmero d’ordre
en la llista presentada per la seva candidatura i del

nombre de vots obtinguts per aquesta.

En el pamflet de Cantagrel —que el 1880 va ser
transformat en proposta de llei— l’exemple final
mostra clarament que la idea és la mateixa que la
de Jefferson i d’Hondt: disminuir el divisor fins que

les parts enteres sumin exactament n.

També és de notar que, contrariament al que
es diu tot sovint, en el seu treball preliminar de
1878 d’Hondt no proposava encara la regla que ara
associem al seu nom, sin6 la de les restes majors
[9]. Segons reconeix després, 'advocat Charles de
Brouwer li va fer veure que aquesta regla no era
prou conseqiient amb el principi de proporcionali-
tat [10:p. 14].



1.7 Encara que a la practica és molt poc freqiient,
de vegades hi pot haver empats que donin lloc a in-
decisions en l'aplicacié d’una o altra regla. En tals
casos admetrem miiltiples solucions. Naturalment,
a la practica correspondrad preveure com resoldre

aquests casos; una possibilitat és fer-ho per sorteig.

Per exemple, suposem que hem de repartir 2 es-
cons entre dos partits que han obtingut respec-
tivament w = (1500, 500) vots. El divisor és
w/n = 2000/2 = 1000, de manera que els dos par-
tits tenen exactament la mateixa resta, 0.500. Per
tant, la regla de les restes majors queda indecisa

davant de dues possibilitats: (2,0) i (1,1).

Amb la regla de d’Hondt tenim un empat, per
exemple, en repartir 2 escons entre dos partits que
han obtingut respectivament w = (2000, 1000)
vots. Per a ¢ > 1000 les parts enteres de w;/q son
(1,0), mentre que per a ¢ < 1000 son (2,1), cap



dels quals repartiments déna un total de 2 escons.

Per tal de poder obtenir ), n; = n, resulta con-
venient redefinir la part entera d’'un nombre real z
de manera que quan z sigui enter s’admetin llavors
tant el mateix valor z com z — 1. Amb aquesta
finalitat farem ts de la notacié segiient:

I’enter més gran inferior a z, si z no és enter;
L= obézobéz—1, si z és enter.
(6)
Equivalentment, || z] és qualsevol enter que satis-

faci les desigualtats
lz] <z <|z] +1 (7)

Per parlar amb tota propietat hauriem de consi-
derar | z|] com un conjunt i escriure k € [ z] en
lloc de k = || z||; tanmateix, per als nostres propo-
sits sera suficient suposar que s’ha fet una eleccié

concreta del valor de | z]] sempre que z sigui enter.



2 Diverses formulacions equivalents de
la regla de Jefferson - d’Hondt

En aquesta secci6 ens mirarem amb més deteni-
ment la regla de Jefferson - d’Hondt.

Tal com hem vist més amunt, la seva idea ba-
sica és disminuir progressivament el valor del di-
visor g fins a aconseguir que els nombres enters
n; = |wi/q] sumin n. Aixd passara tard o d’-
hora, tant en abséncia d’empats com també en la
seva preséncia, gracies a haver adoptat la defini-
ci6 (6). En efecte, per a cada i el valor de |w;/q]|
salta de k — 1 a k cada vegada que w;/q creua un
valor enter positiu k. Considerem ara la suma res-
pecte a 7. Si els salts dels diferents sumands no
son simultanis, llavors la suma recorre tots els va-
lors enters (quan ¢ disminueix des de oo cap a 0),
de manera que certament existeix algun valor de ¢

que doéna com a resultat el valor desitjat n. Si hi



ha salts simultanis, llavors pot succeir que la suma
passi d’un valor estrictament inferior a n a un al-
tre estrictament superior a n. En aquest cas caldra
quedar-nos amb aquest valor de ¢ i fer us de la lli-
bertat que dona la definicié (6) per a concretar els
valors de n; = ||w;/q| de manera que la seva suma
sigui exactament n.

En qualsevol cas, 'objectiu desitjat s’aconse-

gueix prenent
q:max{xe(o,oo)‘z:{wi/xJZn} (8)

on | -] representa la part entera en el sentit usual;
aquest valor de ¢ és el més gran —i potser tam-
bé el més petit— que permet aconseguir ’objectiu
desitjat.

Tot aix0 es pot representar geométricament tal

com mostra la figura 1, que és una adaptacié de

[17] 1]20:p.162-163] a les dades de I'exemple 1.3,



a saber w = (4560, 3010, 1660, 770) i n = 10. Les
abscisses representen nombres de vots i les ordena-
des escons. En la vertical d’abscissa w; hi hem mar-
cat els punts que corresponen a un nombre enter
d’escons. La regla de Jefferson - d’Hondt consisteix
en prendre una semirecta que passi per l'origen i
augmentar progressivament el seu pendent fins que
deixi a sota seu exactament n d’aquests punts. Per
a n = 10 aix0 s’aconsegueix amb la semirecta OQ).
Aquesta queda sempre per sobre de la de propor-
cionalitat exacta, anomenada OP en la figura, la
qual té pendent n/w i interseca la vertical d’abs-

cissa w; en la quota fraccionaria exacta nw;/w.



O wy w3 wo wy w

Figura 1. Representacié geométrica de la regla de
Jefferson - d’Hondt.

El fet que, en disminuir el divisor ¢, el quoci-
ent w;/q creui un determinat valor enter positiu k
equival a dir que ¢ creua el valor w;/k, (o que la
semirecta OQ), de pendent 1/¢, creua el punt de co-
ordenades (wj, k)). Per tant, ) . [ w;/q] arribara
a valer n quan q hagi creuat els n valors més grans
de la forma w;/kambi=1,2,..., 01 k=1,2,...,



o millor dit, just quan arribi a I'n-ésim d’aquests
valors (comptats amb la seva multiplicitat i per-
metent diverses possibilitats en el cas d’empats).
Apareix aixi la formulacié més coneguda de la regla
de Jefferson-d’Hondt: Identifiquin-se els n quoci-

ents més grans de la taula

w1/1 w2/1 wg/l wz/l
w1/2  we/2 ws/2 ... w2
w1/3 w2/3 w3/3 wi/3
wl/k wz/k wg/k ’LUi/k

(9)
i prengui’s com a n; el maxim dels denominadors k

que acompanyen w; en aquest conjunt de quocients.

Aixi, en 'exemple 1.3 obtenim la taula segiient,

on hem indicat en negreta els 10 valors més grans,



que donen el repartiment (5, 3,2,0):

4560 3010 1660 770
=4560 —— =3010 —— =1660 — = 770
1 1 1
1560 e SO0 oo le60 770
2 2 2 2
4560 3010 1660 770
5= 1520 - =1008.3 ——= 5333 -
3 :
(10)
4560 3010 56
_ _gspp 1660 770
4 4 4
4560
~ 012 3010 1660 770
5 5 5
4560 3010 1660 770

Noti’s que si hi hagués més escons a repartir, el se-
glient correspondria a la candidatura que ha rebut
770 vots. I el subseqiient aniria a parar novament
a la de 4560 vots.

Aixo porta a la segiient formulacié recursiva:
Per a n = 0, no hi ha altra possibilitat que n; =0
per a tota i. Els repartiments de m = n+ 1 escons
s’obtenen a partir dels de n escons procedint de la



manera segiient:

m; =

n; + 1, per a una i que maximitzi w;/(n; + 1);
N, per a qualsevol altra 1.

(11)
Si el quocient w;/(n; + 1) és maximitzat per més
d’una ¢, llavors cadascuna d’elles déna un reparti-
ment admissible.

De la caracteritzacio de [ -] per les desigual-
tats (7) se’'n dedueix que la igualtat n; = |w;/q/|
equival a les desigualtats w;/n; > q > w;/(n; + 1).
Donat que aix6 és valid per a cada 7, es compleix

doncs la segiient desigualtat:

. Wi
min — > max

. 12

Reciprocament, si es compleix aquesta desigual-
tat, llavors qualsevol nombre real ¢ situat entre-
mig dels dos membres de (12) resulta en la igual-

tat n; = ||w;/q]]. Aixi doncs, la desigualtat (12)



—junt amb la condici6é que les n; sumin n— cons-
titueix una caracteritzacié equivalent del reparti-

ment de Jefferson - d’'Hondt.

Una altra manera de mirar-s’ho és la segiient:
Els repartiments de Jefferson - d’Hondt maximitzen
la quantitat

miin — (13)

n;

amb la restriccié ), n; = n. Per quedar conven-
cuts d’aquesta afirmacio, es pot raonar de la ma-
nera segiient: Suposem que n és un repartiment de
Jefferson - d’Hondt i que n’ és un altre repartiment
diferent que també totalitza n escons. Inevitable-
ment es tindra n; > n;+1 per a alguna j. Per tant,
se'n dedueix que

w; w;

max >
i n;+1

(14)

Wy . Wi
> 2> min =,
nj—l—l n; i i

que combinat amb (12) demostra I’esmentat carac-

ter maximitzador del repartiment n.



La implicaci6 inversa és valida en abséncia
d’empats: Si m maximitza la quantitat (13), i el
minim que apareix en aquesta expressio el realitza
una sola 4, llavors n és un repartiment de Jefferson -
d’Hondt. En efecte, segons el que hem vist més
amunt, si no fos aixi, s’incompliria (12), és a dir,
existiria alguna j amb w;/(n; + 1) > min;(w;/n;).
Si aquest ultim minim el realitza una sola ¢, llavors
se’n dedueix que la quantitat (13) augmenta estric-
tament si retirem un esco a aquesta ¢ i el donem
a j, en contradiccié amb el caracter maximitzador

de n.

Perod en preséncia d’empats no podem man-
tenir la mateixa afirmaci6. Per exemple, per a
(2000, 1500, 1000) i n = 3 el repartiment

n = (2,0,1) maximitza la quantitat (13) pero

w

no coincideix amb cap dels dos repartiments de
Jefferson-d’Hondt: (1,1,1) i (2,1,0). En efecte,



aquests tres repartiments donen respectivament les

segiients col-leccions de quocients w;/n;:

(2,0,1) — (1000, oo ,1000),
(1,1,1) ~ (2000,1500,1000),
(2,1,0) — (1000,1500, oo ),

de manera que el quocient minim és en els tres
casos igual a 1000. Per tant, a més dels reparti-
ments de Jefferson - d’Hondt, en aquest cas la quan-
titat (13) és maximitzada també per un altre re-

partiment.

Seguint amb aquest exemple, és interessant no-
tar que els dos repartiments de Jefferson-d’Hondt
tenen la virtut de maximitzar no solament el quoci-
ent minim, sin6 també el segon quocient més petit.
D’altra banda, difereixen entre ells en la magni-
tud del tercer quocient més petit (que, havent-hi

3 partits, equival a dir el quocient més gran). En



un d’ells, aquest tercer valor és igual a 2000, mentre
que en laltre és igual a co. Aquestes observacions
condueixen al segiient refinament dels resultats de

més amunt:

Un repartiment n de n escons és de Jefferson -
d’Hondt si i només si maximitza la quantitat (13)
i, a més, minimitza el nombre de sectors ¢ que re-

alitzen el minim que apareix a (13).

Per veure que els repartiments de Jefferson -
d’Hondt tenen aquesta propietat només ens manca
obtenir la segona part. Amb aquesta finalitat ens
basarem en el punt de vista de seleccionar els n
quocients més grans de la forma w;/k, on i indexa
els diversos sectors i k recorre els enters positius.
Suposem que ho hem fet aixi i que el darrer quo-
cient seleccionat val €. Sigui g > 1 el nombre de
vegades que hem inclos aquest dltim valor. Aquest

nombre és certament inferior o igual al nombre v



de vegades que el valor £ estd present en tota la
taula. Si és inferior, llavors hi ha diverses maneres
de seleccionar els p ltims quocients, perd inde-
pendentment d’aixd sempre passa que el valor &
apareix exactament u vegades en els quocients se-
leccionats. D’altra banda, com que & és el valor
minim, w;/k = £ implica k = n;. Per tant, també
és cert que el valor £ apareix exactament u vegades
en els quocients w; /n;. En conseqiiéncia, qualsevol
repartiment de n escons on aquests quocients tin-
guin un valor minim igual a £, i incloguin més de
wu vegades el valor £, no pot ser pas un repartiment
de Jefferson - d’Hondt.

Ocupem-nos ara de la implicaci6 inversa. Com
abans, ho demostrarem per reduccié a I’absurd par-
tit del fet que si no fos certa la conclusié llavors
existiria alguna j amb w;/(n; + 1) > min;(w;/n;).

Sigui & el valor de la quantitat (13) i sigui p el nom-



bre de i que realitzen el minim de (13). Com abans,
retirarem un escoé a una d’aquestes ¢ —qualsevol
d’elles anird bé— i el donarem a j. Per a p =1
ja hem vist que el repartiment resultant contradiu
la hipotesi que n maximitza la quantitat (13). Per
a > 1, llavors es contradiu la hipotesi que n mi-
nimitza a més el nombre de i que realitzen el minim
que apareix a (13). En efecte, en transferir dit es-
c6 resten pu — 1 quocients iguals a £ i tots els altres
son estrictament superiors, incloent w;/(n; — 1) i
w;i/(n; +1).

En resum, la regla de Jefferson-d Hondt esta
caracteritzada per cadascuna de les propietats re-

collides en el segiient enunciat:

Teorema 2.1. Siguinw = (wy,...,wy) uns nom-
bres reals positiusi n = (nq,...,ng) uns nombres
enters no negatius restringits a sumar un valor do-

nat n. Les segiients condicions son totes elles equi-



valents:

(a) Euxisteixz un nombre real positiu q tal que
n; = |wi/q| per a totai.

(b) n; és el nombre de vegades que w; figura
com a numerador en els n quocients més grans de
la forma w;/k ambi=1,2,....0 i k=1,2,...

(¢) m s’obté recursivament procedint de la ma-
nera segiient: Per a n = 0 es posa n; = 0 per a
tota i. El pas den an+1 es fa assignant el nou
escd a qualsevol sector i que mazximitzi la quantitat
w;i/(n; +1).

(d) min; w;/n; > max; w;/(n; + 1).

(e) m mazimitza la quantitat min; w;/n;, i a
més, minimitza el nombre de sectors v que realitzen

el minim que apareix en aquesta ultima expressid.

El quocient w;/n; es pot veure com el preu, en
habitants o vots, que li costa cada esco al sector

(territori o partit) i. Des d’aquest punt de vis-



ta, les desviacions respecte a la proporcionalitat no
son més que diferéncies de preu entre els diferents
sectors. La caracteritzacio (e) de la regla de Jeffer-
son - d’Hondt correspon doncs a dir que els sectors
més afavorits siguin el menys afavorits possible, i
que a més, el nombre d’aquests sectors sigui el més

petit possible.

En el cas habitual d’abséncia d’empats entre
els quocients w;/k, aquesta caracteritzacid, que
aleshores es redueix al primer criteri que apa-
reix en ella, va ser posada de relleu el 1901 per
Léon Rouyer [37], i també el 1910 per Maurice
Equer [14, 15]. La caracteritzacié general, valida
en preséncia d’empats, es demostra, sembla que per

primera vegada, a [28: Teor. 3.7].



3 El principi de Droop. Quota suficient
i quota necessaria per a obtenir un

esco

3.1 Considerem el cas extrem n = 1, és a dir,
I’elecci6 d’un sol representant comu per a tot-
hom. En aquest cas, la regla de d’Hondt certa-
ment atorga aquesta mena d’escé tnic al partit
més votat, diguem-ne ¢. Tanmateix, pot donar-
se el cas que, entre els electors que han repartit els
seus vots entre les altres opcions, n’hi hagi molts
que se sentin totalment contraris a aquest par-
tit ¢ més votat, i que aquests electors superin en
nombre als que han donat el seu vot a dit par-
tit i. Es l'anomenada paradoxa de Borda [26].
Ara bé, aquesta possibilitat no existeix pas quan
el partit més votat obté una majoria absoluta, és a

dir, quan w; > w/2. En efecte, aquesta desigualtat



implica w; > w — w;, que assegura que els partida-
ris de ¢ superen al conjunt de possibles detractors
de i. Es per aixd que és tan acceptat el principi
de la majoria: St w; > w/2, llavors el carrec de

representant Uunic correspon a 1.

Quan en lloc d’un sol escd n’estem assignant n,
llavors aquest principi es generalitza de la manera
segiient: Si w; > w/(n + 1), llavors la candidatura
i ha de rebre almenys un esc6. O més generalment:
Siw; > kjw/(n+ 1) amb k; enter positiu, llavors
la candidatura i mereix almenys k; escons. La rad
de ser d’aquesta afirmacio és que la condicié que
estem posant mai no atorga en total més de n es-
cons —sumant respecte a i es veu de seguida que
la desigualtat ) . k; > n + 1 implicaria w > w—
i que, d’altra banda, w/(n + 1) és el minim valor
amb aquesta propietat —per a ¢ < w/(n + 1) es
pot tenir w; = ¢+¢, amb € > 0, per a n+ 1 partits



7 diferents—.

Aquest principi va ser introduit per 'advocat
anglés Henry Richmond Droop; en el cas particu-
lar k; = 1 el va proposar el 1868 en el context del
vot tnic transferible [12]; el cas k; > 1 apareix
per exemple a [13:p.173]. La quantitat w/(n + 1)
que en ser superada dona dret a un escod es coneix
com a quota de Droop; d’ara endavant nosaltres
la denotarem gp. Una altra manera d’enunciar el
que a partir d’ara en direm principi de Droop
és la segiient: Cada candidatura i ha de rebre al-
menys tants escons com |w;/qp |, el quocient enter
del seu nombre de vots w; per la quota de Droop
qp = w/(n + 1); si el residu d’aquesta divisio és
nul, llavors es permet que la candidatura © rebi un

esco menys.

El compliment d’aquest principi implica, en

particular, la segilient propietat de respecte a la



majoria absoluta: Si w;/w > %, llavors n;/n > %;
quan n és parell, llavors la desigualtat de la hipote-
si no cal que sigui estricta; quan n és senar, llavors

la conclusié es compleix amb desigualtat estricta.

També es pot considerar la implicacié analo-

ga amb les desigualtats oposades, és a dir, que

1
92

es veu que no podem pretendre tenir ambdues

w;/w < 5, impliqui n;/n < % Tanmateix, ja

implicacions alhora, ja que aixd correspondria
a una proporcionalitat exacta que no és possi-
ble amb nombres enters (si més no quan n és

senar).

3.2 La primera de les dues proposicions que se-
gueixen assegura que la regla de Jefferson - d’Hondt
compleix el principi de Droop: Una candidatura
que supera la quota de Droop multiplicada per m
obté almenys m escons. La proposicidé que ve des-

prés va en direcci6é contraria: Si no s’arriba a una



altra quota concreta multiplicada per m, llavors el
nombre d’escons és inferior a m. El primer resultat
esta lligat al nom d’Eduard Hagenbach-Bischoff,
qui laplicava sistematicament tot dividint les da-
des per la quota de Droop i utilitzant el resultat
com a punt de partida del procediment recursiu
d’assignacio d’escons [I18, 19]. Ambdos resultats
van ser obtinguts per d’Hondt en el cas m = 1
[11]. Les demostracions que segueixen no séon meés
que les respectives generalitzacions dels seus argu-

ments.

Proposicio 3.1 (d’'Hondt, 1883; Hagenbach-Bisc-
hoff, 1888).  Siw;/w > m/(n+1), llavors la regla
de Jefferson-d’Hondt dona a la candidatura © al-

menys 1m escons.

Demostracio. Sigui q el divisor de d’Hondt, és a

dir I'n-ésim valor més gran de la forma w;/k amb



j=12 ..., 1 k=1,2,... Sumant les desigual-
tats n; < w;/q respecte a j # i s’obté que
w — Ww;

n—n; < . 15
i< (15)

D’altra banda, de l'acotacié inferior que estem

suposant sobre w; se’n dedueix que w — w; <
w(n—m+1)/(n+1),ésadir

w — W;

<n—-m+1, (16)
qD

on gp denota la quota de Droop w/(n+1). A partir
d’aqui procedirem per reduccié a I’absurd. Supo-
sem que no tinguessim la desigualtat n; > m, sind
la desigualtat contraria n; < m — 1. Combinant-la
amb (15) i (16) s’obté que ¢ < ¢p. Usant nova-
ment la hipotesi d’acotacié inferior de w;, veiem
doncs que tindriem ¢ < w/(n+ 1) < w;/m. Perod
q és el divisor de d’Hondt, que sabem que com-
pleix ¢ > w;/(n; + 1). Per tant, se'n dedueix que
n; +1>m, és a dir n; > m. O



Proposiciéo 3.2 (d’Hondt, 1883). Si w;/w <
m/(n+ ¢ — 1), on { denota el nombre de candi-
datures, llavors el nombre d’escons que la regla de
Jefferson - d’Hondt dona a la candidatura i és infe-

0T @ M.

Demostracié. Demostrarem la implicacié contrare-
ciproca: Si n; > m llavors w;/w > m/(n+ € —1).
Sigui ¢ el divisor de d’Hondt, és a dir I'n-ésim va-
lor més gran de la forma w;/k amb k = 1,2,....
Sumant les desigualtats w;/q < nj + 1 respecte a
Jj #isobté que (w—w;)/qg < n—ni+0—1<
n—m+£—1. D’altra banda, la hipotesi que n; > m
implica que w; > n;q > mgq. Combinant a través
de ¢ les dues desigualtats obtingudes, resulta que
(w—w;)/(n—m+£—1) <w;/m, d’on en surt que
wi/w>m/f(n+£—1). O



3.3 Posant m = 1, la Proposicié 3.1 ens diu que
la regla de Jefferson-d’Hondt exclou automatica-
ment del repartiment qualsevol candidatura que no
obtingui almenys w/(n+£¢—1) vots. Tot i aixi, mol-
tes institucions que utilitzen aquesta regla especifi-
quen directament un (altre) llindar concret que cal

superar per tal d’optar a algun escé.

Per exemple, la llei electoral espanyola reque-
reix un minim del 3% (Llei Organica 5/1985
de Regim Electoral General, art. 163). En la
practica de les Eleccions Generals Espanyoles,
aquest llindar addicional no és gaire més res-
trictiu que el llindar automatic que acabem de
veure. De fet, només és rellevant en circums-
cripcions grans, com ara Madrid i Barcelona,
que en les darreres eleccions tenien respectiva-
ment n =36, £ =17, 1/(n+ £ —1) = 1.9% i
n=31,0=12,1/(n+{—1) = 2.4%. De tota

manera, fins ara aquest llindar addicional no ha



tingut mai cap efecte en les Eleccions Generals
Espanyoles.

No es pot dir el mateix de les Eleccions al
Parlament de Catalunya, on el llindar del 3%
actua de tant en tant en la circumscripcié de

Barcelona, que disposa de n = 85 escons.

4 Alternatives

4.1 A diferéncia de la regla de restes majors, la
de Jefferson - d’Hondt pot resultar en quotes n; que
s’apartin en més d’una unitat respecte a la propor-
cionalitat exacta. A primera vista, aquest fet és
indesitjable. Tanmateix, no és gens contrari a la
proporcionalitat: Si una quota petita pot desviar-
se de la proporcionalitat exacta en prop d’una uni-
tat, aleshores una quota gran se n’ha de poder des-
viar encara més.

Un altre problema, més greu, de la regla de Jef-



ferson - d’Hondt és que tendeix a afavorir els sectors
grans a costa dels petits.

Aquests fets, que estudiarem amb més deteni-
ment a la secci6 §7, van donar arguments als de-
fensors de la regla de les restes majors, a la vegada

que van motivar la recerca d’altres métodes.

Aixi, el 1832 l'ex-president estatunidenc John
Quincy Adams va proposar la regla segiient
[2:p.26-28]: Ajustar el valor del divisor g de ma-
nera que les quotes resultants arrodonides per ex-
cés sumin exactament n. Si no s’hi afegeix cap
condicié6 de minim, aquesta regla implica que ca-
da sector rep almenys un escé; 1’'inica possibilitat
que no fos aixi seria que el seu pes fos exactament
zero. Aquesta manera de fer és for¢a indicada per
al repartiment territorial, que era el problema que

considerava Adams.

Arran de la proposta d’Adams, Daniel Webs-



ter, que presidia una comissi6 del senat nord-
america dedicada al problema del repartiment ter-
ritorial, va introduir una altra possibilitat
[2:p.30-33]: Ajustar el valor del divisor q de ma-
nera que les quotes resultants arrodonides a ’enter
més proper sumin eractament n. Aquesta regla
era equivalent a la que el 1910 proposaria André
Sainte Lagué en el context del repartiment entre

partits |39, 40].

4.2 Les regles de Jefferson-d’Hondt, Adams,
Webster - Sainte Lagué, i altres dues que van ser
proposades respectivament per James Dean, el
1832 [2:p.29-30], i per Joseph A. Hill, el 1911
[2:p.47-49], son totes elles casos particulars dels
anomenats meétodes de divisor, o de llindars (o
de ‘divisors’).

Aquests métodes consisteixen tots ells en el se-



glient: Ajustar el valor del divisor q de manera
que les quotes resultants w;/q, després de ser ar-
rodonides segons s’especifica a continuacio, sumin
exactament n. L’arrodoniment [[z] d’una quota z
es fa per excés o per defecte segons que z superi o
no un determinat llindar s(k) que s’especifica entre
cada dos enters consecutius k — 1, k. Es a dir,
E—1, sik—1<z<s(k);

[=] = (17)
k, sis(k) <z<k.

Equivalentment, [[z] és un enter k tal que
s(k) <z <s(k+1). (18)

Quan z = s(k), llavors [[z] admet tant el valor k
com k — 1. Tot i que també sén coneguts com
a ‘divisors’, nosaltres ens referirem als nombres
s(k) (k = 1,2...) com a llindars d’arrodoni-
ment. En el que segueix suposarem que com-

pleixen o bé k — 1 < s(k) < k per a tota k, o



bé k —1 < s(k) < k per a tota k; aquesta con-
dici6 garanteix que si les quotes exactes sén to-
tes enteres llavors coincideixen amb les arrodonides
[42: Thm. 2].
Seguint altres autors, numerem els llindars d’ar-
rodoniment des de 1, i no des de 0, com fan
Balinski i Young [2]. La correspondéncia entre

ambdues notacions és s(k) = d(k — 1) per a tot
enter k£ > 1.

Les cinc regles dalt esmentades corresponen res-
pectivament a les segiients eleccions dels llindars:
Jefferson-d’Hondt: s(k) = k, el llindar maxim;
Adams: s(k) = k — 1, el llindar minim; Webster -
Sainte Lagué: s(k) = k — 3, la mitjana aritmética
de kik—1; Dean: s(k) = k(k—1)/(k—3), la mitja-
na harmonica de ki k—1; Hill: s(k) = /k(k — 1),

la mitjana geométrica de ki k — 1.

Qualsevol métode de divisor admet una repre-



sentacié geomeétrica similar a la de la figura 1. L'a-
nic canvi a fer és que els punts que cal vigilar si
queden o no a sota de la semirecta de pendent
ajustable son els de coordenades (w;,s(k)) amb
k=1,2,... i1=1,2,...,£. Com a §2, es tracta
d’ajustar el pendent de manera que la semirecta
deixi a sota seu exactament n d’aquest punts. En
el cas particular de Jefferson-d’Hondt el pendent
en qiiestio és superior o igual a n/w, el pendent de
la proporcionalitat perfecta, i en el cas d’Adams és
inferior o igual a aquest valor, perd en general pot

ser tant superior com inferior.

Quan s(1) = 0, com passa amb els métodes
d’Adams, Dean i Hill, llavors z > 0 implica [[z]] > 1,
de manera que la condicié ), [w;/q] = n no es pot
satisfer si hi ha més de n sectors amb w; > 0. En
aquest cas és raonable convenir que obté un escod

cadascun dels n sectors més grans. Aixo correspon



a admetre valors infinits de diversos graus per a q.
En relacié amb aixo, en el que segueix convindrem
en considerar u/0 > v/0 sempre que es tingui u >

v >0 (iu/0> v per a qualssevol u,v > 0).

Amb aquests convenis val, amb una demostra-
ci6 totalment analoga, la segiient generalitzaci6 del
Teorema 2.1, on hem afegit un apartat (f) que s’ob-

té de manera molt analoga a (e).

Teorema 4.1. Siguinw = (wy, ..., wy) uns nom-
bres reals positiusi n = (ny,...,ng) uns nombres
enters no negatius restringits a sumar un valor do-
nat n. Les segiients condicions son totes elles equi-
valents:

(a) Euxisteix un nombre real positiu q tal que
n; = [w;/q] per a tota i.

(b) n; és el nombre de vegades que w; figura
com a numerador en els n quocients més grans de
la forma w;/s(k) ambi=1,2,....0 i k=1,2,...



(¢) m s’obté recursivament procedint de la ma-
nera segiient: Per a n = 0 es posa n; = 0 per a
tota i. El pas den a n+ 1 es fa assignant el nou
esco a qualsevol sector v que mazximitzi la quantitat
w;i/s(n; +1).

(d) min; w;/s(n;) > max; w;/s(n; + 1).

(e) m maximitza la quantitat min; w;/s(n;), i
a més, minimitza el nombre de sectors v que realit-
zen el minim que apareir en aquesta ultima expres-
810.

(f) m minimitza la quantitat max; w;/s(n; +
1), i a més, minimitza el nombre de sectors i que

realitzen el maxim que apareir en aquesta iltima

eTpressio.

Tal com comentavem a continuacié del Teore-
ma 2.1, Papartat (e) mostra que la regla de Jeffer-
son-d'Hondt (s(k) = k) aconsegueix que els sec-

tors més afavorits siguin el menys afavorits possible



(i que el seu nombre sigui el més petit possible). Al
seu torn, 'apartat (f) mostra que la regla d’Adams
(s(k) = k — 1) aconsegueix la condici6 dual que
els sectors menys afavorits siguin el més afavorits

possible (i que el seu nombre sigui el més petit pos-
sible).

4.3 Les regles que prenen s(1) = 0, com les d’A-
dams, Dean i Hill, donen un esc6 a i sempre que
es tingui w; > 0 i hi hagi prou escons. Segons
hem convingut més amunt, si el nombre de sectors
1 amb w; > 0 és superior al nombre d’escons, ales-
hores reben un esco, i només un, els n sectors amb
pesos w; més grans.

Aquestes regles poden ser adients en el context
del repartiment territorial, perd no en el context del
repartiment entre partits, on sén relativament fre-
qiients els partits molt minoritaris. Aquests rebrien

un esco a canvi de molts pocs vots, en tremenda



desproporci6 respecte als partits més nombrosos.

La regla de Webster - Sainte Lagué, o dels llin-
dars aritmeétics s(k) = k— 5, no té pas aquest defec-
te. Com amb la regla de Jefferson-d Hondt, aqui
no es pot obtenir un esco si no es reuneix un de-
terminat nombre de vots. Més concretament, uns
arguments ben bé analegs als de § 3.2 condueixen al
seglient resultat, que es pot trobar en el treball de

Ladislaus von Bortkiewicz [5] (vegi’s també [25]):

Proposicié 4.2 (Bortkiewicz, 1920). La regla de
Webster - Sainte Lagué té les segiients propietats,
on ¢ denota el nombre de candidatures:

(a) Siw;/w> (m—3)/(n—3L+1), lavors la
candidatura i obté almenys m escons.

(b) Siwi/w < (m—1)/(n+10-1), lavors la

candidatura © no arriba a obtenir m escons.



5 Minimitzar la desigualtat

5.1 La proporcionalitat perfecta consisteix en
que els quocients w; /n; siguin tots ells exactament
iguals, i per tant iguals a w/n. Si no es pot asso-
lir, tal com passa tot sovint degut a que els n; es-
tan restringits a ser enters, llavors és natural fixar-
se com a objectiu que aquests quocients siguin el

“més iguals” possible.

Tanmateix, aixo admet diverses interpretaci-

ons.

Entre altres coses, no és el mateix buscar la
igualtat dels quocients w;/n; que la dels seus in-
versos n; /w;. Per exemple, no costa gaire de com-
provar que per a w = (630,230,140) i n = 10 el
repartiment (6, 2, 2) és millor que (7,2, 1) en termes
de la diferéncia maxima entre els quocients w;/n;,

perod el segon és millor que el primer en termes del



mateix criteri aplicat als quocients n; /w;.

Davant d’aix0, s’imposa de reflexionar sobre
el significat dels dos tipus de quocients per veu-
re quins son els que realment interessa fer el més
iguals possible. Clarament, el quocient w;/n; ens
diu quants electors corresponen a cada escod del
partit i, i el quocient invers n;/w; ens diu quants
escons —usualment una fraccié molt inferior a la
unitat— corresponen a cada elector d’aquest par-
tit. Podem dir, doncs, que el primer quocient me-
sura la carrega o responsabilitat de representacid
de cada diputat del partit ¢, mentre que el segon
mesura la quantitat de representacié o influéncia
en el parlament de cada elector d’aquest partit.
D’aquests dos conceptes, sembla bastant clar que
el que més mereix vetllar per la maxima igualtat
possible és el segon: la representacié o influéncia

dels diversos electors en el parlament. Després de



tot, son els diputats qui han d’estar al servei dels
electors i no a l'inrevés. Per tant, els quocients
que ens interessa que siguin el més iguals possible
son n; /w;.
Dit aixo, I'objectiu de minimitzar la desigualtat
dels quocients w; /n; pot ser pertinent en altres
contextos on el tractament equitatiu dels elegits
sigui preferible al de tota la poblaci6. Aquest
podria ser el cas del problema de repartiment de

contingents militars que hem esmentat a §1.6.

5.2 Segons ja hem vist, les regles de Jefferson-
d’Hondt i d’Adams compleixen sengles criteris pro-
pers a aquest punt de vista. Concretament, la re-
gla de Jefferson - d’Hondt minimitza el maxim dels
quocients n; /w; mentre que la d’Adams en maxi-
mitza el minim. A diferéncia del que hem vingut
fent fins ara, aqui no ens expressem en termes del

quocient w;/n;, sin6 del seu invers n; /w;. Aquest



altim mesura la quantitat de representacié que ob-
té cadascun dels electors que han votat el partit .
Aixi doncs, la regla de Jefferson - d’Hondt minimit-
za la representacié dels electors més representats,
mentre que la d’Adams maximitza la representacio

dels menys representats.

Tanmateix, cap d’aquests dos criteris és ben bé
el mateix que minimitzar les diferéncies de repre-
sentacidé entre electors. En aquest sentit es trac-
taria, en tot cas, de minimitzar la diferéncia entre
la representacié maxima i la minima, és a dir la
quantitat max; j [n;/w; —nj/w;| = (max; n;/w;) —
(min; n;/w;). Aquest criteri va ser proposat el
1910 per Maurice Equer [14]|. L’algorisme recur-
siu que proposa aquest autor no assoleix sempre
I’objectiu desitjat, perd sempre és possible resoldre
el problema mitjancant algorismes més exhaustius.

De tota manera, aquest criteri té I'inconvenient que



facilment déna lloc a molts repartiments diferents.
Aix0 es deu a que només es preocupa de la diferén-

cia més gran i no gens de les altres.

5.3 Aquest problema que en podriem dir de man-
ca de resoluci6é desapareix amb un altre criteri que
va ser proposat el mateix any 1910 per André Sain-
te Lagué [39, 40|. La seva proposta consisteix en
minimitzar la suma dels quadrats de les diferénci-
es entre la quantitat de representacié que obté ca-
da elector i la que obtindria si la proporcionalitat
fos perfecta. La representaciéo que obté un elector
que ha votat el partit i és el quocient n;/w; del
nombre d’escons que rep aquest partit pel nombre
d’electors que I'han votat. Si la proporcionalitat
fos perfecta, tots aquests quocients serien iguals, i
valdrien per tant n/w. Tenint en compte que el

partit 7 ha estat votat per w; electors, la proposta



de Sainte Lagué consisteix doncs en trobar el re-

partiment n que minimitza la segiient quantitat:

Y= w (Z}Z—Z)Q (19)

En terminologia estadistica,

les quantitats n/w i v/w no son

altra cosa que la mitjana i varian-
A. Sainte-Lagué g de les representacions dels elec-
188271950 tors, és a dir dels nombres n; /w;
repetits cadascun d’ells amb la freqiiéncia w;. Uns
calculs prou elementals mostren que v es pot rees-

criure de les dues maneres segiients:

1 n; n; 2 Z nf n?
= — wiw; [ — — — = — | =

i 2w 7 I\ w; wj — W w
(20)

1
La primera d’aquestes expressions alternatives

mostra que -y es pot veure també com la suma dels



quadrats de les diferéncies de representacié entre
totes les parelles possibles d’electors.

Donat que n i w estan fixades, la darrera ex-
pressi6 mostra que el nucli del problema és mi-
nimitzar la suma Y, n?/w;. Ara bé¢, com que
k2 =1+3+5+---+ (2k — 1), la suma precedent
equival a considerar la taula segilient i sumar-ne els
primers n; termes de la primera columna més els
primers no de la segona, els primers ng de la terce-

ra, etcetera:

1/11}1 1/'[1/2 1/11)3 1/'[U7j
3/wq 3/wa 3/ws 3/w;
5/wq 5/ws 5/ws 5/w;
2k —1)/wy 2k —1)/wz (2k—1)/ws ... (2k—1)/w; ...

2k +1)/w1 (2k+1)/we (k+1)/wg ... 2k+1)/w; ...

(21)
Com que els termes de cada columna creixen a mi-

da que ens desplacem cap avall, la suma que estem



considerant sera minima —sota la restriccié que els
n; sumin n— quan prenguem els n termes més pe-
tits de la taula. Aixi doncs, el problema es redueix
a seleccionar els n quocients més petits de la forma
(2k +1)/w; amb i =1,2,...,0 1 k =0,1,2,...,
que obviament equival a seleccionar els n quocients
més grans de la forma w;/(k + 3). Tenim, doncs,
el segiient resultat, que també va ser obtingut in-
dependentment, amb la mateixa demostracio, per
Frederick William Owens el 1921 [29]:

Teorema 5.1 (Sainte Lagué, 1910; Owens, 1921).
El criteri de minimitzar la suma dels quadrats de
les diferéncies de representacid entre els electors

equival al métode dels llindars aritmeétics s(k) =

Y

Si en lloc de minimitzar la desigualtat entre
electors penséssim en minimitzar la desigual-

tat entre diputats, aleshores correspondria mi-



nimitzar la quantitat ), n; ((w;/n;) — (w/n))?.
Sainte Lagué demostra que aixd correspon al
métode dels llindars geomeétrics
s(k) = Vk(k—1).

D’altra banda, Sainte Lagué recull també
un altre argument, que atribueix a Louis Zivy,
que mostra que la regla de les restes majors
correspon a minimitzar la suma de quadrats
> (i — (nw; /w))?. Aqui la diferéncia que s’e-
leva al quadrat compara el nombre d’escons que
rep el partit ¢ amb el nombre (fraccionari) que
li correspondria en el suposit de proporciona-
litat perfecta. Pero aquest objectiu de tracta-
ment equitatiu dels partits no és pertinent des
del moment que pot entrar en conflicte amb el
principi molt més evident de tractament equita-
tiu dels electors. Tal com observa Sainte Lagué,
un partit que compta amb molt pocs electors
no ha de rebre pas el mateix tractament que un
altre que compta amb molts electors.

Aquests resultats van ser obtinguts també



per Owens.

5.4 En el context del repartiment territorial, el
1911 Joseph A. Hill va introduir un altre punt de
vista molt remarcable [2:p.47-49]. En lloc de mi-
nimitzar una combinacié de totes les diferéncies per
parelles, Hill va proposar de minimitzar per sepa-
rat cadascuna d’elles (en valor absolut) respecte a
transferéncies d’escons d’un partit a l'altre. El que
és remarcable és simplement que aixd sigui pos-
sible, ja que en general els problemes matematics
d’optimitzacié només permeten optimitzar un sol
objectiu.

Més concretament, les diferéncies que Hill pro-
posa de minimitzar comparen els valors dels quo-
cients w;/n;, 1 son, a més, diferéncies relatives,
és a dir, dividides per la magnitud del més pe-

tit d’aquests quocients. Es tracta, doncs, de les



quantitats |(w;/n;) — (w;/n;)|/ min(w;/n;, wj/n;).
El 1921 Edward V. Huntington va demostrar que
aquesta optimitzacié de multiples objectius és re-
alment possible i que la realitza el métode dels 1lin-
dars geométrics s(k) = \/k(k — 1) [22, 23].

Pero, segons hem argumentat a §5.1, els quo-
cients que ens interessa que siguin el més iguals
possible no son els de la forma w;/n;, sind els
seus inversos mn;/w;. A aquest respecte, dos anys
abans que Huntington, Bortkiewicz havia observat
ja que el métode dels llindars aritmétics de Webs-
ter - Sainte Lagué té també una propietat del tipus

de Hill per a aquests quocients [4, 5]:

Teorema 5.2 (Bortkiewicz, 1919). El meétode dels
llindars aritmetics s(k) =k — 3 es caracteritza pel
fet de minimitzar totes i cadascuna de les diferén-
cies |(ni/w;) — (nj/w;)| respecte a transferéncies

d’escons entre i i j.



Demostracid. Suposem que n;/w; > nj/w;. Cer-
tament, aixo implica la desigualtat (n; + 1)/w; >
(nj — 1)/wj;. Per tant, la diferéncia (n;/w;) —
(nj/wj) sera minima respecte a transferéncies d’es-
cons entre ¢ i j si i només si

ntl_nmizlm oy (22)

wj W; ws ’LUj

D’altra banda, es comprova facilment que aquesta
desigualtat equival a la seglient:
w; wy

1 = 1

(23)

Per completar la demostracié només cal notar que,
segons 'apartat (d) del Teorema 4.1, la validesa
d’aquesta desigualtat per a qualssevol ¢ i j carac-

teritza la regla de Webster - Sainte Lagué. 0

Un raonament analeg mostra que si busquem
una propietat d’aquest tipus per a les diferén-
cies |(w;/n;) — (wj/n;)| ens trobem amb el mé-
tode dels llindars harmonics de Dean [22, 23].



Les regles de Jefferson-d’Hondt i d’Adams
també tenen sengles propietats d’aquest tipus
[23:p.100-103]. Aquestes propietats es refereixen
a les diferéncies &;; i 1;; definides respectivament
per

&; = max (nzwj —nj, n]ZZ — nz> . (24)

n;j = max (nZ - an));, n; — nl::) . (25)
Teorema 5.3 (Huntington, 1928). La regla de Jef-
ferson - d’Hondt minimitza totes i cadascuna de les
diferencies &;; respecte a transferéencies d’escons

entre i 1 j. La regla d’Adams té la propietat and-

loga per a les diferéncies n;;.

6 La qiiesti6 de la monotonia

El 1871 i 1881, amb bastant més de resso en aques-

ta segona data, es va descobrir que la regla de les



restes majors tenia un comportament gens desitja-
ble: Sense variar les poblacions o nombres de vots
w, un augment de n, el nombre d’escons a repartir,
pot resultar en una disminucié del nombre d’escons
que rep un determinat territori o partit! Aquest
fet es coneix com a paradoxa d’Alabama, per
I'estat que resultava perjudicat en un determinat

escenari d’aquest tipus.

Aquesta paradoxa no es pot donar mai amb un
métode de llindars. Aixo és obvi des del moment
que aquests métodes tenen una formulacié recur-
siva que en cada pas afegeix un esc6 a algun dels

territoris o partits.

Una altra paradoxa que tampoc afecta als mé-
todes de llindars pero si a la de restes majors és
I’anomenada paradoxa de la poblaci6é: En va-
riar les poblacions pot passar que w;/w; augmenti

i en canvi n;/n; disminueixi!



Segons van demostrar vers 1980 Michel L. Ba-
linski i H. Peyton Young, els métodes de llindars
son els tnics que disfruten d’una certa propietat
de monotonia que evita aquestes i altres paradoxes

afins [2: Thm. 4.3].

7 Magnitud i signe de les desviacions

respecte a la proporcionalitat

7.1 Segons el que hem vist a § 2, la regla de Jeffer-
son - d’Hondt té la propietat que n; supera o igua-
la sempre la quota fraccionaria arrodonida per de-
fecte, és a dir el valor |nw;/w]|. Tanmateix, pot
passar perfectament que n; superi aquest ultim va-
lor en més d'una unitat (a diferéncia de la regla
de restes majors). Per exemple, en les Eleccions
al Parlament de Catalunya de 2010, i més con-

cretament en la circumscripcié de Barcelona, que



comptava amb n = 85 escons, el partit més vo-
tat va obtenir el 37.97% dels vots valids no buits,
de manera que la seva quota fraccionaria era de
nw;/w = 85 x 0.3797 = 32.27 escons; tot 1 aixi,
la regla de Jefferson-d’Hondt 1i va atorgar 35 es-

cons!

Tot i que s’han proposat variacions de la regla
de Jefferson - d’Hondt que eliminen tals desviacions
[2: App. A, § 7], aquest fenomen no deixa de ser bas-
tant raonable des del punt de vista de la proporci-
onalitat: Si un partit petit pot haver de desviar-se
respecte la seva quota fraccionaria en prop d’una
unitat, llavors hem d’admetre que un partit gran
se’n desvil més. La representacié grafica de la fi-
gura 1 ajuda bastant a convéncer-se d’aquesta afir-
macio.

Amb la regla d’Adams passa un fenomen simi-

lar pero en laltra direccié: n; queda sempre per



sota o igual a la quota fraccionaria arrodonida per
excés, és a dir el valor [nw;/w], pero la desviacio
respecte aquest valor pot ser superior a una unitat.

Amb la regla de Webster - Sainte Lagué també
es poden donar desviacions ¢; = n; — nw;/w de
magnitud superior a la unitat. Tanmateix, aixo
passa menys sovint que amb les altres regles de di-
visors [2:§10]. D’altra banda, el repartiment de
Webster - Sainte Lagué té la propietat que la trans-
feréncia d’un esc6 de ¢ a j mai no disminueix a la
vegada les magnituds de les dues desviacions |d;| i
;1.

En efecte, I'inica manera en qué tal transferén-
cia podria disminuir a la vegada ambdues desvia-

cions seria la segiient:

nw;/w — (n; —1) < n; —nw;/w, (26)

(nj+1) —nw;j/w < nw;/w —n;. (27)



Pero aixo es pot reescriure aixi:

n; — nw;/w > %, nw;j/w —n; > %a (28)
o també
Wy

1
nj+3

> (29)

w W;
n " op— 1
que és incompatible amb la regla de Webster -
Sainte Lagué (Teorema 4.1, apartat (d), amb s(k) =
ko).

Menys obvi és el fet que la regla de Webster -
Sainte Lagué és I'inica regla de llindars amb aques-
ta propietat [2:Thm.6.2]. I també és interessant
remarcar que aquesta propietat era realment el que

perseguia Daniel Webster el 1832 [2:p.31].

Segons com es miri, pero, el problema no radica
tant en la magnitud de les desviacions §; = n; —
nw;/w com en el seu signe, que és 'aspecte que

considerem en els segiients paragrafs.



7.2 Tant en el context del repartiment territorial
com en el del repartiment entre partits es va veure
de seguida que la regla de Jefferson - d’Hondt tenia
tendéncia a afavorir els sectors (territoris o partits)
més grans. Més concretament, passa que les des-
viacions §; tendeixen a ser positives per als sectors
grans i negatives per als petits. Aquest fenomen es

coneix com a biaix a favor dels sectors més grans.

L’algorisme grafic de la figura 1 ajuda a en-
tendre una mica qué estd passant: Quan la semi-
recta OQ va augmentant el seu pendent en busca
de punts (w;, k) que completin el nombre prefixat
d’escons, aquests punts poden correspondre tant a
valors grans com a valors petits de w;, pero és més
freqlient el primer cas que el segon. El resultat és
que els sectors grans tenen més probabilitat que els
petits d’augmentar la seva representacio respecte a

la quota de proporcionalitat exacta, alhora que els



petits tenen una major probabilitat de quedar-se
per sota.

Amb la regla d’Adams passa a l'inrevés. Aqui
la semirecta OQ no puja sind que baixa respecte
a la de proporcionalitat exacta. A conseqiiéncia
d’aix0, les desviacions tendeixen a ser positives per
als sectors petits i negatives per als grans.

En canvi, la regla de Webster - Sainte Lagué es
comporta de manera bastant neutra. Aixo es deu a
que en aquest cas la semirecta O@) pot quedar tant
per sobre com per sota de la de proporcionalitat

exacta.

7.3 Les figures 2 i 3 il-lustren aquests fets amb
dades reals. Han estat elaborades amb les dades
de les Eleccions al Parlament de Catalunya,' des
de 1980 fins a 2012, en les seves quatre circums-

cripcions.
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Els punts es corresponen amb totes les candida-
tures que s’han presentat en aquestes diverses elec-
cions i circumscripcions. Cada punt té com a abs-
cissa la fraccié w;/w de vots obtinguts per la can-
didatura. L’ordenada és la desviaci6 del nombre
d’escons respecte a la quota fraccionaria de propor-
cionalitat exacta, és a dir, el valor §; = n; —nw; /w.
La figura 2 mostra aixo per als resultats que s’obte-
nen en aplicar la regla de Jefferson - d’Hondt (sense
el llindar legal del 3%) i la figura 3 mostra el que
s’obté amb la regla de Webster - Sainte Lagué.

Com es pot veure, amb la regla de Jefferson -
d’Hondt les desviacions positives estan més concen-
trades en els partits grans i les negatives en els pe-
tits (els resultats oficials encara tenen més aquesta
tendéncia degut al llindar legal del 3%, que ha ac-
tuat diverses vegades a la circumscripcié de Barce-

lona). En canvi, la regla de Webster - Sainte Lagué



és bastant més neutra.

Els punts (z,y) = (w;/w, n; —nw;/w) se situ-
en tots ells sobre les rectes y = k — nx amb
k =0,1,...n. Aix0 explica les acumulacions
en linia recta que s’observen en aquestes grafi-

ques.

7.4 El 1918 Georg Polya va analitzar el biaix de
diferents regles de repartiment mitjancant les ei-
nes de la teoria de probabilitats [31, 33]. Consi-
derant 3 partits i suposant que totes les particions
w = (wy,ws,ws) so6n equiprobables, Polya va cal-
cular el valor mitja de la desviacié J; per al partit
7 més gran, el mitja i el més petit. En el cas de la
regla de Jefferson- d’Hondt va obtenir que aquests
tres valors s’acosten a 5/12,—1/12,—4/12 a mida
que creix n. Es a dir, que en promig el partit més
gran tendeix a ser afavorit en 5/12 = 0.417 es-

cons respecte a la quota de proporcionalitat exac-



ta, mentre que el partit més petit tendeix a ser
perjudicat en 4/12 = 0.333 escons i el mitja en
1/12 = 0.083 escons. En canvi, tant la regla de
Webster - Sainte Lagué com la de les restes majors
tenen la propietat que els valors mitjans de les des-
viacions s’acosten tots ells a zero.

En el cas de 2 partits, les regles de Jeffer-
son-d’Hondt i de les restes majors ja havien estat
examinades des d’un punt de vista similar —molt
breument— per Henri Poincaré [30].

Els calculs de Poélya han estat reproduits i es-
tesos en diverses direccions en el treball [41], que
també mostra una clara concordancia dels resultats

amb les dades empiriques.

7.5 En principi, el caracter no esbiaixat de la re-
gla de Webster - Sainte Lagué es refereix al limit
n — oo. Per a valors petits de n les desviacions

es mantenen petites, perd, com veurem més avall,



poden acumular-se en valors més importants quan

hi ha moltes circumscripcions.

També és de notar que la regla de Webster -
Sainte Lagué adquireix un biaix a favor dels par-
tits grans quan s’hi afegeix un llindar d’exclusio
superior al seu llindar automatic. Segons hem vist
a l'apartat (b) de la Prop. 4.2, aquest ultim val
1/(2n+£¢—2), que és inferior al valor 1/(n+¢—1) del
llindar automatic de la regla de Jefferson-d’Hondt
(Prop. 3.2).

En particular, i en contrast amb el que hem
observat a §3.3 en referéncia a la regla de Jef-
ferson-d’Hondt, el llindar del 3% que posa la
llei electoral espanyola si que actuaria tot sovint

en les Eleccions Generals Espanyoles si aquestes

usessin la regla de Webster - Sainte Lagué.

També adquireixen un biaix a favor dels par-

tits grans les versions modificades de la regla de



Webster - Sainte Lagué que substitueixen el valor
s(1) = 1/2 per un valor superior, com ara el va-
lor s(1) = 7/10 que va adoptar Suécia en 'any

1952 i que han imitat altres paisos.

De fet, sembla que aquesta modificacié es va in-
troduir realment amb la intenci6é de seguir afa-
vorint els partits grans a costa dels petits, tal
com ja feia la regla de Jefferson - d’Hondt usada
fins llavors [24:§ C.2.4].

El biaix de les diferents regles de repartiment
és estudiat també des d’un altre punt de vista a
[2:§A.5], on es demostra que la regla de Webster -
Sainte Lagué és, en un sentit concret que no deta-
llem aqui, 1'dnic métode de llindars no esbiaixat
[2: Prop. 5.2].

7.6 La tendéncia de la regla de Jefferson - d’Hondt

a afavorir els partits grans s’amplifica quan hi ha



moltes circumscripcions.

Aix0 es deu a que les desviacions segueixen sent
prou grans per a valors petits del nombre d’escons

a repartir.

Per exemple, per a tres partits en la hipotesi
d’equiprobabilitat de Polya, la desviaci6 per al par-
tit més gran té un valor mitja de 0.369 escons per a
n=6 [41:§5]. Per tant, per a 60 circumscripcions
d’aquesta mida, totalitzant 60 x 6 = 360 escons, si
el partit més gran fos el mateix en totes elles, ales-
hores la desviaci6 a favor seu tindria un valor mitja
de 60 x 0.369 = 22.1 escons, en lloc dels 0.416 es-
cons que tenim de desviacié mitjana en el suposit

d’una sola circumscripcié de 360 escons.

Si en lloc de 1a hipotesi d’equiprobabilitat supo-
sem que dos dels tres partits es mouen al voltant del
45% dels vots (£5%) mentre que el tercer es mou

al voltant del 10%, aleshores una petita simulacio?



mostra que amb 60 circumscripcions de 6 escons els
dos primers partits son beneficiats cadascun d’ells
en 12.3 escons de mitjana —i el tercer és perjudicat
en 24.6 escons— mentre que amb una sola circums-
cripci6 de 360 escons les desviacions mitjanes son

respectivament de 0.175 1 —0.35 escons.

Tot i el caracter purament il-lustratiu d’aquests
calculs, ja es veu que el fet de tenir moltes cir-
cumscripcions propicia que la regla de Jefferson -
d’Hondt acumuli desviacions importants a favor

dels partits grans i en contra dels petits.

7.7 Es natural preguntar-se si en tot aixo hi té
més culpa la regla de Jefferson-d’Hondt o bé el
fet de tenir un gran nombre de circumscripcions
petites.

A aquest respecte, els exemples precedents ja

mostren que amb una sola circumscripcio (de mida



gran) les desviacions a qué dona lloc la regla de

Jefferson - d’Hondt son inofensives.

D’altra banda, la regla de Webster - Sainte Lagué
(sense les modificacions esmentades a §7.4) acon-
sequeix resultats millors. Per exemple, en el darrer
escenari que hem considerat —60 circumscripcions
de 6 escons amb tres partits al voltant de 45%,
45%, 10%— aquesta regla dona unes desviacions
mitjanes de —0.64 escons per a cadascun dels dos
partits grans (que en aquest cas resulten lleugera-

ment perjudicats).

De tota manera, si baizem molt la mida de les
circumscripcions el problema acaba apareizent tam-
bé amb la regla de Webster- Sainte Lagué. Aixi, en
el mateix escenari pero amb 120 circumscripcions
de 3 escons, els dos partits grans surten benefici-
ats cadascun d’ells en 9.44 escons de mitjana, i el

tercer és perjudicat en 18.9 escons.



Per tant, el problema resideix en gran part en
el fet de tenir un gran nombre de circumscripcions

petites.

De fet, en el cas extrem n = 1 totes les re-
gles que estem considerant es redueixen al sistema
majoritari, és a dir que donen I'nic esc6 de cada
circumscripcié al partit més votat en ella. Aixo
afavoreix certament els partits grans; de fet, el sis-
tema majoritari és 'antitesi classica de la propor-

cionalitat.

Aquestes observacions mostren que és massa
simplista la classificaci6 que sovint es fa en-
tre sistemes ‘majoritaris’ i ‘proporcionals’ se-
gons que les circumscripcions tinguin n = 1 o
n > 1. Un sistema on totes les circumscripci-
ons tinguessin n = 2 i s’usés la regla de Jeffer-
son - d’Hondt seria classificat com a proporcio-

nal, pero estaria molt lluny de ser-ho.



7.8 Cal dir que hi ha sistemes que aconseguei-
xen millorar la proporcionalitat tot mantenint una

divisié en circumscripcions relativament petites.

Una manera de fer-ho consisteix en reservar una
part dels escons per a assignar-los a nivell global
(o regional) en proporci6 als vots que hagin sobrat
a cada partit en el conjunt de circumscripcions.
Aquest procediment de “multiples nivells” s’usa per

exemple a Suécia [16:p. 76].

A Alemanya i altres paisos s’usa ’anomenat
sistema “mixte”, on el repartiment dels escons entre
partits es determina a nivell global, perd una part
dels escons de la cambra s’assignen a nivell molt
local, en circumscripcions d’un sol esco, i els altres
s’assignen a nivell regional. Per més detalls referim

el lector a [16:ch.5].

També és forca interessant el métode “bipro-

porcional”, recentment adoptat pel cant6é de Zii-



rich [3, 35, 36]. En aquest métode, ’assignacio
d’escons a cada partit dins de cada circumscripcid
s’ajusta per tal de servir a la vegada a la proporci-
onalitat entre partits a nivell global i a la proporci-
onalitat entre circumscripcions a nivell global (o en
lloc d’aquesta ultima, qualsevol repartiment terri-
torial predefinit). A canvi d’aquest doble objectiu,
es renuncia a la proporcionalitat entre partits dins

d’una circumscripcié.

8 Epileg

Els sistemes que hem estudiat en aquest article su-
posen que cada elector s’identifica amb un partit
i només un, i que els altres séon rebutjats tots ells
per igual. Aixo pot estar bastant allunyat de la
realitat i pot comportar resultats desencertats.

En particular, pot arribar a passar, tal com



ja va mostrar Jean-Charles de Borda en el se-
gle X V111, que 'opcié més votada tingui més detrac-
tors que partidaris: Per exemple, amb quatre par-
tits que obtinguessin respectivament el 40%, 20%,
20% 1 20% dels vots, podria ser que els votants dels
tres ultims, que sumen un 60%, estiguéssin tots ells

d’acord que la pitjor opcié és el primer.

Una altra important font d’error és el fenomen
del “vot util”: Els partidaris d’opcions minoritari-
es —les que tenen escasses perspectives d’obtenir
un diputat en la circumscripcié en qiiestio— troben
inutil votar per la seva opcio6 realment preferida i es
veuen conduits a votar una altra opcié que si tingui
possibilitats d’obtenir algun diputat; aixo suposant
que alguna d’aquestes opcions els sembli minima-
ment acceptable; si no és aixi, llavors aquests elec-
tors facilment opten per 'abstencié. Obviament,

aixo desfigura o silencia les veritables preferéncies



dels electors.

Aquestes deficiéncies es poden resoldre fins a un
cert punt mitjancant certes formes de vot que no
es limiten a escollir una sola opcid, com sén el vot
preferencial i el vot d’aprovacié. Les opcions po-
den ser aqui els diferents partits o bé directament
els diferents candidats. Un vot preferencial consis-
teix en una llista d’opcions ordenades per ordre de
preferéncia, mentre que un vot d’aprovacié és una
llista no ordenada de totes les opcions que ’elector

considera acceptables, o si més no, oportunes.

Amb aquestes formes de vot no esta clar com
s’ha d’entendre la nocié de proporcionalitat. Tan-
mateix, aquesta nocié esta ben present com a ob-
jectiu en els procediments anomenats de vot tnic
transferible, que es basen en el vot preferencial i
van ser introduits ja a mitjan el segle XIX. Menys

conegut, pero forga interessant, és un altre métode,



proposat a finals d’aquell segle pel matematic suec
L. Edvard Phragmén, on es vetlla per la propor-
cionalitat en el marc del vot d’aprovacio. Aquests

meétodes seran objecte d'un proper article [27].

Agraiments. Diversos punts d’aquest article han es-
tat millorats gracies als comentaris de I’Aureli Alabert

i de la Rosa Camps.
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