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En este articulo se reconsidera el problema de
dar una férmula para el nimero T'(n) de tridngulos
incongruentes de lados enteros de perimetro n €
{3,4,5,...}. Una aplicacién del Teorema de Pick
permite determinar el nimero P(n) de particiones
ordenadas enteras de n en tres partes: i+j+k = n;
1> j >k >1,lo que conduce a una féormula para
T(n).

1. Introduccion

En este trabajo se usa el Teorema de Pick con
el fin de dar una férmula para el nimero T'(n)
de triangulos incongruentes de lados enteros de
perimetro n € {3,4,5,...}. En 2002, Tanton [8]
determiné T'(n) como sigue; observa primero que
T(2n) = P(n) = T(2n — 3), donde P(n) es el
numero de particiones ordenadas enteras de n en

tres partes: 1 +j+k =n; 1> 5>k > 1y



luego demuestra que P(n) satisface la ecuacién
P(n+6) = P(n)+n+ 3. Finalmente, muestra que
P(n) = {’f—;}, siendo {z} el entero més préximo a

x, para concluir que:

n2 3
{E} , si n es par
T(n) =
2
{%} , sln esimpar.

Escribiendo n como n = 6m + k no es dificil ver
que ’f—; nunca tiene como parte decimal 0,5 y por
lo tanto la funcién {?—;} estd bien definida (ver
tabla 2). Lo mismo sucede para las expresiones de
T(n).

Si por ejemplo n = 6, entonces T'(n) = {32
1, que es precisamente un tridngulo equilatero de

lado de longitud 2. Si n = 9, entonces T'(n) =

122
48

dos 4,4,1, a un tridngulo de lados 4,3,2 y a un

} = 3; que corresponde a un tridngulo de la-

tridngulo equildtero de lado 3. En la figura 1 se



muestran dichos triangulos.

N\

Figura 1: Los tridngulos de lados enteros y de perimetro

n=09.

Ya, en 1979, Jordan et al. [4] habian caracte-
rizado T'(n), observando primero que 7'(4) = 0,
T(6) = T(8) = 1, T(10) = 2, T(12) = 3, T(14) = 4
y luego demostrando que: (a) Sin >4 es par y r
estd definido por n = 12k +r, con 4 < r < 14, en-
tonces T'(n) = (n? —r?)/48 + T(r); (b) Sin > 6 es
par, entonces T'(n) = T'(n—3). Ese mismo ano, An-
drews [1] demostrd, relacionando el problema con
particiones, que T'(n) = {n?/12} —[n/4][(n+2)/4],
donde [z] es la parte entera de x.

Como se deja entrever al comienzo de esta in-



troduccion, el conocimiento de P(n) y la relacién
T(2n) = P(n) = T(2n — 3), que no es dificil de
deducir (ver seccién 4), lleva inmediatamente a la
férmula para T'(n) dada por Tanton [8]. Asi las
cosas, es suficiente calcular P(n). Ahora bien; si
1,7, k,n € Nsatisfaceni > j > k > 1y i+j+k = n,
entonces i > j;i+j <n (i+j=n—k<n—1<n)
vit2i>n(n=it+j+k<i+j+j=i+2j).
Reciprocamente, las relaciones i > j; i+ j <ny
i4+2j >nimplicani > j >n—(i+j) =ky
i+ j+ k = n. Esto quiere decir que P(n) es el

nimero de puntos del conjunto
P(n) = {(i,4) € N* 14 > ji+j < n;i+2j > n}.

En la figura 2 se ilustra el conjunto P(n) para
n = 15; en cuyo caso P(n) = 19. Este conjun-
to estd contenido en el poligono de vértices (5,5);
(7,7); (8,7); y (15,0).



Figura 2: El conjunto P(15).

Al observar esta grafica, es inevitable hacer re-
ferencia al Teorema de Pick. Este teorema rela-
ciona el drea de un poligono de vértices en una
cuadricula con el niimero de puntos de la cuadricu-

la que estan en su frontera y el nimero de puntos



de la cuadricula que estdn en su interior (ver sec-
cién 3).

Por otra parte, recientemente Ramirez [6] pre-
senté dos demostraciones del Teorema de Pick y
algunas de sus aplicaciones. Ni en éste, ni en otros
trabajos que versan sobre el Teorema de Pick y
sus aplicaciones, como Sally y Sally Jr. [7] o Jara
y Ruiz [3], se considera este problema. Asi, un ob-
jetivo de este trabajo es el de presentar una nueva

recreacion del Teorema de Pick.

El articulo esta organizado como sigue. En la
seccién 2 se introduce el planteamiento geométrico
del problema. En la secciéon 3 se presenta el Teo-
rema de Pick. En la seccién 4 se relaciona el pro-
blema con particiones y se determina la féormula
dada por Tanton [8]. Finalmente, en la seccién 5
se dan sendas férmulas para el nimero de tridngu-

los isésceles y el nimero de triangulos escalenos de



lados enteros y de perimetro n.

2. Planteamiento geométrico del proble-

ma

Como se sabe, tres niimeros reales positivos a, b
y ¢ son las longitudes de los lados de un tridngulo
siysélosia<b+c,b<a+cyc<a+b,esto
es, si y sélo si se satisface la desigualdad triangu-
lar. Ahora bien, si se fija el perimetro: a + b+ ¢ =
n € R*, y se supone que a > b > ¢ > 0 (el interés
estd en tridngulos incongruentes), la tripla ordena-
da (a, b, ¢) corresponde a las longitudes de los lados

de un tridngulo si y sélo si (a, b) estéd en la regién

R={(a,b) eR*:0< c=n—(a+b) <b<a<n/2}

cuya grafica aparece en la figura 3.



'
1
'

4 3 ° 14 3 ° 4
I
1

< 3 ° ° 3 4 °
1 L,
E /'y =z

4 ° ° ) s ® ®
' .
| .
I

S
e &
B
.
.
G
e )/ o
.
~ II
‘s ’
Zi;
G - N
@
L. e
O
=
e
L 2

’
.
/

I
o ®
—

3
I
8
~

,

7
.

- ----

213

Figura 3: La Region R.

Si se escoge al azar un punto (a, b) del cuadrado
C={(z,y) eR*:0< 2w <n,0<y<n}

la probabilidad de que (a,b) € R estd dada por el

rea(R)/érea(C) = (n*/48)/n* = 1/48.

El drea de la regién (tridngulo) R se calculd usan-



do el siguiente hecho. Si un triangulo tiene coor-
denadas cartesianas (a,b); (¢,d) y (e, f), enton-
ces su area viene dada por el valor absoluto del
nimero 3[(c — a)(f —b) — (e — a)(d — b)]; en es-
te caso, (a,b) = (n/2,n/4), (¢c,d) = (n/2,n/2) y
(e, f) = (n/3,n/3).

Como el interés estd en el caso en que los lados
del triangulo son enteros, = n debe ser un ele-
mento del conjunto {3,4,5,...}. Asi, la tripla or-
denada de enteros t(i,7,k); i > j > k > 1, corres-
ponde a las longitudes de los lados de un triangulo
de perimetro n si y sélo si la pareja ordenada (3, j)

estd en el conjunto

R*={(i,j) e N*:
1<k:=n—(i+j)<j<i<n/2}.

En este caso, si escogemos aleatoriamente un



punto (7, j) de la cuadricula
C={(i,j)eN?:1<i<n;1<j<n},

la probabilidad de que (i, j) € R* estd dada por la

expresion

nimero de puntos de R*  T'(n)
5

nimero de puntos de C n
De la discusién previa se puede decir que, para
n grande, T'(n)/n? es aproximadamente 1/48. Es
decir, T'(n) es de orden n?/48.

3. El Teorema de Pick

En 1899, George Alexander Pick publica en la
revista “Geometrisches zur Zahlenlehre” (“Resul-
tados Geométricos sobre la Teoria de Numeros”)
de la ciudad de Praga, el teorema que hoy en dia
lleva su apellido, el Teorema de Pick. Como di-

ce Varberg [9], este teorema es una de las piedras



preciosas de las matematicas elementales; su enun-

ciado es simple y su conclusién sorprendente.

Teorema 3.1 (T. de Pick) Sean P un poligono
con vértices en los puntos de una cuadricula tal
que su frontera es una curva cerradad unica, I(P)
el numero de puntos de la cuadricula que son in-
teriores a P y F(P) el numero de puntos de la
cuadricula que estan en la frontera de P. Enton-

ces el drea A(P) de P estd dada por la expresion
A(P)= ——+1I(P) -1

Una ilustraciéon del Teorema de Pick aparece
en la figura 4.

En [5], Matthias presenta una demostracién real-
mente corta del Teorema de Pick. Otras demostra-
ciones en inglés aparecen en Sally y Sally Jr. [7] y

en Varberg [9]. En castellano, en Jara y Ruiz [3]



Figura 4: Aqui: F(P) =21, I(P) =16y A(P) =16+ % —

_ 51
1=75L

y en Ramirez [6] se presentan demostraciones de-
talladas; todas ellas se apoyan en el hecho de que
un poligono se pueden descomponer en triangulos

y en el cardcter aditivo de las areas.

Cuando, por algin otro método, se puedan cal-

cular los nimeros A(P) y F(P), la féormula del



Teorema de Pick da el nimero I(P):

Este es el uso del Teorema de Pick en la proxi-

ma seccion.

4. Relacién con particiones y calculo de

T(n)

En lo que sigue, T(n) representa el conjunto
de triplas ordenadas de enteros t(i, j, k) tales que
i+j+k=n,i>j>k>1yademssi,j,k corres-
ponden a las longitudes de los lados de un triangu-
lo (esto es, i < n/2)y P(n) denota el conjunto de
particiones ordenadas p(i,j, k) de n € {3,4,5,...}
en tres partes: 1+ +j+k=ncont>j5>k>1.
Como se dijo desde el comienzo, T'(n) es el nime-

ro de elementos de T(n) y P(n) es el nimero de



elementos de P(n). Para relacionar tridngulos con

particiones se consideran los siguientes hechos:

= En primer lugar, note que ningun tridngu-
lo con perimetro par puede tener un lado de
longitud 1. Efectivamente; si ¢(z, j,1) € T(n)
yn=1+j54+1 = 2m es par, entonces las
desigualdades 1 < i <my 1l < j < m con-
ducen a la contradiccién 2m =i+ 5+ 1 <

(m—-1)+(m-1)+1=2m—1.

s En segundo lugar, como se establece en Tan-
ton [8] , T'(2n) = T'(2n — 3) = P(n); lo cual
se debe a que las aplicaciones t(i,j,k) —
t(i— 1,7 — 1,k — 1) de T(2n) a T(2n — 3)
y p(i,j4,k) = t(n — k,n — j,n — 1) de P(n) a
T(2n) son biyecciones, como se explica aho-

ra.

Es evidente que al restar una unidad a cada



lado de un tridngulo de perimetro 2n (par),
se obtiene un unico tridngulo de perimetro
2n — 3. A su vez, al adicionar una unidad a
cada lado de un tridngulo de perimetro 2n—3
se obtiene un unico tridngulo de perimetro
2n. Esto da cuenta de que la primera aplica-
ciéon mencionada arriba es una biyecciéon de
T(2n) a T(2n — 3). Un ejemplo concreto se

visualiza en la grafica de la figura 5.

5 4
/\
5 4
t(5,4,3) € T(12) t(4,3,2) € T(9)

Figura 5: Relacién T'(2n) = T'(2n — 3), con n = 6.

De otra parte; sii+j+k=nyt>j>k > 1,
entonces (n — k) + (n — j) + (n — i) = 2n;
(n—k)=(—3)=n-1)=2y (n—k



n = 2n/2. Es decir, a cada particién orde-
nada p(i,j, k) € P(n) le corresponde un tni-
co tridngulo t(n — k,n — j,n — i) € T(2n).
Reciprocamente, a cada tridangulo (i, 7, k) €
T(2n) le corresponde una tnica particién or-
denada p(n — k,n — j,n —1i) € P(n); pues las
relaciones 1 +j+k=2n;9 >35>k >2y
i < nimplican (n—k)+(n—j)+(n—1i)=n
y(n—k)>(mn-—j)>(n—-—1i >1. Un ca
so concreto de esta asociacion aparece en la

figura 6.

6-1=5
p(3,2,1) € P(6) t(5,4,3) € T(12)

Figura 6: Relacién P(n) = T(2n), con n = 6.



Asi, el problema de calcular T'(n) se reduce a
calcular P(n), que es igual al nimero de puntos
(i,7) de la cuadricula C = {(i,j) e N2 : 1 < i <
n,1 < j < n} que verificani > j > k:=n— (i +
j) > 1; esto es, P(n) es el nimero de puntos del

conjunto
P(n) ={(i,j) € N> 1i > jii+ j < nyi+2j > n},

que esta contenido en un poligono de vértices en
la cuadricula N? (ver figuras siguientes). Al apli-
car el Teorema de Pick para calcular el drea de
dicho poligono, es necesario calcular el niimero de
puntos de la cuadricula N? que estan en su fronte-
ra. La “frontera” de P(n) tiene que ver con las
rectas de ecuaciones y = x; y = n—xy y =
(n—x)/2, cuyas intersecciones determinan los pun-
tos (n/2,n/2); (n/3,n/3) y (n,0). Estos puntos
estan sobre la cuadricula N? sélo si n es multiplo de

seis, lo que suguiere analizar los casos n = 6m + 7;



r=0,1,...,5.
En la figura 7 se muestra la grafica del poligono

que contiene a P(n) cuando n = 6m, m € N.
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Figura 7: P(n) para n = 6m.

Si se considera el poligono P (tridngulo) de
vértices (2m,2m), (3m,3m) y (6m,0), entonces

P(n) es el nimero de puntos de la cuadricula C



que estan en el interior de P, mas el nimero de
puntos de C que estan en la frontera de P, excep-
to los que estan sobre la recta y = 6m — z.

El drea de P es A(P)= 3m?2. Para el cdlculo
del ntdmero de puntos de N? que estdn sobre la

frontera de P se tiene en cuenta que:

= Sobre la recta y = x hay m + 1 puntos:

(2m,2m), 2m + 1,2m + 1),...,(3m,3m).

= Sobre la recta y = 6m—x hay 3m+1 puntos:
(3m,3m),(3m +1,3m —1),...,(6m,0).

» Sobre la recta y = &"T_x hay 2m + 1 puntos:
(6m,0), (6m —2,1), ..., (2m,2m).

De esto se sigue que hay F(P) = 6m puntos de
N? que estén sobre la frontera de P. Por el Teorema
de Pick, el nimero de puntos de N? que estdn en

el interior de P es
F(P)

I(P):A(P)—T+1:3m2—3m+1.



En resumen, P(n) = [3m?2 —3m+ 1]+ [6m — (3m +
1)] = 3m2.
Para el caso n = 6m + 1,m € N, el poligono

que contiene a P(n) aparece en la figura 8.
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Figura 8: P(n) paran = 6m + 1.

Un razonamiento andlogo con el poligono P de

vértices (2m+1,2m), (2m+1,2m+1), (3m, 3m),



(3m + 1,3m) y (6m + 1,0) lleva a los siguientes
resultados: A(P)= 3m?+m—1/2, F(P)= 6m+1,

I(P)= 3m? — 2m y P(n) = 3m? + m.

Las graficas de los poligonos que contienen a

P(n) para los casos n = 6m + r; r = 2,3,4,5 se

pueden ver después de la figura 8.
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En la tabla 1 se recogen los valores de A(P);
F(P); I(P) y P(n) para los casos n = 6m+r, r =
0,1,2,...,5.

Al del final de la seccién 2 se observé que T'(n)
es de orden n?/48; de la relacion P(n) = T'(2n) se
concluye que P(n) es de orden n?/12. En la tabla 2

se comparan estos valores.



n A(P) F(P) | I(P) P(n)

6m 3m? 6m 3m? —3m+1 | 3m?

6m+1 | 3m>+m—1/2 | 6m+1 | 3m? —2m 3m? +m
6m+2 | 3m? 4 2m 6m+2 | 3m®> —m 3m? + 2m
6m+3 | 3m*+3m+1/2 | 6m+3 | 3m? 3m? +3m+1
6m+4 | 3m? +4m+1 6m 44 | 3m? +m 3m? +4m +1
6m+5 | 3m?> +5m+3/2 | 6m+5 | 3m> +2m 3m? + 5m + 2

Tabla 1



n P(n) n?/12

6m 3m? 3m?

6m+1 | 3m?+m 3m2 +m+1/12
6m +2 | 3m? +2m 3m? 4+ 2m + 4/12
6m—+3 | 3m?+3m+1 | 3m?+3m+9/12
6m+4 | 3m? +4m+1 | 3m? +4m + 16/12
6m +5 | 3m? +5m +2 | 3m? + 5m + 25/12

Tabla 2




De esta tabla se deduce que P(n) = {n?/12}.
Teniendo en cuenta la relacién T'(2n) = P(n) =
T(2n — 3) se llega a que T(n) = {n?/48} para n
par y que T'(n) = {(n+3)?/48} para n impar, que

es la férmula dada por Tanton [8].

5. Triangulos escalenos y particiones de-

siguales

En esta seccién T (n) denota el conjunto de tri-
plas ordenadas enteras t.(i, j, k) tales que i+j+k =
n;t>j >k>1yademas i,j,k corresponden a
las longitudes de los lados de un triangulo escaleno.
También, P.(n) denota el conjunto de particiones
ordenadas enteras p.(i,7,k) de n € {6,7,8,...} en
tres partes desiguales: i+j+k=mn;i >35>k > 1.
Se escribe T.(n) y P.(n) para denotar el nimero
de elementos de los conjuntos P.(n) y Tc(n), res-

pectivamente.



Los nimeros T, (n) y P.(n) se determinan facil-
mente de los resultados obtenidos en la seccién an-
terior. En efecto; de una parte, T.(2n) = P.(n) =
T.(2n—3), debido a que las aplicaciones t. (i, j, k) —
te(t — 1,7 — 1,k — 1) de Te(2n) a T.(2n — 3) y
Pe(i, g, k) = te(n—k,n—j,n—1i) de Pe(n) a Tc(n)
son biyecciones. Estas son las mismas aplicacio-
nes que se consideraron en la seccién anterior para
mostar que 7'(2n) = P(n) = T'(2n — 3).

De otra parte, P.(n) es el numero de puntos
(i,7) de la cuadricula C = {(i,j) e N2 :1 < i <
n,1 < j < n} que verifican i > j > k:=n— (i +
j) > 1; esto es, P.(n) es el nimero de puntos del

conjunto
Pe(n) = {(i,§) € N* i > j;i+j < n;i+2j >n}.

Para los casos n = 6m +r; r = 0,1,2,...,5,

los nimeros P, (n) corresponden precisamente a los



que aparecen en la columna I(P) (nimero de pun-
tos de C' que son interiores a P) de la Tabla 1. Es
decir, P.(n) = I(P).

Una observacién de las columnas I(P) = P.(n)
y P(n) de la Tabla 1 revela que, paran = 6,7,8, ...,
P.(n) = P(n—3). Por lo tanto, valen las siguientes

relaciones:

Te(2n) = Te(2n — 3) = P.(n) = P(n — 3);
n==6,7,8...,

que implican la fémula

(n—6)2 .
13 , sin es par
{ 18 } , Sin esimpar.

Note que T,(n) = T(n — 6) y que, en conse-
cuencia, Tjs(n) :=T(n) —Te(n) = T(n) —T(n—6)



es el nimero de tridngulos isésceles de lados en-
teros y de perimetro n (aqui se incluye el tnico
tridngulo equilatero de lado k € {1,2,3,...}, en el
caso n = 3k). Cuando n = 2k, usando la tabla 2

se puede escribir:

Tis(n) = P(k)— P(k—3) = {]f;} - { (k I23>2}

-

Asi mismo, cuando n = 2k + 1,

Tis(n) = P(k+2) — P(k—1)
()
:{ka—l}:{

i



En resumen, se llega a la expresién

{”T%} , Sinespar
Tis(n) =

{%} , si n es impar,

que también aparece en Hirschhorn [2]. Curiosa-
mente, en este trabajo se demuestra la férmula
dada por Tanton, empezando precisamente por es-
tablecer la relacién Te(n) = T'(n — 6).

Por ejemplo; si n = 15, hay T'(15) = 7 tridngu-
los incongruentes de lados enteros, de los cuales
Te(15) = 3 son escalenos y T;5(15) = 4 son isésce-

les (incluido el equilatero de lado 5).

6. Conclusiones

Si bien es cierto que en la literatura hay diver-
sos trabajos donde se establecen las formulas para

P(n), T(n), Te(n) y T;s(n); en este trabajo se ha



explotado la sencillez del Teorema de Pick para de-
ducirlas. La idea es que con este enfoque se pueda

interesar en el tema a un grupo amplio de lectores.
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