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Prefacio

O objetivo deste livro é introduzir idéias e técnicas recentes que revolucio-
naram a geometria enumerativa: mapas estdveis e cohomologia quantica. Uma
prova contundente do seu potencial é a Férmula de Kontsevich que responde
a seguinte questao:

Quantas curvas racionais de grau d passam por 3d — 1 pontos
dados em posi¢cao geral no plano projetivo?

A resposta é a férmula recursiva 3.3.1 que expressa cada ntimero em termos
dos niimeros anteriores; uma so informacao inicial é necessaria para a recursao:
o caso d = 1, ou seja, o fato de que por dois pontos passa uma unica reta.
Assumindo a existéncia dos espacos de Kontsevich e suas propriedades
bésicas, apresentamos uma demonstracao completa da referida férmula.

A referéncia candnica para este topico é o ja classico artigo Notes on Stable
Maps and Quantum Cohomology de Fulton e Pandharipande [20], que dora-
vante citaremos como FP-NOTES.

Introduzimos algumas simplificagoes em troca de perda de generalidade.
Optamos por nao incluir os detalhes técnicos da construcao, em favor da apre-
sentacao de exemplos e discussoes heuristicas. Ressaltamos que nosso texto
nao pretende nem pode substituir FP-NOTES; ao contrario, esperamos motivar
o leitor para se aprofundar nas referidas notas. Voce ja tem uma cépia? Se nao,
aponte o seu navegador para http://xxx.if.usp.br/ps/alg-geom/9608011,
e a obtenha ainda hoje. ..

Pré-requisitos: uma certa maturidade em geometria algébrica; familiaridade
com divisores, variedades de Grassmann, familias, teoria de intersecao elemen-
tar incluindo as nog¢oes de imagem reciproca e imagem direta de ciclos e classes,
dualidade de Poincaré. A referéncia consagrada para o assunto é Fulton [18§]
ou seu resumo em [19]. O texto do 15° Coléquio [42] é suficiente. Finalmente,



vi

o leitor deve ter uma nocao do que é um espaco de modulos, ao nivel por
exemplo da Introducao do livro de Esteves [16] do 21° Col6quio.

Agradecimentos. Apreciamos a ocasiao proporcionada pela Coordenagao
do 22° Coléquio de nos forcar a enfrentar dividas e melhor estruturar nosso
conhecimento do assunto.

A idéia do livro e do estilo teve sua origem no mini-curso apresentado por
Letterio Gatto, Intersection theory over moduli spaces of curves, na Escola de
Verao’98 da UFPE (veja Gatto [22]). Ele nos mostrou que era possivel expor
de maneira inteligivel sobre mapas estaveis, e que a féormula de Kontsevich
nao era uma magica inatingivel da fisica tedrica, e sim material que se encaixa
perfeitamente na tradicao da geometria enumerativa.

O texto foi baseado em notas de seminarios de conteudo similar, dado
pelo primeiro autor em trés ocasides durante 1998: em fevereiro-marco em
Recife, em outubro em Belo Horizonte, e em dezembro no encontro ALGA em
Maragogi. Agradecemos a Elizabeth Gasparim, Francesco Russo e Letterio
Gatto pela leitura de uma versao preliminar e comentarios que em muitos casos
levaram a melhoramentos da exposicao. Agradecemos também a S. L. Kleiman
e a R. Pandharipande que responderam a algumas perguntas pertinentes ao
texto. O primeiro (resp. segundo) autor é apoiado por uma bolsa do Conselho
de Pesquisa da Dinamarca (resp. CNPq) e registra aqui sua gratidao.

Encorajamos o leitor que tenha comentarios ou sugestoes, que nos contate
a respeito.

Recife, 31 de abril de 1999 JOACHIM KOCK e ISRAEL VAINSENCHER
jojo@dmat.ufpe.br  israel@dmat.ufpe.br



Conteudo

Prefacio
Introducao
Convencoes globais

1 Curvas n-marcadas estaveis
1.1 Curvas racionais lisas marcadas . . . . . . . . .. .. ... ..
1.2 Curvas racionais marcadas estaveis . . . . . . . . . . . . ...
1.3 Estabilizacao, esquecimento, contragao . . . . . . . . .. ...
1.4 Esboco de construcio de Mo, - . . o v oo ov
1.5 Afronteira . . . . . . . . .
1.6 Generalizacoes e referéncias . . . . . .. . ... ... .. ...

2 Mapas estaveis
2.1 Mapas P! — P . . . ..,
2.2 Familias a 1 parametro . . . . . . . ... .. ... ...
2.3 Mapas estaveis de Kontsevich . . . . ... .. ... ... ...
2.4 Idéia da construgao de Mo, (P",d) . . . . . .. ... ... ...
2.5 Mapas de avaliagdo . . . . . . . ...
2.6 Mapas de esquecimento . . . . . . . ... ...
2.7 Afronteira . . . . ... ...
2.8 Exemplos . . . ...
2.9 Conicas completas . . . . . .. ..o
2.10 Generalizacoes e referéncias . . . . . . .. ...

3 Geometria enumerativa via mapas estaveis
3.1 Geometria enumerativa classica . . . .. ... ... ... ...

ix

xiii

DU

10
14
16
22

25
25
32
36
38
42
43
47
20
o2
57

61



viii Contetdo

3.2 Contando conicas e cibicas racionais via mapas estaveis . . . 64
3.3 A férmula de Kontsevich . . . . .. ... ... ... .. .... 69
3.4 Generalizagoes e referéncias . . . . . .. ... ... ... ... 71
4 Invariantes de Gromov-Witten 73
4.1 Significado enumerativo . . . . . ... 73
4.2 Propriedades dos invariantes de Gromov-Witten . . . . . . . . 83
4.3 Recursao . . . . . .. . L 85
4.4 O teorema da reconstrucao . . . . . . . ... ... 88
4.5 Generalizacoes e referéncias . . . . . .. . ... ... ... .. 92
5 Cohomologia quantica 95
5.1 O produto quantico . . . . . . . . . ... ... ... ... 95
5.2 Associatividade . . . . . . ... 97
5.3 A férmula de Kontsevich via cohomologia quantica . . . . . . 100
5.4 Generalizacoes e referéncias . . . . . . ... 102
Bibliografia 106

Indice 111



Introducao

A geometria enumerativa tem como objetivo contar quantas figuras geométri-
cas satisfazem a um certo nimero de condi¢oes. Um exemplo que aprendemos
logo cedo ¢ a questao de quantas retas passam por dois pontos distintos.

Uma extensao natural desta pergunta é o problema de calcular o numero
Ny de curvas racionais que passam por 3d—1 pontos em posi¢ao geral no plano
projetivo. O nimero 3d — 1 nao é arbitrario: é a dimensao da familia de curvas
em questao e resulta ser exato para se obter um numero finito de solugoes sob
as condigoes impostas.

O charme desses problemas que encantaram os matematicos desde o inicio
dos tempos, é que sao faceis de formular, a resposta é sempre simples— afinal
¢ um numero inteiro — mas a solucao, quando encontrada, muitas vezes exigiu
caminhos inovadores.

Na segunda parte do século XIX, a arte de resolver problemas enumerativos
chegou a um alto grau de sofistificagao, a ponto de se tornar uma constru-
¢ao muito mais pesada do que o proprio fundamento da teoria podia entao
sustentar. Hilbert incluiu como 15° problema na sua lista a fundamentacao
da geometria enumerativa. Veja Kleiman [29] para um interessante passeio
historico, com muitas referéncias.

O século XX testemunhou um grande avanco da teoria de intersecao, ferra-
menta indispensavel para a geometria enumerativa. Nas décadas de 70 e 80,
muitos problemas enumerativos antigos foram resolvidos. Porém, a pergunta
geral da determinagao dos niimeros Ny se mostrou mais dificil, tendo os anos 80
dado a luz apenas a solucao N5 = 87304. A revolucao ocorreu em 94 quando
surgiu uma ligagao entre a fisica tedrica (teoria das cordas) e a geometria
enumerativa. Como corolario, Kontsevich obteve uma solucao do problema,
em termos da férmula recursiva

Nim 30 NoNiphda(dn() - () )
da+dp=d



x Introducao

Nao apenas a férmula permite calcular facilmente tantos Ny's quantos voceé
quiser, mas faz também um apelo muito grande a sensibilidade estética dos
matematicos. De fato, ela reduz a determinacao de ntmeros que hé mais de
cem anos resistiam a intensa investigacao, ao numero Ny = 1 de retas passando
por dois pontos distintos!

A férmula é o resultado de novas teorias de mapas estdveis e cohomologia
quantica que nao tardaram a achar outras aplicagdes enumerativas. Um objeto
central dessas teorias é o espago de modulos Mom(]}"r,d). Trata-se de uma
compactificacio do espago de (classes de isomorfismo) de mapas P! — P" de
grau d, com n pontos marcados, e com uma certa condicao de estabilidade.

Porém, historicamente, o caminho para chegar a formula de Kontsevich
foi outro, e nao é errado dizer que a ligacao com geometria enumerativa veio
como uma grande e agradavel surpresa. Na teoria das cordas, desenvolida
por Witten e outros (veja por exemplo [46]), a drea chamada “topological
quantum field theory” introduziu a nocao de cohomologia quantica.

Para a fundamentacao matematica dessas construgoes foram concebidos os
invariantes de Gromov-Witten. Estes, por sua vez, necessitavam da existéncia
dos espacos de modulos de mapas. Kontsevich foi o primeiro a indicar como se-
ria a natureza daqueles espagos (veja Kontsevich-Manin [33]), e pode mostrar
que suas propriedades implicavam as propriedades requeridas da cohomologia
quantica. Em particular, provou que o produto quantico para P? seria asso-
ciativo se e somente se valesse a férmula recursiva (argumento que exporemos
no capitulo 5). Uma vez descoberta a férmula, nao foi dificil estabelecer uma
demonstracao formal, que é basicamente a que veremos no capitulo 3.

O artigo original de Kontsevich e Manin [33] ignorava a existéncia formal do
espaco de médulos M, (P, d), que apenas foi construido mais tarde por Ruan
e Tian [40] (na categoria simplética) e por Behrend e Manin [7] na categoria
algébrica. A construgao é bastante técnica e ocupa 20 paginas de FP-NOTES.

Passamos a descrever resumidamente o contetido por capitulo.

Uma trago caracteristico dos mapas estaveis sao as marcas. Estas desem-
penham um papel importante também para estabilizar curvas, e sao igual-
mente lteis na hora de fazer aplicacbes enumerativas. A teoria de como
distribuir marcas em curvas é o assunto do primeiro capitulo: descrevemos
o espaco de médulos de curvas n-marcadas estdveis de Knudsen-Mumford.
E uma peca chave para a compreensao do material subseqiiente. Muitas
das propriedades dos espacos de mapas estaveis vem dos espagos de curvas
n-marcadas.



No segundo capitulo comecamos por uma discussao heuristica que leva
naturalmente a introducao do conceito de mapas estaveis. Enunciamos aqui o
teorema de existéncia do espaco de médulos Mo,n (P7,d). Esbocamos a idéia de
sua construcao e coletamos sem demonstracao suas propriedades mais impor-
tantes: projetividade, normalidade, mapas naturais de avaliacao e de esqueci-
mento e a estrutura recursiva da fronteira — a chave da férmula de Kontsevich.
Discutimos por fim, com algum detalhe técnico, o folclérico exemplo do espaco
de conicas completas.

No terceiro capitulo fazemos inicialmente uma curta introducao a geome-
tria enumerativa de curvas racionais, comparando as abordagens baseadas em
equagoes (sistemas lineares) com as baseadas em parametrizagées (mapas).
Em seguida, usamos a estrutura recursiva do espaco de moédulos de mapas
estaveis para contar conicas passando por 5 pontos, e depois ctbicas racionais
passando por 8 pontos. Estas contas sao formalizadas para dar uma primeira
demonstragao da férmula de Kontsevich.

Nos dois tultimos capitulos situamos a férmula de Kontsevich num con-
texto mais amplo, por meio das nocoes de invariantes de Gromov-Witten e
cohomologia quantica. No capitulo 4 introduzimos os invariantes de Gromov-
Witten como um sistema de organizar informacao enumerativa. Os exemplos
do capitulo 3 sao formalizados nesta nova linguagem de sorte que a férmula
passa a ser um caso particular do teorema da reconstrucao. Este afirma que
todos os invariantes de Gromov-Witten podem ser reconstruidos a partir do
primeiro, I;(h",h") = 1, que de novo nada mais é que a afirmagao de que por
dois pontos passa uma tnica reta.

No quinto capitulo, definimos a dlgebra de cohomologia quantica de P",
e repetimos deste novo ponto de vista os argumentos da se¢ao anterior, para
estabelecer sua associatividade. Dai resulta a formula de Kontsevich como um
corolario formal.

Cada capitulo tem no fim uma secao intitulada Generalizagoes e referéncias
onde tentamos reunir algumas silhuetas do material que cuidadosamente cor-
tamos do texto principal e que estendem naturalmente o exposto no capitulo.
Esperamos assim fornecer um guia para leitura subseqiiente. Algumas das re-
feréncias indicadas sao bastante avancadas, e certamente o presente texto nao
é uma preparacao adequada para a compreensao das mesmas. Mesmo assim
recomendamos que o leitor as folheie, tanto para saborear os resultados como
para ter uma idéia do que vem sendo feito nesta area de intensa atividade, da
qual tratamos aqui apenas alguns aspectos enumerativos.



xii Introducao

Tomamos emprestado de Sir Michael F. Atiyah [3] a tltima palavra desta
introducao:

What we are now witnessing on the geometry/physics frontier is, in my
opinion, one of the most refreshing events in the mathematics of the 20th
century. The ramifications are vast and the ultimate nature and scope of what
18 being developped can barely be glimpsed. It might well come to dominate the
mathematics of the 21st century. [... ]

For the students who are looking for a solid, safe PhD thesis, this field
1s hazardous, but for those who want excitement and action, it must be irre-
sistible.



Convencoes globais

Trabalhamos sobre o corpo dos ntimeros complexos. Uma variedade significa
um esquema quase-projetivo, reduzido, equidimensional e de tipo finito sobre
C. Todos os mapas sao C-morfismos. Um ponto de uma variedade é sempre
um ponto fechado (i.e. um C-ponto).






Capitulo 1

Curvas n-marcadas estaveis

Nosso principal objeto de estudo sdo os espacos M, (P", d) de mapas estéveis,
cuja introducao adiamos para a secao 2.3. Muitas das suas propriedades sao
herdadas de Wo,n, o importante espaco de Knudsen-Mumford de moédulos de
curvas racionais n-marcadas estaveis. A construcao de Mo,n serd omitida. Mas
discutiremos com alguns detalhes e exemplos os casos n < 5. Em particular,
a combinatoria da fronteira merece uma descricao cuidadosa. A principal
referéncia para este tépico é Knudsen [30]; veja também Keel [27].

1.1 Curvas racionais lisas marcadas
1.1.1 Automorfismos de P!. O grupo de automorfismos de P! é
Aut(P') = PGL(2),

o grupo tridimensional de matrizes inversiveis [¢ Y] médulo fator constante.
Ele age em P! por multiplicacao,

a bl x| |ax+by
c d| |yl |cx+dy|’
onde [3] denota coordenadas homogéneas do ponto [z : y] € P!. Em coor-

denadas afins a agao expressa-se como a transformacao fracionaria (chamada
também de transformacao de M&bius)

ar +b
cr+d

T =
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E bem sabido que, dada qualquer terna de pontos distintos pi,ps,ps € P!,
existe um tnico automorfismo ¢ tal que

p1— 0, pa—1, p3r 00.

1.1.2 Razao cruzada. Seja agora p, um quarto ponto de P! (distinto dos
trés primeiros). A imagem de p4 pelo tinico automorfismo ¢ acima é dada pela
formula

(p2 — p3)(ps — p1)

(P2 —p1)(pa —p3)

Classicamente esta é chamada a razao cruzada da quadrupla (py,ps, ps, p4)-
(Variam na literatura as convengdes sobre a ordem dos quatro pontos.) Observe
que a razao cruzada nunca atinge qualquer dos trés valores 0, 1, co.

E f4cil ver que, dadas duas quadruplas de pontos distintos em P!, existe um
automorfismo que leva uma na outra se, e s6 se, as duas razoes cruzadas sao
iguais. Mais geralmente, pode-se mostrar que duas n-uplas (p1,p2, s, - -, Pn)
e (P}, Py, P, --.,pl,) sdo projetivamente equivalentes em P! se e s6 se vale a
igualdade de razoes cruzadas A(pi1, pe, ps, pi) = A(DY, Ph, s, pi) para cada i de
4 an.

Py — )‘(plap27p37p4) =

Estas observacoes levam facilmente a uma solucao do problema de classi-
ficacao de “n-uplas de pontos distintos em P! 7, médulo equivaléncia projetiva.
Porém, como ficara claro na proxima secao, é conveniente mudar um pouco o

) )
ponto de vista, de sorte a permitir lidar também com limites quando os pontos
se aproximam.

1.1.3 Exercicio. Mostre que o mapa P! x P! x P! \ diagonais — Aut(P')
que associa a cada terna de pontos distintos o inico mapa que os leva orde-
nadamente em 0, 1, co € um morfismo.

Definicao. Uma curva racional lisa n-marcada

(Capla s 7pn)

¢ uma curva racional lisa projetiva C' munida da escolha de n pontos distintos

P13 Pn eC.
Um isomorfismo entre duas curvas racionais n-marcadas

2 (Cvpla---apn) = (Clapllavp/n)
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é um isomorfismo ¢ : C' = C’ que respeita as marcas ordenadas, i.e.,

epi) =p;, i=1..n

Mais geralmente, uma familia de curvas racionais lisas n-marcadas é uma
familia plana e prépria (cf. [26] p.95, 253) 7 : X — B com n segoes disjuntas
o; : B — X tal que cada fibra geométrica Xj := 7 !(b) é uma curva racional
projetiva lisa. Note que as n segdes selecionam n pontos especiais o;(b) que
sao as n marcas daquela fibra. Um isomorfismo entre duas familias 7 : X — B
en : X' — B (com a mesma base) é um isomorfismo ¢ : X = X' que torna
comutativo o diagrama

x—7 .y
o; T T m’ T o
B B

Lembrando que toda curva racional lisa ¢ isomorfa a P!, classificar cur-
vas racionais lisas n-marcadas modulo isomorfismo é o mesmo que classificar
n-uplas de pontos distintos em P!, médulo equivaléncia projetiva.

Seja M, ,, o funtor da categoria de esquemas para a categoria de conjuntos
que atribui a cada esquema B o conjunto de classes de isomorfismo de familias
de curvas racionais lisas n-marcadas sobre B. O primeiro indice indica género
igual a zero. Temos o seguinte resultado bésico.

1.1.4 Proposigao. Paran > 3, o funtor M, é representdvel. O

Denote por My, o esquema que representa (cf. Newstead [36]) o funtor
My . Uma formulagao equivalente para a proposicao ¢ dizer que My, ¢ um
espaco de médulos fino para o problema de classificacdo de curvas racionais
lisas n-marcadas. Isto significa que existe uma familia universal Uy,, — My,
de curvas n-marcadas. Em outras palavras, toda familia X — B de curvas
racionais projetivas lisas munida de n segdes disjuntas é induzida (juntamente
com as segoes) por um e s6 um mapa B — M ,,.

1.1.5 Exemplo. Seja n = 3. Para qualquer curva racional lisa com trés
marcas (C, p1, pa, p3), existe um tnico isomorfismo a (P!, 0, 1, 00). Isto é, existe
apenas uma classe de isomorfismo e portanto M3 é um ponto. Sua familia
universal é um P! com as marcas 0, 1, oo. De fato, se ¥ — B ¢ uma familia com
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fibras geométricas isomorfas a P! que admite pelo menos uma secao, pode-se
mostrar que X ~ P(£), onde £ denota um fibrado vetorial de posto dois sobre
B (cf. o argumento em [26], p.369). Se a familia admitir pelo menos duas
secoes disjuntas, entao o fibrado se cinde; se existirem trés segoes disjuntas,
mostra-se que X ~ B x P! e que existe um tinico isomorfismo tal que as trés
secoes identificam-se com as secoes constantes B x 0, B x 1, B X 0o, nesta
ordem.

1.1.6 Exemplo. Suponha agora n = 4. KEste é o primeiro caso nao trivial
de espago de moédulos de curvas racionais marcadas. Vamos descrevé-lo com
detalhes, juntamente com sua compactificagao MOA (cf. 1.2.6).

Sabemos que é possivel fixar as trés primeiras marcas como

p1=0,p2=1, p3=o00

mediante um isomorfismo tnico. Resta-nos apenas um ponto, o qual pode ser
arbitrario, desde que distinto dos trés fixados. Ou seja, toda curva munida
de 4 marcas, (C, p1, p2, p3, ps), € isomorfa a (P, 0,1, 00,q) para um tnico q €
P!~ {0,1, 00} e o isomorfismo das curvas marcadas ¢ tinico. Vemos assim que
Mys = P~ {0,1,00} deve ser um espago de médulos para curvas racionais
com 4-marcas (mddulo isomorfismos). Se preferir, pode pensar em M 4 como
o espaco das razoes cruzadas. Para verificar que se trata efetivamente de um
espaco de modulos fino, devemos exibir uma familia universal.

Considere a familia trivial Uy 4 := P! x My — Mp4 juntamente com as
seguintes secoes disjuntas: a secao diagonal A, e mais as trés secoes constantes
So=0xMy4, S1 =1xXMya, € Seoc = 00 X My 4. Entao a fibra sobre um ponto
q € Mp4 ¢ uma reta projetiva U, com quatro pontos distinguidos, a saber,
suas intersecoes com as quatro secoes.

P! Uq
A
00 1 —O0— Soo
1 T —O0— S1
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1.1.7 Descricao de M, em geral. Para obter M5, tome My4 x M4 €
jogue fora a diagonal. Da mesma forma é facil se convencer de que o espaco
M., é isomorfo ao produto cartesiano de n— 3 cdpias de P\ {0,1, 00} menos
todas as grandes diagonais. (Pense como o espaco parametrizando n— 3 razoes
cruzadas distintas.)

Mon = Mys x---xXMyy ~ |J diagonais.

n\—,?)
Em particular, My, é liso, de dimensao n — 3. Observe que a familia universal
¢ a trivial Up,, = P! x My, com as seguintes secoes. As trés primeiras sao as
constantes 0,1, 00 (nesta ordem) e as demais sao as n — 3 projegoes My, =
M074 X oo X M074 — M074 - P!

1.2 Curvas racionais marcadas estaveis

Uma primeira idéia para compactificar My, é simplesmente permitir que as
marcas coincidam; a compactificaciao seria entdo algo como (P!)"~3 ou P"3.
Porém, propriedades geométricas basicas seriam perdidas com estas compacti-
ficagoes, como mostra o seguinte exemplo.

1.2.1 Exemplo. Considere as duas familias de quadruplas
Cy=(0,1,00,t),  Dy=(0,t7" 00,1).

Enquanto ¢t # 0, 1,00, temos familias de curvas racionais 4-marcadas lisas.
Obviamente as duas familias tém em comum a mesma razao cruzada t, logo
sao isomorfas. Mas os limites para t = 0 envolvem pontos coincidentes: Cj tem
p1 = p4 (igual a zero), enquanto Dy tem py = p3 (igual a infinito). Certamente
essas duas configuragoes nao sao projetivamente equivalentes.

A maneira “correta” de contornar a anomalia que descrevemos foi encon-
trada por Knudsen e Mumford (cf. [30]). Eles mostraram que o natural é
incluir configuracoes onde a curva “quebra”, isto é, admitir certas curvas re-
dutiveis. As curvas que aparecem na compactificacao “boa” sdo as curvas
estaveis que passamos a definir.

Definicao. Uma drvore de retas projetivas é uma curva conexa com as seguin-
tes propriedades.
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(i) Cada componente irredutivel é isomorfa a uma reta projetiva.
(ii) As intersegbes de componentes sao nos, i.e., pontos duplos ordinarios.
(iii) Nao ha circuitos fechados. Isto é, se remover um né, a curva fica des-
conexa. Equivalentemente, se 4 é o nimero de nés, entao ha § + 1 com-
ponentes irredutiveis.
As trés propriedades equivalem a dizer que a curva tem género aritmético 0.
Convencionaremos também chamar de galho cada componente irredutivel

de uma arvore.

Definigao. Seja n > 3. Uma curva racional n-marcada estdvel é uma arvore
C de retas projetivas, com n marcas distintas que sao pontos lisos de C, tal
que cada galho apresenta pelo menos trés pontos especiais.

Aqui, ponto especial significa qualquer uma das marcas ou um né (ponto
de intersecao com outro galho).

Todas as curvas consideradas doravante sao racionais. Por isso, diremos
simplesmente curvas n-marcada estdvel, subentendendo que se trata de curva
racional n-marcada estavel.

1.2.2 Exemplo. Na figura seguinte, os galhos sao todos isomorfos a P!. As
trés primeiras curvas sao curvas racionais n-marcadas estaveis; as quatro
ultimas nao o sao.

A quarta curva nao é estavel porque o galho vertical tem apenas dois pontos
especiais; a quinta nao é estavel porque mostra uma marca que é um ponto
singular da curva. Finalmente a sexta e a sétima curva nao sao arvores. A
sexta, porque tem um ponto triplo, a sétima porque tem um circuito fechado.
(Porém, a sétima é estdvel enquanto curva 4-marcada de género 1, cf. 1.6.2.)

1.2.3 Convencao. Diremos que um dado objeto ou configuracao nao admite
automorfismos ou € livre de automorfismos se a identidade for o tinico auto-
morfismo possivel.

1.2.4 Observagao. Uma vez que exigimos trés (ou mais) pontos especiais
numa reta projetiva, nao sobram mais automorfismos. Assim, a condicao de
cada galho ter trés ou mais pontos especiais é equivalente a dizer que a curva
nao admite automorfismos.
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As defini¢oes de familias e de isomorfismos de curvas estaveis sao analogas
as correspondentes defini¢oes para curvas lisas (cf. 1.1).

Seja My, o funtor que a cada esquema B atribui o conjunto das classes
de isomorfismo de familias X/B de curvas racionais n-marcadas estéveis. O
teorema seguinte afirma sua representabilidade.

1.2.5 Teorema. (Knudsen [30].) Para cada n > 3, existe uma variedade
projetiva lisa Mg, que é um espaco de mddulos fino para curvas racionais
n-marcadas estaveis. Ela contém como aberto denso a subvariedade My,,. O

Portanto, os pontos da variedade My, estdo em bijecio natural com as
classes de isomorfismo de curvas racionais n-marcadas estaveis.

Veremos mais adiante (1.4) que a familia universal Uo,n — Mo,n é 0 mapa
Mo i1 — Mo, que esquece a dltima marca (cf. 1.3.5).

1.2.6 Exemplo. Vamos estudar com detalhes o espaco My 4 e descrever em
particular a natureza da familia universal UoA — MOA. A tnica compacti-
ficagao lisa de My 4 ¢ P'. No entanto, apenas preenchendo de volta os trés
pontos omitidos acima traz problemas na familia: as secoes deixam de ser
disjuntas. Cada uma das trés fibras especiais, e.g. a fibra U, sobre ¢ = 0,
apresenta um ponto marcado em dobro pois A e Sy encontram Uy no mesmo
ponto.

Para remediar a situacdo, explodimos P! x P! nesses trés pontos maus e
definimos UOA 1= Bl(]P’1 X IP’l). Sejam Ej, E] e E., os divisores excepcionais.
A explosao sanou o problema: a fibra sobre ¢ = 0 é agora [70 U Ey, a uniao de
duas curvas racionais. Veja a figura.

Eq

No transformado estrito da fibra, Uy, ha trés pontos especiais: o ponto de in-
tersecao com o divisor excepcional Fy, juntamente com as duas marcas prove-
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nientes da intersecao com os transformados estritos S e goo. Essas duas mar-
cas permanecem distintas pois estao fora do centro de explosao; pelo mesmo
motivo, S7 e S, nao encontram FEy. Em FEj existem também duas marcas,
a saber, as intersecoes com os transformados estritos de Sy e A. Elas sao
distintas pois esses dois divisores se cruzam transversalmente em P! x P!

Resumindo, a fibra sobre ¢ = 0 consiste em duas retas projetivas que se
cortam em um ponto, e cada uma dessas retas apresenta dois pontos marcados.
Em particular, a fibra é estavel: ha trés pontos especiais em cada um dos dois
galhos.

A construcao mostra que, cada vez que dois pontos marcados tentam co-
incidir, um novo galho brota e recebe os dois pontos. Veja a figura.

1.2.7 Exemplo. Mantendo a mesma notagao, vejamos como o problema do
exemplo 1.2.1 é resolvido. O limite Cy da familia Cy = (0,1, 00,t) é a arvore
com dois galhos tal que p; = 0 junto com p, fica em um galho, e p, = 1
e p3 = 0o no outro. Agora observe que, a menos de isomorfismo (tinico), s6
existe uma curva 4-marcada deste tipo. Com efeito, hd exatamente trés pontos
especiais em cada galho, justamente o suficiente para a curva ser estavel, e
para nao permitir mais liberdade de escolhas. A mesma descricao serve para
o limite Dy da familia D; = (0,¢7!, 00,1). Portanto, esses limites sdao iguais,
como queriamos.

Ct Dt
Pa D2
y2 P1 P2 D3 P2 D3 P1 D4 P1 Psa P3 b2
— = «— ° ° ° °
t -0 1 oo 0 1 oo«t!
p1 P3

1.2.8 Observagao. Vimos que Uy, é igual a P! x P! explodido nos trés pon-
tos. Isto pode ser reinterpretado também como afirmar que UoA ¢é igual a
Moy X Mo.s M4 explodido nos trés pontos. Esta é a idéia da generalizagio
para o caso de mais marcas. Veja 1.4 adiante.
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Observe que em coordenadas locais analiticas, numa vizinhanca A' ~ U C
My 4 de um ponto t = 0 da fronteira de M4, 0 mapa é da forma

Q — A
(z,y,t) — t

onde Q C A? é dada pela equacao xy = t. Esta observacio também se
generaliza. .. Veja ainda 1.4.4.

1.2.9 Observacao. Explodir P! x P! em trés pontos ¢ a mesma coisa que
explodir P? em quatro pontos. Esta superficie pode ser realizada como a
superficie de del Pezzo Sy C P° que ¢ a imagem de P? imersa pelo sis-
tema linear das ctibicas passando pelos quatro pontos. As dez retas que Sy
contém, correspondem entao exatamente as seguintes curvas: as quatro secoes
0,1,00,A; as trés fibras estritas Fy, Fi, Fii; e os trés divisores excepcionais
Ey, Ey, E. Veja o livro de Beauville [4], p.60-63.

1.2.10 Com mais marcas. Mais geralmente, em situagdes com mais mar-
cas, a figura para degeneracoes continua praticamente a mesma. Sempre que
numa tal curva duas marcas vém a coincidir, nasce um novo galho (racional)
para receber as duas marcas. Quando ha mais marcas disponiveis, é também
possivel que trés ou mais marcas se juntem simultaneamente; entao um tnico
galho racional aparece para acolher esses pontos. Por fim, pode acontecer que
uma ou mais marcas se aproximem de um né (intersecao de dois galhos); ai
novamente surge um novo galho absorvendo todos os pontos em questao, como
indicado nas figuras:

PR,
AN
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1.2.11 Observacgao. Vocé poderia se perguntar o que acontece quando duas
marcas colidem num galho com apenas trés pontos especiais. Se isso fosse
possivel, obteriamos um galho com apenas dois pontos especiais e a estabi-
lidade seria perdida. Mas note que esse caso nao pode ocorrer: quando um
dos trés pontos especiais comega a se mover, a curva permanece isomorfa a
curva original, j& que existe um automorfismo que envia o ponto de volta a sua
posicao inicial. Assim, mover pontos num galho com sé trés pontos especiais
nao traca uma curva no espaco de moédulos: jamais abandonamos o mesmo
ponto nesse espaco. Portanto, esse tipo de degeneracao nao é possivel.

1.3 Estabilizacao, esquecimento, contracao

1.3.1 Estabilizagao. Dada uma curva n-marcada estével (C, p1,...,p,) e um
ponto arbitrario ¢ € C, vamos descrever uma maneira canonica de produzir
uma curva (n+1)-marcada estavel. Se ¢ ndo é um ponto especial, entao é sé
fazer p,i1:= q e temos uma curva (n+1)-marcada que obviamente é estavel.
Se ¢ é um ponto especial de C, fazemos de inicio p,.1 := ¢, mas neste caso
a curva (n+1)-marcada nao fica estavel. O que afirmamos é que existe uma
maneira canonica de estabilizar uma curva deste tipo. J& vimos nos exemplos
da secao anterior como isso deve ser feito: para haver continuidade no processo
de estabilizacao, o limite das estabilizagoes deve ser a estabilizacao do limite.
Se pp11 = q corre em pontos nao especiais de C' e de repente coincide com um
ndé ou uma marca p;, entao ja aprendemos quem ¢é o limite, isto é, quem é a
estabilizacao. Reveja nos dois casos seguintes.

Caso I. Se ¢ é 0 n6 de incidéncia de dois galhos, separe-os e forme uma nova
curva acrescentando um galho unindo aqueles dois, e marcando p, 1 sobre o
galho novo.

pn+1 q

¢é a estabilizacao de

Caso II. Se g coincide com uma das marcas, digamos p;, crie um galho novo
nesse ponto e marque nele p;, P 1.
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DPnt1 ¢é a estabilizacao de
pi

Note que nos dois casos, a escolha de posi¢ao dessas marcas no novo galho é
irrelevante, ja que temos nele exatamente trés pontos especiais.

Mais precisamente, esse processo funciona em familias:

1.3.2 Proposigao. (Knudsen [30].) Dada uma familia de curvas n-marcadas
estaveis (X/B,o01,...0,), seja d : B — X mais uma se¢do qualquer. Entao
existem uma familia (X'/B, o1, ..., 0, 0,,,,) de curvas (nt+l)-marcadas estdveis
(sobre B) e um B-morfismo r : X' — X tal que

(i) sua restrigio k™1 (XN 0) X\ J € um isomorfismo,

(i) koo ., =0ce
(iii) koo, =0y, parai=1,...,n.
A menos de isomorfismo, a familia € unica com essas propriedades, e ¢ chamada
a estabilizacao de (X/B,oy,...0,,0).

Vale ainda que estabilizacao comuta com produtos fibrados. O

A 1ltima assercao é tutil principalmente porque garante que as fibras da
familia estabilizada sao as estabilizacoes das fibras. Em particular, em todas
as fibras de X/B onde ¢ ¢é disjunta das outras segoes 0, temos X} isomorfa a
X, com as n + 1 segoes.

J& vimos um caso dessa estabilizacao de uma familia, no exemplo 1.2.6 onde
a secao extra foi a diagonal. A estabilizagdo consistiu em explosao dos trés
pontos de intersecao entre as segoes. Essa observacao se generaliza e Knudsen
mostra como a estabilizacao é dada por explosoes especificas.

1.3.3 Esquecimento e contracao. Reciprocamente, dada uma curva
(n+1)-marcada estéavel (C,p1,...,Dn, Pny1) €xiste uma maneira canonica de
associar a ela uma curva n-marcada estavel (assumindo n > 3). O pri-
meiro passo é simplesmente remover p,.;. Resulta uma curva n-marcada
(C,p1,...,pn). Agora se por exemplo C' é uma curva irredutivel entao essa
curva n-marcada obviamente é estavel. Mas em casos onde C' é redutivel, re-
movendo p, 1 pode desestabilizar um galho e deixar (C, py, . . ., p,) ndo-estavel.
O que afirmamos é que hd uma maneira canonica de estabilizar essa curva.
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Uma vez que o termo estabilizagao ja foi usado, o processo sera chamado neste
caso contra¢ao (seguindo a terminologia de Knudsen [30]). Trata-se simples-
mente de contrair um eventual galho nao-estavel.

Sera chamado de esquecimento de p,.1 o processo de dois passos: remover
Pne1 € em seguida contrair um galho nao-estavel. Vamos desenhar figuras do
que acontece quando a marca p,.1 ¢ esquecida.

Caso I. Se p,y1 fica num galho sem outras marcas, entao este galho é
contraido.

pn+1

Caso II. Se p,4+1 encontra-se num galho com apenas mais uma marca p;, entao
o galho é contraido, e o ponto de intersecao recebe a marca p;.

pi
pn+1
bi Di
Fora esses dois casos, esquecimento nao envolve contracgao.

Como no caso de estabilizagao, tudo funciona bem em familias.

1.3.4 Proposicao. (Knudsen [30].) Seja (X'/B, o4, ..., 00, 00.1) uma familia

de curvas (nHl)-marcadas estdveis. Entao eziste uma familia (X/B, o4, ..., 05)
de curvas n-marcadas estdveis munida de um B-morfismo k : X' — X tal que

(i) kKool =o0; parai=1,...,n;

(ii) para cadab € B, o morfismo induzido Xj — X, € um isomorfismo restrito
a qualquer galho estdvel de (X}, 01(b),...,0,(b)), e contrai um eventual
galho nao estavel.

A familia (X/B,01,...,0,) € inica a menos de isomorfismo e dizemos que é
obtida de X'/ B por esquecimento de o7, .
Vale ainda que esquecimento comuta com produtos fibrados. O

1.3.5 Observacao. J4 descrevemos o mapa Mg,+; — My, conjuntista-
mente. A proposi¢ao garante que é de fato um morfismo. Com efeito, con-
sidere a familia universal de curvas (n+1)-marcadas estaveis U 41 — Mo i1
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Resulta do esquecimento da ultima marca uma familia de curvas n-marcadas
estaveis, com a mesma base Mo’n_’_l. Agora a propriedade universal de Mo,n
nos da um morfismo

e: Mony1 — Mo,

que claramente coincide com a descricao conjuntista que ja tinhamos. Esse
morfismo serd chamado o mapa de esquecimento.

1.3.6 Observagao. No caso exposto acima, esquecemos a ultima marca. Po-
rém, esta escolha é ditada apenas por conveniéncia de notacao. Poderiamos
igualmente esquecer uma outra marca: afinal cada qual desempenha o mesmo
papel que qualquer outra. Veja 1.5.13 onde combinamos véarios esquecimentos.

1.3.7 Comparagao entre estabilizagao e contragao/esquecimento.

E interessante observar que a curva obtida por esquecimento da marca p,;
sempre vem com um ponto distinguido (ndo uma marca), a saber, o ponto
K(pns1). No caso geral, quando o esquecimento nao envolve contragao, esse
ponto distinguido é um ponto nao-especial. Nos dois casos em que acontece
contracao, o ponto distinguido é um ponto especial, seja um né (caso I), seja
uma marca (p; como no caso II). Veja o diagrama (para o caso I).

Pn+1
estabilizar Pn+1
«—
estavel nao estavel
apagar pn+1 \l/ Tacender Pn+1
q
q
—_—

contrair

nao estdvel estdavel

Aqui, o ponto ¢ nao é considerado uma marca. As diregoes das setas indicam
apenas “a diregdo da construcao”, e nao quer dizer que existe um mapa. (O
sentido do mapa é sempre para direita e para baixo.)
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Poderiamos desenhar um diagrama analogo para o caso II (a situacao onde
q cai em cima de uma marca p;). Faga-o como exercicio.

1.4 Esbogo de construgao de M,

A observacao chave para a construgao de Mg, como espaco de médulos fino
é que existe um isomorfismo M, O+l ~ U, o.n- Podemos assim fazeé-la iterativa-
mente. Acompanhe no diagrama seguinte, comegando de baixo para cima.

UO 5 etc.

)

Pl >~ U073 ~ M074

Vamos argumentar porque U, 04 ~ M, 5, € depois construir a familia uni-
versal U 5= M, 5. O procedimento é anédlogo para n > 5.

1.4.1 Construgao (conjuntista) de M;s. O primeiro passo é mostrar que
existe uma bije¢io natural de conjuntos entre Ugy ¢ Mys. A cada ponto
q € Up,y vamos associar uma curva 5-marcada estavel C,. Denotemos por
7 : Uy — Moy a familia universal. Dado q € Ugy, escreva F, = 7~ '71(q), a
fibra passando por q. Ou seja, 7(q) € M4 representa uma curva 4-marcada
estavel isomorfa a fibra F,. Agora o préprio ponto ¢ especifica uma quinta
marca e produz-se assim uma curva 5-marcada que denotamos (F,, ¢). Caso ¢
nao seja um ponto especial de Fy, esta curva ja é estavel e podemos chama-la
C,, a curva 5-marcada estdvel desejada Se o ponto ¢ for um ponto especial
de Fq, entdo tomamos como C, a estabilizagio de (F, q).

E claro que a aplicacdo U 05 2q¢— C, € M, 0,5 ¢ injetiva. Por outro lado,
dada qualquer curva 5-marcada estavel (C, P1,---,Ps), podemos esquecer ps
para obter uma curva 4-marcada estdvel, junto com um ponto nela (o lugar
onde estava ps, cf. 1.3.7). Isto especifica uma fibra de 7 mais um ponto na fibra.
Ou seja, um ponto em Ugy. Esta é a bijecao prometida. Observe que pela
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construcao, o morfismo 7 se identifica com o mapa de esquecimento da marca
ps (cf. 1.3.5). Na bijecao conjuntista, a fibra do esquecimento identifica-se com

a fibra de 7.

Vamos agora esbocar o segundo ingrediente do procedimento iterativo: a
construcao da curva universal U075 a partir de Mof,. Isto significa que Mof,
nao esta apenas conjuntistamente em bijecao com as classes de isomorfismo
de curvas estaveis, mas sim que realmente é um espago de médulos fino.

1.4.2 Construgao da familia universal U075. Como no caso visto acima,
7 : Upy — My, o principio é tomar o produto fibrado sobre My 4 de duas
copias de Hof, e estabilizar.

Considere agora o diagrama cartesiano

Uos
K
Uoa XMo.a Uoa Uoa
5 g; T g
Uo.a Mo 4.

O mapa imagem reciproca de 7, junto com as imagens reciprocas das secoes
0;, fornece uma familia de curvas 4-marcadas parametrizada por Ugy (lado
esquerdo do diagrama). Esta familia admite mais uma se¢ao natural, qual
seja, a secao diagonal §. Esta secao desestabiliza a familia, porque ela nao é
disjunta das outras 4 secoes. Mas sabemos de 1.3.1 que existe uma estabili-
zacao. Afirmamos agora que a estabilizacdo é a familia universal e por isso
vamos denota-la por U0,5.

Vamos mostrar que a fibra (U 3), desta familia sobre um ponto ¢ € Ug4
¢ uma curva 5-marcada isomorfa a C; (cf. 1.4.1). A fibra sobre ¢ é a imagem
reciproca da fibra sobre 7(q) € MOA. Mas sabemos que a fibra sobre um ponto
em MOA ¢ isomorfa a curva que ele representa — no caso, a curva 4-marcada Fj,.
Agora, por construgao, temos mais uma marca nesta curva, dada pela secao
diagonal 0. Isto ¢, a quinta marca é o préprio ¢ € F,. Portanto, a fibra sobre ¢
de Ug 4 X W 4 Upy — Uga é a curva 5-marcada (F,, q) que ndo necessariamente
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é estavel. O que querfamos era a fibra correspondente da estabilizacio U s.
Mas sabemos que estabilizagao comuta com produtos fibrados: a fibra da
estabilizagao é a estabilizacao da fibra. Mas pela prépria construcao da bijecao,
a estabilizagao de (F,, q) é exatamente a curva 5-marcada estavel C,.

Isto mostra que M5 (munido da estrutura de esquema de Upy) possui
uma familia tautoldgica. Para estabelecer entao que é um espago de modulos
fino, falta mostrar que a familia tem a propriedade universal. Omitimos aqui
esta verificacao.

1.4.3 Observacgao. Vale a pena ressaltar que a estabilizacao da familia
[ X Mo U4 — Up4 nao é simplesmente a explosio ao longo das intersegoes
das segoes como era o caso para n = 3. Para n > 4, é mais sutil porque o
mapa Upa X737, , Uy — Up4 nao é liso. Também ¢ nao é um mergulho regular,
e a explosao vira uma variedade singular. Mas é possivel explodir um pouco
mais, e a dessingularizacao minimal sera a estabilizacao procurada UQE,.

1.4.4 Descrigao local de 7. Em A3, com coordenadas (x,y,t), considere a
quadrica () dada pela equagao zy = t. Ja vimos que o mapa Uyy — M4,
local-analiticamente em torno de um ponto da fronteira de M4, é da forma

Q — A
(z,y,t) — t

Em particular, tem fibras geométricas reduzidas.
Da mesma forma, Knudsen mostra que o mapa Uy ,, — M, local-analiti-
camente ao redor de um ponto da fronteira de M, é da forma

VxQ — VxA!
(v, (2,9,1) = (v,1)

onde V' é uma variedade lisa. Suas fibras geométricas sao reduzidas.

1.5 A fronteira

Cada ponto da fronteira Mg, ~\ My, corresponde a uma curva redutivel.

1.5.1 A estratificagao de M ,. Comecemos observando que o subconjunto
Y5 de My, consistindo em curvas com ¢ nés é de dimensao pura n — 3 — 9
(sempre que este nimero seja nao negativo).
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Argumentamos com uma simples contagem de parametros. Calculamos a
dimensao somando os graus de liberdade que apresenta cada galho para mover
0s pontos especiais: as marcas e os nés. No total, temos n+20 pontos especiais
porque cada n6 é um ponto especial de ambos os galhos que se interceptam
nele. Agora, por estabilidade, cada galho tem pelo menos trés pontos especiais,
e sabemos que ha sempre um automorfismo que manda esses trés pontos em
0,1,00. Isto é, em cada galho, trés dos pontos especiais sao gastos s6 para
fixar automorfismos. Sendo C' uma arvore, o nimero de galhos é d + 1. Logo,
concluimos que

dim¥s=n+2—-3(0+1)=n—3-9
como afirmado.

A justificativa para contar parametros galho-por-galho serd dada em 1.5.10,
onde veremos que o lugar de M, que corresponde a curvas com 0 noés é
localmente um produto dos espacos de moédulos dos seus galhos.

1.5.2 Exemplo. Segue uma figura da estratificacao de M. Os seis pontos
marcados nao sao rotulados, mas o nimero ao lado de cada configuracao indica

de quantas maneiras pode ser feito.
/
15 //>10<\\‘\
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Cada ntimero aparece como um coeficiente multinomial, dividido pelo ntimero
. . ~ AT , , !

de simetrias da configuracao. Por exemplo, o ultimo ntimero é 90 = ﬁ /2

porque a configuracao é simétrica no ponto médio.

1.5.3 Ciclos de fronteira. Como sugerido pela figura anterior, o fecho de
uma dada configuracio é uma subvariedade (lisa) de My, chamada um ciclo
de fronteira. A fronteira de um ciclo de fronteira consiste em ciclos de fronteira
(de codimensao maior) que correspondem a configuragoes que sao degeneragoes
da configuragao dada.

A nao-singularidade de cada ciclo fronteira sera discutida logo mais, estudando
a sua estrutura recursiva.

1.5.4 Divisores de fronteira. Particularmente interessantes sao os divi-
sores de fronteira. Sao os ciclos de fronteira de codimensao um. Denotemos
por [n] o conjunto das n marcas. Temos entao um divisor irredutivel D(A|B)
para cada partigao [n] = AU B com A, B disjuntos e A4 > 2,4B > 2. Um
ponto geral em D(A|B) representa uma curva com dois galhos, ficando os
pontos de A em um galho, e os pontos de B no outro.

Na fronteira de cada divisor de fronteira encontramos as degeneracoes
possiveis da configuracao dada, ou seja, ciclos de fronteira de codimensao
maior.

1.5.5 Exercicio. O nimero de divisores de fronteira de M, ,, é

n—2 n

1 _ n—1

S () < v
=2

Por exemplo, MOA tem 3 divisores de fronteira, como ja vimos; Moﬁ tem 10;
e Myg tem 25 =15+ 10 (cf. 1.5.2).

1.5.6 Exemplo. Consideremos a intersegdo de D(ab|cdef) com D(abc|def)
em Myg. Vemos que as Unicas degeneragoes comuns aos dois divisores sao as
contidas na aderéncia da configuracao (ab|c|def) indicada na figura seguinte.
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Uma moral deste exemplo é que a interse¢ao de dois divisores de fronteira
é sempre irredutivel.

1.5.7 Observagao. Sejam AU B = [n] e AU B’ = [n] duas parti¢oes tais
que nao exista inclusao entre dois quaisquer dos quatro conjuntos A, B, A’, B'.
Neste caso,

D(A|B)n D(A'|B') = 0.

Com efeito, nao ha degeneracoes em comum.

1.5.8 Exemplo. J4 vimos que M 5 ¢ isomorfo a U 4. Vamos identificar os 10
divisores de fronteira (cf. 1.5.5). Um ponto g € Uy 4 (reveja 1.2.6) numa secao
o; (digamos 07) parametriza uma curva onde a quinta marca g “coincide” com
a primeira, ou mais exatamente, essas duas marcas estao juntas num mesmo
galho. Logo, o divisor o3 C U4 corresponde ao divisor de fronteira de M5
cuja curva geral é da forma

Um ponto q € Ey mapeia para o ponto 0 da fronteira de My 4. Digamos
que 0 € Mg, corresponda & particdo (pi,ps | ps,ps). Segue que o divisor
Ey, C U0,4 corresponde ao divisor de fronteira de Hoﬁ com o aspecto da figura
seguinte.

b3
yZ

Um argumento idéntico mostra que a fibra estrita Fj é o divisor de fronteira
cuja curva geral é da forma indicada na figura abaixo.

P2
P1 q
p3
Pa

Por fim, vamos descrever o ponto g € EyNF{. Ele corresponde a intersecao
dos dois divisores, ou seja, a configuragao seguinte.
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q
b2 b3

P1 D4

Observe que os dez divisores de fronteira de M5 se interceptam transver-
salmente. Este comportamento se propaga para cima pela torre de M,’s,
como afirma o resultado seguinte

1.5.9 Proposigao. A fronteira de My, ¢é um divisor de cruzamentos nor-
mazis. O

1.5.10 A estrutura recursiva. Cada ciclo de fronteira é naturalmente iso-
morfo a um produto de espacos de modulos de dimensao menor. Vejamos em
detalhe o caso de um divisor D(A|B).

Um ponto geral de D(A|B) corresponde a uma curva com dois galhos, com
os pontos de A distribuidos sobre um galho, e os pontos de B sobre o outro.
Agora tome cada galho separadamente e denote o ponto de intersecao pela letra
x. Isto nos d4 um elemento de MO, Au{z} € outro elemento de Mo,Bu{x}- Re-
ciprocamente, cada elemento de MQ Au{z} X MO, BuU{z} reproduz a configuragao
original, identificando os dois pontos com a marca z e atando as duas curvas
com um né nesse ponto. Obtemos assim um isomorfismo candnico

D(A|B) =~ MO,AU{x} X MO,BU{x}-

€z T
A B A 5
—> X

Em particular, sabendo que os espagos de mdédulos para menos marcas sao
lisos e irredutiveis, deduzimos que os divisores de fronteira também sao lisos
e irredutiveis. Segue também desta descricao que realmente vale o argumento
para contar dimensao “galho-por-galho” indicado em 1.5.1.

1.5.11 Imagem inversa de divisores de fronteira sob esquecimento.
Considere o mapa de esquecimento ¢ : WO,nJrl — Mo,n, onde a ultima marca
Pny1 ¢ a omitida. Seja D(A | B) um divisor de fronteira de Mj,. Entao
na imagem inversa temos duas possibilidades: ou a nova marca p,.; fica no
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galho de A ou no de B. Isto descreve conjuntistamente a imagem inversa.
Lembrando ainda que as fibras geométricas sao reduzidas, concluimos que os
coeficientes da imagem reciproca do divisor sao iguais a 1, isto é

*D(A | B) = D(AU{pns1} | B) + D(A| BU{pns1})-

1.5.12 Exemplo. As n se¢oes da curva universal UO,n — MO,,@ admitem uma
interpretacao em termos do mapa de esquecimento € : Momﬂ — Mo,n- Lembre
que a i-ésima se¢ao ¢ a que ‘“repete a i-ésima marca” e estabiliza. E o caso
IT descrito em 1.3.1 na pagina 10. Com esta observacao, podemos comparar a
fronteira F;, de MOn com a de M, n+1. A fronteira F,, 1, de M, nt1 €

Fn+1 = E*Fn + E g;,
onde aqui, por abuso, o simbolo o; denota a imagem da secao em Mg ;1.

1.5.13 Composicoes de mapas de esquecimento. Como observado em
1.3.6, nada impede esquecer outras marcas que nao a ultima. Suponha que
A = [n] é o conjunto das marcas e seja B C A. Entao existe um mapa
Mo 4 — My p dado pelo esquecimento de todas as marcas do complemento
ANB. E simpesmente a composicao dos mapas de esquecimento estudados
em 1.3.5. Observe que todos esses mapas comutam, i.e. ndo importa em que
seqiiéncia eliminamos as marcas. Com efeito, restrito ao aberto denso de curvas
lisas, € clara a irrelevancia da ordem em que as marcas sao esquecidas.

1.5.14 Divisores de fronteira especiais. Particularmente importante é
o mapa de esquecimento MO,,@ — MOA = P!, assumindo n > 4. Tome um
dos divisores de fronteira de M4, digamos D(ij|kl): sua imagem reciproca
para Mg, é uma soma de divisores D(A|B). Combinando as férmulas 1.5.11
para cada passo de esquecimento, vemos que resulta a soma sobre todas as
partigdes AU B = [n] tais que i,j € A e k,l € B. A férmula garante também
que em todos os termos da soma o coeficiente vale 1.

Lembrando que os trés pontos da fronteira de M ¢ jr;y = P' sdo linear-
mente equivalentes, segue que suas imagens reciprocas em Mg, também o so.
Assim obtemos as relacoes fundamentais

> D(AIB) = Y D(AIB) = ) _ D(A[B) em A'(M,,).
i,jEA i,k€A ileA
kleB jleB j,keB
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1.5.15 O anel de Chow de M,,. Keel [27] demonstra que as classes dos
divisores de fronteira D(A|B) geram o anel de Chow, e que as trés relagoes
do paragrafo anterior, junto com as descritas em 1.5.7, fornecem um conjunto
completo de relacoes.

1.6 Generalizacoes e referéncias

As construgoes e os resultados deste capitulo admitem paralelos para curvas
de género g > 0, mas a teoria é muito mais sutil. Primeiro, pelo fato de que
duas curvas lisas do mesmo género nao sao mais necessariamente isomorfas, ha
toda uma teoria de médulos de curvas, precedendo qualuer mencao a marcas.

1.6.1 Médulos de curvas. Para g = 1, as curvas lisas (curvas eliticas)
sao classificadas pelo invariante j (cf. Hartshorne [26], Ch. 4). O espago de
médulos M, é isomorfo a Al. Na compactificacio M; = P!, o ponto da
fronteira corresponde & curva nodal racional (de género aritmético 1). M; é
um espaco de modulos grosseiro.

Para g > 2, existe um espaco de médulos grosseiro M, (ndo projetivo) que
parametriza classes de isomorfismo de curvas lisas de género g. Sua dimensao é
3g—3. Existe uma compactificacao ﬂg que ¢ espaco de modulos grosseiro para
classes de isomorfismo de curvas estdveis. ./\_/lg é liso fora do lugar das curvas
que possuem automorfismos, e é localmente o quociente de uma variedade lisa
por um grupo finito.

A teoria de médulos de curvas € riquissima. Um bom guia para a literatura
é o recente livro de Harris e Morrison [25]. Recomendamos ainda as notas
de Gatto [22], que além de apresentar muitos exemplos e detalhes preciosos,
enfatiza questoes da teoria de intersecao desses espacos.

1.6.2 Espagos de Knudsen-Mumford. Quanto a curvas com marcas,
ainda é verdade que M,, é um espaco de médulos grosseiro para curvas
n-marcadas estaveis de género aritmético g. Observe que a condicao de esta-
bilidade neste caso inclui a exigéncia de que um galho de género 1 tenha pelo
menos um ponto especial. Em particular, o espaco de curvas eliticas descrito
acima nao se encaixa nesta definigao. . .

Estabilizacao e esquecimento funcionam igualmente em Mg,n e a construcao
ainda é a esbocada em 1.4. A descricao da fronteira fica mais complicada
porque as curvas nao sao mais necessariamente arvores. Quer dizer, pode haver
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curvas de tipo nao-compacto, como por exemplo a ultima curva desenhada em
1.2.2.

A estrutura recursiva ainda vale para divisores de fronteira. Mas agora que
nao dispomos de um mapa para MOA, nao temos mais a equivaléncia linear
1.5.14.

A referéncia canonica para M, é Knudsen [30].
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Capitulo 2

Mapas estaveis

A definicao de um mapa estavel serd dada na secao 2.3. Nas duas primeiras
se¢oes, vamos nos deter em uma discussao heuristica dos objetos e dos pro-
blemas. Apresentamos em ordem de sofisticagdo varios espacos de parametros
para mapas, culminando com o enunciado da existéncia e as propriedades mais
importantes do espago de médulos My ,(P", d).

2.1 Mapas P! — P’

Iniciamos agora nosso principal objeto de estudo: curvas racionais em espacos
projetivos. A propriedade caracteristica de uma curva racional irredutivel é
que ela pode ser parametrizada pela reta projetiva. Os mapas j : P! — PT
merecem por isso atencao especial.

Definicao. O grau de um mapa u : P* — P" é o grau do ciclo imagem direta
[P, Em particular, se o mapa é constante, seu grau é zero.

Ou seja, se d é o grau da imagem (com estrutura esquematica reduzida),
e e denota o grau da extensao de corpos, entao o grau do mapa ¢é d - e. Note
que, exceto no caso onde a imagem é uma reta, a definicao acima diverge da
nocao usual, dada pelo grau da extensao de corpos.

2.1.1 O espaco de parametrizacoes. Dar um mapa u : P* — P" de grau
d é especificar, a menos de fator constante, » + 1 formas binarias de grau d,
que sao proibidas de se anular simultaneamente. Esta condicao define um
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subconjunto aberto de Zariski

W(r.d) C P(ED H(Op:(d))).
=0
A dimensao de W (r,d) é rd + r + d. Com efeito, sao (r + 1)(d + 1) graus
de liberdade para a escolha das formas binarias; —1 porque duas (r+1)-uplas
definem o mesmo mapa se diferem por um fator constante.
O espago W (r,d) estd munido de uma ébvia familia de mapas,

P! x W(r,d) — P

W (r,d)

onde o mapa horizontal manda (x, 1) em p(z). De fato, essa familia é universal:
toda familia P! x B — P" de mapas de grau d é induzida por imagem reciproca
por um tunico mapa B — W(r,d). Ou seja, W (r,d) é um espaco de médulos
fino para mapas P! — P de grau d.

2.1.2 Exercicio. O complemento de W (r,d) em P(@D;_, H*(Op(d))) é de
codimensao 7.

2.1.3 Lema. O lugar W°(r,d) € W (r,d) formado pelas imersoes é aberto.
Para d =1, W°(r,1) é igual a W(r,1); para d > 2, o seu complemento € de
codimensao r — 1.

Demonstracago. Um mapa linear nao tem ramificagao, logo podemos assumir
d > 2. Considere o lugar X := {(z,u) € P' x W(r,d) | du, = 0}. Temos
que R:= W(r,d)~W?°(r,d) é a imagem da projecao ¥ — W (r,d). Este
morfismo é finito porque dado um mapa pu € W (r,d) ele sé possui um nimero
finito de pontos de ramificacao. Calculemos a dimensao das fibras da primeira
projecio ¥ — PL. E suficiente olhar para o ponto [1:0]. Em coordenadas
afins, o mapa é dado por r + 1 polinomios fy,..., f. de grau < d, digamos
fr(t) = ago + apat + - -+ argt?. Podemos supor que fy nao se anula em t = 0
(é dizer que agy # 0). Numa vizinhanga afim temos entdo o mapa dado como
t — (fi/fo,---, fr/fo). Sua diferencial em ¢ = 0 é o vetor das derivadas de
fr/ fo, avaliadas em t = 0, o que fica

Qo1 — A01ako
5 .
Apo
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Ja que agy # 0, a anulacao da diferencial se traduz em r condigoes indepen-
dentes nos a;;. Ou seja, a fibra de ¥ — P! tem dimensao rd + d. Portanto
Y., e conseqiientemente R, tem dimensao rd + d + 1, o que é equivalente a
codimensao afirmada. O

2.1.4 Mapas birracionais e recobrimentos. Denotamos por W*(r,d) o
lugar em W (r,d) formado pelos mapas que sado birracionais sobre a imagem.
Uma imersao é sempre birracional sobre sua imagem, logo temos W°(r,d) C
W*(r,d) C W(r,d). Para d = 1, temos W°(r,1) = W*(r,1) = W(r,1). Para
d > 2, os mapas no complemento de W*(r, d) sdo os recobrimentos, i.e. mapas
P! — P tais que o grau da extensao dos corpos correspondentes a dominio

e imagem é pelo menos 2. Todo recobrimento fatora como P! -2 P! o, P,
onde p é um recobrimento da reta, e 1¥» ¢ um mapa birracional sobre a imagem.
A fatoragao nao é unica, porque sempre podemos inserir no meio um automor-
fismo de P! seguido por seu inverso. Ou seja, se u = 1) o p é uma fatoracao,
entao para cada ¢ € Aut(P!) temos uma outra fatoragao

p=(vogp ) o(pop).

2.1.5 Lema. O lugar em W (r,d) dos recobrimentos d-uplos de retas é fechado
de codimensao (r —1)(d —1).

Demonstragio. Um tal mapa fatora P! -2 P! 5 P onde p € W(l,d) e
€ W(r,1). Temos entdo um mapa natural

W(,d) x W(r,1) — W(r,d)
(0, 90) — Wop,

cuja imagem ¢ o lugar procurado. Este é fechado porque um recobrimento de
uma reta nao pode degenerar (em W(r,d)) para outro tipo de parametrizagao.
Com efeito, o mapa limite continua tendo como imagem uma reta. A dimensao
do produto é (2d+1) + (2r+1); por outro lado, o espago W (r, d) tem dimensao
rd + 1+ d, e as fibras sdo todas de todas dimensdo 3 = dim Aut(P!). Logo a
imagem fica com codimensao (rd+r+d)+3—(2d+1)—(2r+1) = (r—1)(d—1).

O

2.1.6 Lema. Suponha d par. FEntio a aderéncia em W (r,d) do lugar dos
recobrimentos duplos de curvas de grau d/2 é de codimensdio (r + 1)d/2 — 2.
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Demonstracao. Mesmo argumento como na demonstracao anterior, olhando
agora para o mapa

W(1,2) x W*(r,d/2) — W(r,d)

(0, ¢) +— Yop.
Desta vez a imagem ¢é apenas construtivel, pois o fator birracional ¢ pode
degenerar em algum recobrimento, assim pulando para outra fatoracao... O

2.1.7 Exemplo. (Parametrizacao de qudrticas.) O espago de todas as quér-
ticas planas parametrizadas W (2,4) é de dimensao 14. Aqui dentro, o lugar
das retas quadruplas tem dimensao 11, enquanto o lugar das conicas duplas
tem dimensao 10.

Para P? temos dim W (3,4) = 19, e neste espago as retas quadruplas for-
mam uma familia de dimensao 13, niimero este que por coincidéncia é também
a dimensao do lugar das conicas duplas.

J& em P4, temos dim W (4, 4) = 24, mas aqui a dimensao do lugar das retas
quadruplas (15) é superada pela familia das conicas duplas (dimensao 16).

Os dois casos tratados nos lemas sao de fato os extremos, no sentido de
que qualquer outra fatoracao possivel de d em dois inteiros leva a codimensao
maior (cf. Pandharipande [38], Lemma 2.1.1). Podemos concluir o seguinte.

2.1.8 Proposicao. O lugar W*(r,d) C W (r,d) formado pelos mapas que sao
birracionais sobre a imagem é aberto. Se d > 2, entao o seu complemento é
de codimensao pelo menos

min {(r —1)(d — 1), (r+1)d/2 — 2}.
Em particular, para r > 2, W*(r,d) é denso em W(r,d). O

2.1.9 Pecados de W(r,d). Note entretanto que, para fins de descrever
familias de curvas racionais, W (r,d) tem defeitos graves. Muito embora,
por definicao, toda curva racional X admita uma parametrizacao P! — X,
nao ¢ verdade que toda familia de curvas racionais admite uma familia de
parametrizacoes de um mesmo P!, cf. exemplo 2.1.10, logo abaixo.

Outro problema com W (r, d) é aredundancia: reparametrizagoes da mesma
curva racional em P” sao consideradas objetos distintos. Precisamos passar ao
quociente por esta equivaléncia.

Finalmente, W (r, d) peca por nao ser compacto (completo).
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Definicao. Uma familia de mapas de curvas racionais lisas ¢ um diagrama

1

X P

™

B

onde 7 é uma familia plana com fibras geométricas isomorfas a P!. Desta
forma, para cada b € B, o mapa pu restrito a fibra y;, : X, — P" é um mapa
de uma curva racional lisa. Muitas vezes, por conveniéncia tipografica vamos
indicar uma familia por X — B x P", entendendo tacitamente que B é a base
da familia.

2.1.10 Exemplo. Seja P? --» P! a projecao dada por [z : y : 2] — [z : y].
O mapa é resolvido pela explosao p : P2 — P2 no ponto [0 : 0 : 1]. De
fato, sabemos que P? é a aderéncia em P? x P! do gréafico da projecdo. Seja
7 : P2 — P! 0 mapa resolvido. Temos entdo um diagrama

1

P2 . p?

s
]P)I

que é uma familia de mapas irredutiveis de grau 1, porque todas as fibras

sao isomorfas a P! e sdo mapeadas em retas em P2, Porém, a familia nao é

trivial — nao existe uma maneira continua de identificar todas as fibras com
um mesmo P'.

Definicao. Um isomorfismo de mapas u : C — P" e y/ : ¢! — P" é um

isomorfismo ¢ : C' = C’ que torna comutativo o diagrama

c—% ¢
PN
P

Dizemos entao que u, i’ sao mapas isomorfos. Se o ¢ = u dizemos que ¢ é
um automorfismo de .
A nocao de isomorfismo para familias se define de maneira evidente.
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2.1.11 Classes de isomorfismos de mapas. Como conjunto, a colecao
de classes de mapas P! — P" de grau d, médulo isomorfismos, é algo como
W (r,d)/ Aut(P'). Restringindo ao aberto W*(r,d) C W(r,d) formado pe-
los mapas que sao birracionais sobre sua imagem, entao o quociente existe
(cf. Kollar [32], p.105). Para uma interessante discussao introdutéria e guia de
literatura para o problema da construcao de espagos quocientes em Geometria
Algébrica, o leitor pode consultar Esteves [16] ou Newstead [36].

De fato, ezxiste um espago de mddulos grosseiro, denotado My o(IP", d), para
o referido problema da classificacdo de mapas P! — P" de grau d. Aqui
o primeiro indice significa que estamos considerando curvas de género 0; o
segundo 0 diz que (ainda) ndo marcamos pontos no dominio, procedimento
este que serd estudado na secao 2.3.

Temos um morfismo W (r,d) — Mo(P", d), gracas ao fato desta ultima
variedade ser um espago de médulos. A fibra genérica é Aut(P!). Portanto, a
dimensao de M o(P", d) deve ser

dim W (r,d) — dim Aut(P') = rd +r +d — 3.

Nao vamos embarcar aqui na construcao desse espaco de médulos. Vamos nos
contentar com a seguinte discussao informal.

2.1.12 Automorfismos e espagos de mdédulos. A existéncia de automor-
fismos dos objetos que se pretende parametrizar com um espaco de moédulos
pode, via de regra, constituir-se num obstdculo para a sua construcao. Se o
grupo de automorfismos é infinito, em geral nao existe o espaco de modulos
desejado. Se o grupo de automorfismos é finito vocé deve esperar um espaco
de modulos grosseiro; e s6 quando nao ocorrem automorfismos nao triviais é
que se obtém um espacgo de mdodulos fino.

Para o caso especifico da classificacao de mapas discutido acima, o seguinte
lema torna plausivel a existéncia de um espaco de médulos grosseiro.

2.1.13 Lema. Sejam p,u' : P! — P" mapas ndo constantes. Entdo existe
apenas um nimero finito de automorfismos ¢ : P 3 P! tal que 1/ = po ¢.

Demonstragdo. Seja K o corpo de fungoes da curva imagem u(P) C P, e seja
L o corpo de funcoes de PL. O resultado segue da bem conhecida finitude dos
automorfismos de L compativeis com as inclusoes de corpos K — L induzidas

por i, . O
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2.1.14 Exemplo. O recobrimento duplo
P! — P2
[yl = 2%y 0]
admite o tinico automorfismo nao trivial, [z : y] — [—x : y].

Se o mapa pu € birracional sobre sua imagem entao o grupo de automor-
fismos ¢é trivial (e vice-versa). Portanto é razoavel que o lugar Mg (IP",d) C
Moy o(P",d) consistindo em mapas sem automorfismos (nao triviais) seja um
espaco de médulos fino para o problema de classificacao de mapas desse tipo.
Compare com 2.3.2.

Segue do lema 2.1.8 que M, (P",d) é denso em Myo(P",d) parar > 2 e
d>1.

2.1.15 Exemplo. Vejamos o caso d = 1. Cada mapa de grau um é a parame-
trizacao de uma reta. Mas passamos ainda ao quociente para identificar repara-
metrizagoes. Portanto, a classe de equivaléncia do mapa pode ser simplesmente
identificada com sua reta imagem. Assim, My o(P", 1) deve ser a grassmanniana
Gr(1,P"). Para explicitar uma bijegao, note que cada mapa linear P* — P’
¢ dado por uma matriz A de tamanho r + 1 por 2, de posto 2. O mapa é

expresso em coordenadas por
T T
0 N A . 0 )
al T

Agora temos que descontar automorfismos. Cada reparametrizacao linear pode
ser escrita como [3°] = [25][70]. Resulta que o grupo Aut(P') age no espago
das matrizes A por multiplicacao pelo lado direito, ou seja por operacgoes de
coluna. Sabe-se que a variedade das matrizes r + 1 por 2, de posto 2 mddulo
operagoes de coluna, é a grassmanniana Gr(1,P"). ..

Observe em particular que, neste caso, o espago é compacto. Note também

que todo mapa ¢ birracional, e portanto livre de automorfismos. Ou seja, no
presente caso, temos M (P, 1) = Mo o(P", 1) = Mo o(P", 1).

Para d > 2 ndo é possivel evitar automorfismos: M (P", d) # My o(P", d).

Uma idéia natural para suprimir automorfismos é simplesmente colocar
marcas na curva-dominio e exigir a partir de agora que automorfismo de ma-
pas respeite as marcas. Se toda curva-dominio tem trés ou mais marcas, clara-
mente nao existem mais automorfismos. Além disso, o espaco de médulos fica
facil de descrever. De fato, vale o seguinte.
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2.1.16 Proposicao. Para cada n > 3 existe um espago de maodulos fino
My (P",d) para classes de isomorfismo de mapas n-marcados P! — P de
grau d. Temos um isomorfismo natural

M(],n(]P)T, d) ~ MO,n X W(?”, d)

Em particular, My, (P",d) é uma variedade lisa — é um aberto no espago
“Dinear” A" 3 x Pratrtd,

Demonstracao. Vamos mostrar que a seguinte familia tem a propriedade uni-
versal,

IP)T’

P! x My, x W(r,d)

am
Mo, x W(r,d)

onde as n secoes g; sao as de My, (cf. 1.1.7), com as trés primeiras rigidificadas
como 0, 1, oo, nesta ordem.

Seja X — B x P" uma familia qualquer de mapas n-marcados de grau d.
Devemos mostrar que existe um tnico morfismo B — M, ,, x W (r, d) induzindo
X como imagem reciproca da familia postulada universal. Ora, havendo treés
secoes disjuntas, sabemos que X/B é isomorfa a familia trivial P! x B — B
(cf. 1.1.5). Existe uma infinidade de tais isomorfismos, mas apenas um que
identifica as trés primeiras se¢oes com 0, 1, 0o, nesta ordem. As n segoes fazem
de X/B uma familia de curvas lisas n-marcadas, e pela propriedade universal
de M., existe um tnico morfismo B — M, ,, que induz X da familia universal
P! X My, — My, de forma compativel com as n segoes (cf. 1.1.7).

Por outro lado, a propriedade universal de W (r,d) (cf. 2.1.1) garante que a
nossa familia P! x B — P" é induzida da familia universal P! x W (r,d) — P"
via um morfismo tnico B — W (r,d).

Juntando os dois morfismos, obtemos B — M, x W (r,d) induzindo X,
como queriamos. O

2.2 Familias a 1 parametro

Nesta secao experimentamos com familias a 1 parametro. O objetivo é ter
uma idéia dos limites possiveis para uma familia de mapas de P! em P". Pre-
tendemos convencer o leitor de que nao existe um espago compacto formado
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apenas por mapas P! — P". Para compactificar, é preciso lidar com mapas
com dominio redutivel. A andlise vai sugerir a definicao da estabilidade de
Kontsevich, dada na proxima secao. Porém nao chega perto nem de uma
demonstracao da existéncia do espaco nem das suas propriedades fundamen-
tais.

2.2.1 Exemplo. Partimos do feixe de conicas em P? dado pela familia de
equacoes XY — bZ2%. Todos os membros da familia sao conicas lisas, exceto o
membro especial b = 0 que é o par de retas XY

N
~

Podemos descrever o feixe por uma familia de parametrizacoes, exceto para
o membro especial. Para isto, consideramos o mapa racional

BxP' --» P?
(b[s:t]) — [bs®:t*: st

como uma familia de mapas P! — P? indexados pelo parametro b € B : =
Al. Note que o mapa é dado por trés secoes do feixe O(2) em B x PL. Ele
nao esta definido em (0, n: O]), isto é, temos um ponto base do sistema
linear correspondente. A fibra central, fora do ponto base, é mapeada numa
reta. Mas sabemos da teoria das superficies (conforme por exemplo o livro
de Beauville [4]), que podemos resolver a indeterminagao explodindo o ponto
base. Na carta afim dada por s = 1 (a tnica interessante aqui), o mapa fica

(b,t) = [b:t:t?).

O ideal do lugar de base é (b, t). Vamos calcular a explosao. Introduza varidveis
b1 e t; e ponha bt; = tb;. A carta interessante da explosao é a com t; = 1.
Substituindo b = tby, obtemos o “transformado total” do mapa,

[thy : % : ).

Podemos dividir pelo fator correspondente ao divisor excepcional (equagao
t =0). Logo, o mapa resolvido é dado por

[by : ¢t : 1]
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Estamos interessados nos valores na fibra sobre b = 0. Aqui o dominio é a
unido do transformado estrito F' da fibra (b; = 0) e o divisor excepcional E
(dado por t = 0). Para by = 0, o mapa é ¢t — [0 : ¢ : 1], cuja imagem é a reta
de equacdo X. Para t = 0 obtemos by — [b; : 0 : 1] que fornece a reta Y. Ou
seja, a familia de mapas de grau 2 tem como limite natural a “uniao” de dois
mapas de grau 1.

Portanto, se quisermos um espaco de médulos compacto, devemos incluir
alguns mapas de tipo C' — P" onde o dominio é uma arvore de curvas racionais.

Mas esse limite nao é o unico possivel: poderiamos por exemplo obter um
outro limite, simplesmente fazendo mais uma explosao, num outro ponto da
fibra central. A fibra central passaria a ser uma curva com trés galhos, um dos
quais seria mapeado constantemente para P2. Ou seja, o mapa limite desta
vez é a “uniao” de trés mapas, de graus 1, 1 e 0.

Seria muito ruim permitir que uma familia a um parametro tenha varios
limites possiveis: seria admitir que o espaco de mddulos nao fosse separado!
(cf. o critério valuativo de separacao, cf. [26], Ch. II, §4).

Uma idéia obvia para evitar tais patologias, ¢ simplesmente proibir no
dominio galhos de grau 0, considerando-os artificiais. Assim, vamos convidar
provisoriamente os seguintes mapas para formar a fronteira do espaco de mapas
de grau d: mapas C' % P onde C' é uma &rvore de curvas racionais lisas tal
que a restricao de p a cada galho é um mapa de grau positivo e a soma dos
graus € d.

Porém, ainda nao convidamos mapas suficientes para obter um espaco com-
pleto, como sugere o seguinte exemplo.

2.2.2 Exemplo. Vamos degenerar a ctibica irredutivel nodal F = Y27 —
X?(X — Z) na uniao de trés retas concorrentes dada pelo polinomio G =
X(X —Y)(X +Y). Tomamos o feixe bF' + G e deixamos b se aproximar de
Z€ro0.
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Observe que para qualquer valor de b, a cibica do feixe tem a origem
[0:0: 1] como ponto singular. Logo todos os membros da familia sdo curvas
racionais.

Para achar uma familia de parametrizacoes descrevendo o feixe, intersec-
tamos com o feixe sX +tY, formado pelas retas passando por [0: 0 : 1]. Cada
reta intercepta a ciibica com multiplicidade 2 na origem; o terceiro ponto de
intersecao descreve a cubica parametricamente. Achamos o mapa racional

BxP' -5 P?
bt(s* +t?)
(b[s:t]) +— —bs(s? + t?)
t(s* — 12 + bt?)

Vocé vé que este mapa tem pontos de indefinicao para b = 0, a saber t = 0,
t = +s. Note que o resto da fibra sobre b = 0 ¢é contraido no ponto [0 : 0 : 1].
(Tem também dois pontos-base na fibra b = 2, mas nao nos interessam aqui.)
Facamos s = 1 e consideremos o mapa na correspondente carta afim,

bt(1+ %)
(bt) +—— —b(1 +?)
t(1 — % + bt?)

Vamos explodir a superficie em cada um dos trés pontos base e verificar se
resolve o mapa. Cuidaremos apenas da explosao no ponto (b,t) = (0,0),
que é o mais simples. Fazemos bt; = tb; e olhamos na carta afim t; = 1.
Substituindo b = tb;, encontramos

bit(1 + t2)
—b(1+1%) |,
11—+ b3

onde um fator ¢ foi cancelado. Estamos interessados nos valores na fibra sobre
b = 0. Aqui o dominio é a uniao do transformado estrito F' da fibra (b; =0) e o
divisor excepcional E (dado port = 0). Parab; = 0omapaét — [0:0: 1—¢?],
constante para a origem. Para ¢ = 0 obtemos b; +— [0 : —b; : 1], que d4 a
reta X.

Explodindo também os outros dois pontos-base, t = +1, voce verifica que
realmente o mapa é resolvido, e a fibra nova ficou de tipo
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onde o galho vertical representa a fibra estrita (mapeada na origem de P?), e
os horizontais sao os trés divisores excepcionais, que sao mapeados nas retas
X, X+Y e X —Y, respectivamente.

Conclusao: ganhamos um mapa limite cujo dominio tem naturalmente
um galho de grau 0. Porém, nao é possivel implodir (contrair) aquele galho:
ficarfamos com uma curva-dominio com um ponto triplo, objeto cuidadosa-
mente evitado na compactificacdo de Knudsen-Mumford! A moral é que deve-
mos permitir galhos de grau zero, sob a condi¢ao que cortem os outros galhos
em pelo menos trés pontos (e por isso sao inevitdveis).

Essas consideragoes nos levam ao conceito de estabilidade de Kontsevich.

2.3 Mapas estaveis de Kontsevich

A nocao de estabilidade de Kontsevich diz respeito a mapas n-marcados e
combina a estrutura estudada na secao anterior com a estrutura apresentada
no primeiro capitulo.

H& dois motivos importantes para incorporar as marcas na definicao: o
primeiro é que mesmo se o0 nosso interesse fosse apenas mapas sem marcas,
a descricdo da fronteira de Mgo(P", d) revela ter uma expressao natural em
termos de espacos de mapas de grau menor, onde as marcas desempenham um
papel central para compatibilizar colagens — veja 2.7.4.

Outro motivo é que vamos fazer geometria enumerativa, contando mapas
sujeitos a condigoes que se expressam de forma natural em termos das imagens
das marcas, cf. 2.5.2 e capitulo 3.

Definicao. Um mapa n-marcado é um morfismo p : C' — P", onde C' denota
uma arvore de retas projetivas com n marcas distintas que sao pontos lisos de
C. Um isomorfismo de mapas n-marcados p : C' — P" e ¢/ : ¢ — P" é um
isomorfismo das curvas-dominio que respeita toda a estrutura, i.e. ¢ : C = C’
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tornando comutativos os dois diagramas:

C ¢ C’ C ¢ C’
GII lﬂ' W/l TO’IV \ /
K3 M [/L
O ——— o ]P)T_
Mais geralmente, uma familia de mapas n-marcados é um diagrama
x—t .p
UZI lﬂ'
B

onde 7w é uma familia plana de arvores de curvas racionais e 0s g; sao n secoes
disjuntas que evitam as singularidades das fibras de 7. Assim, para cada b € B,
o mapa p restrito a fibra py, : X, — P é um mapa n-marcado, com as marcas
dadas por g1 (b), ..., 0,(b). Define-se a nocao de isomorfismo para familias de
maneira evidente.

Definicao. Um mapa n-marcado p : C' — P" é dito estavel de Kontsevich
se todo galho mapeado a um ponto é estavel enquanto curva n-marcada, i.e.,
devem existir nele ao menos trés pontos especiais. Lembre que um ponto
especial ¢ uma marca ou um ponto de intersegao com outro galho.

O motivo da definicao é revelado logo a seguir.

2.3.1 Lema. Um mapa n-marcado € estavel de Kontsevich se e so se admitir
apenas um numero finito de automorfismos.

Demonstracao. Seja o um mapa estavel de Kontsevich. Se sua curva-dominio
(C;p1,...,pn) é estavel como curva racional n-marcada, entdo nao hé auto-
morfismos. Se existe um galho, digamos F, instavel enquanto curva n-marcada
entao, pela estabilidade de Kontsevich, ;1 nao mapeia £ a um ponto. Seja ¢
um automorfismo de p. Seja E' = ¢(E). Temos jup o g = pp. Agora o
lema 2.1.13 garante a finitude das escolhas para ¢ g.

Reciprocamente, suponha que p nao seja estavel. Entao existe um galho
instavel £ mapeado a um ponto. Esse galho admite uma infinidade de auto-
morfismos. Cada automorfismo de E se estende a C declarando-o a identidade
nas outras componentes. Como p(F) = ponto, esses automorfismos comutam
com i, que admite assim uma infinidade de automorfismos. O
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Pelo exposto acima, é razoavel acreditar no seguinte teorema de existéncia.

2.3.2 Teorema. (Cf. FP-NOTES.) Existe um espaco de maodulos gros-
seiro Mo (P, d) parametrizando classes de isomorfismo de mapas n-marcados
estaveis de Kontsevich de grau d em P". O

Doravante, o tnico tipo de estabilidade considerada serd a de Kontsevich.
Assim vamos suprimir o atributo “Kontsevich” e falar simplesmente em mapas
estaveis.

As propriedades fundamentais dos espagos de Kontsevich sao listadas a
seguir.

2.3.3 Teorema. (Cf. FP-NOTES.) M, (P",d) é uma variedade projetiva e
normal, e € localmente um quociente de uma variedade lisa por um grupo finito.
Eziste uma subvariedade aberta, densa e lisa M;in(ﬂ”, d) que é um espago de
modulos fino para mapas sem automorfismos. O

Especificar que Mo,n(ﬂ’”,d) ¢ uma variedade projetiva implica que ela é
separada e completa. Em outras palavras, dada uma familia a um parametro,
com um membro faltando, existe exatamente uma maneira de completar a
familia. Assim, excluimos o incomodo imaginado no exemplo 2.2.1 das explo-
soes sucessivas em pontos da fibra especial.

2.3.4 A dimensao de M, ,(P",d) ¢

dim Mo, (P".d) = (r+1)(d+1)—1-3+n

= rd+r+d+n-—3.

como segue da conta de parametros ja feita em 2.1.11, junto com a observacao
de que cada marca adiciona um grau de liberdade.

2.4 Idéia da construcao de M, (P",d)

2.4.1 Idéia geral. Os espagos de Knudsen-Mumford My, desempenham
papel fundamental. De fato, Mom(ﬂ’”, d) é construido pela colagem de quo-
cientes de variedades nio singulares que sdo fibrados sobre abertos de Mg,,,
onde m = n + d(r 4+ 1). Por simplicidade vamos nos restringir ao caso r = 2.
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2.4.2 Descrigdo de um aberto em M, (P? d). Fixemos em P? trés re-
tas g, (1, l2, definidas por formas lineares zg, 1,29 € Op2(1). O aberto em
Mom(PQ, d) que vamos descrever é formado por todos os mapas pu : C' — P?
que satisfazem a seguinte condi¢ao de transversalidade. Para cada j =0,1,2,
a tmagem inversa de {; é um divisor D;:= p*l; que consiste em d pontos
distintos e que sao pontos nao especiais de C'. Observe que os pontos de D;
sao distribuidos nos galhos de acordo com o grau. Se, por exemplo, u restrito
a um galho tem grau d4, entao D; tem d 4 pontos neste galho. Vamos denotar
os pontos de D; pelas letras g;1, ..., ¢jq,

Dj=qp+-+ga

Note que os trés divisores sao linearmente equivalentes. De fato, sao dados
pelas secoes
Lk % K
So = M Tp, S1'=( X1, S2i= U T2

do mesmo fibrado linear p*Op2(1).

2.4.3 Exemplo. Olhe no desenho o caso de um mapa estavel p: C' — P? em
M 2(P%5) com trés galhos no dominio.

O = u*(to)
qo3 O = p*(f)
— *
qop A =1(6) %
q22/\
1A q25/\
quyp “s
qo1¢p 105 L) A
qo2 do4
qsp D2
gz P w(p1)
° 0 b

p2? P1 1(p2)

3 2

Cada um dos trés divisores D; = p*{; se distribui com 3 pontos no galho de
grau 3, nenhum ponto no galho de grau zero, e 2 pontos no galho de grau 2.
Observe que nada impede o “nd” da parte cubica de cair em cima da reta £;.
O que importa é que a imagem inversa em C consiste em pontos distintos e
nao-especiais.
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Note que tais abertos realmente cobrem Mg, (P%, d), i.e., para cada mapa
p: C — P? existe uma escolha de trés retas tais que pu pertence ao aberto
correspondente. A escolha é evidente se a restricao de pu a cada galho é birra-
cional ou constante: evite as imagens de pontos especiais e as retas tangentes;
se for um recobrimento, basta evitar as imagens dos pontos de ramificacao e
dos pontos especiais.

2.4.4 A curva estavel m-marcada. A cada mapa p : C — P? satisfazendo
a condicao de transversalidade (2.4.2) podemos associar uma curva racional
m-marcada C , com m =n+ 3d. A curva é simplesmente C', e as marcas sao
as n originais, junto com mais 3d obtidas pelas imagens reciprocas das trés
retas, e que serao denotadas gji,...,¢jq, 0 < j < 2. Agora afirmamos que a
curva construida C' € estdvel como curva m-marcada se e s6 se p:C — P2 ¢
estavel como mapa.

Com efeito suponha p estavel. Num galho de grau zero, pela condigao
de estabilidade para o mapa, esse galho ja é estdvel como curva marcada.
Num galho de grau d4 > 0 ganhamos 3d4 > 3 novas marcas em C, distintas
dos pontos especiais, garantindo assim a estabilidade desse galho como curva
marcada. Reciprocamente, se y nao fosse estavel como mapa, teria um galho
de grau zero com menos que trés marcas, i.e. o galho seria instavel enquanto
curva marcada. Tendo grau zero, esse galho nao ganharia novas marcas e
continuaria instavel como galho em C.

2.4.5 Observagao. Note que ha uma ambigiiidade na construgao de C: en-
quanto cada divisor D; é bem definido, a ordem dos pontos ¢;i, ..., gjq nao
é dada canonicamente. Permutando os pontos (com j fixo) o divisor con-
tinua o mesmo, mas ficamos potencialmente com 3 - d! curvas m-marcadas C
nao-isomorfas. Voltaremos a essa questao logo mais.

2.4.6 O aberto B C My,,. Perguntamos agora: quais sdo as curvas estaveis
com marcas pi,...,0n, Qoi,---s490.d> i1s---,q1.ds G21s---,G2,4 que aparecem
desta forma? A condigdo é que os trés divisores definidos como Dj = qjk
sejam equivalentes.

Com efeito, ja observamos que as curvas que resultam da construcao satis-
fazem essa exigéncia. Reciprocamente, dada uma curva C' que goza dessa
propriedade, escolha isomorfismos entre os trés fibrados O(D;). Os divisores
provem de trés segoes 5o, 51, 5 do mesmo fibrado linear. Portanto, elas definem
um mapa i : C — P? de grau d, visto que essas trés secoes nao se anulam
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simultaneamente. Compondo com uma mudanca de coordenadas ¢ € Aut(PP?)
podemos supor que os trés divisores sao imagens inversas das trés retas origi-
nais. Agora esqueca as marcas g;, (sem estabilizar), e seja p : C — P? o
mapa com apenas as 7. marcas pi,...,p,. Entdao g é um mapa que induz C,
e pela observagao 2.4.4 ele é um mapa estavel, ja que C' é estavel como curva
marcada.

Este subconjunto em Mj,, serd denotado B. Note que B contém cer-
tamente todas as curvas m-marcadas irredutiveis ja que, em P!, a classe de
isomorfismo de um fibrado linear é determinada por seu grau. A condigao
necesséria e suficiente para que uma curva m-marcada (C, (p;), (gjx)) € Mom
esteja em B € que ela seja balanceada no seguinte sentido: o nimero de pontos
do divisor D; em cada galho de C nao depende de j. Em outras palavras, os
trés divisores D; se distribuem por igual em cada galho, com o mesmo grau.
O complementar de B é uma uniao de divisores de fronteira D(A|A’) tal que
A intercepta algum D; em menos pontos do que outro Dj. Vemos assim que
B é um aberto nao vazio em Wo,m-

2.4.7 Observagao. Vdrios mapas estdveis yu : C' — P? nao-isomorfos podem
induzir a mesma curva m-marcada (C, (p;), (¢;x)) € Mom. Com efeito, con-
sidere o mapa

c L p? 2, p

onde ¢ é um automorfismo de P? que deixa invariantes as trés retas. Em
coordenadas homogéneas temos ¢([zg : 1 : x2]) = [Aozo : A\1x1 @ Aes], mul-
tiplicagao por uma matriz diagonal inversivel, e claramente podemos supor
Ao = 1. A curva m-marcada associada a composi¢ao ¢ o u é igual a curva C'
associada a p. Portanto, existe um C* x C* de mapas nao-isomorfos induzindo
a mesma curva m-marcada.

Do ponto de vista da curva C , observamos o mesmo fenomeno. Na hora
de construir o mapa fi, é preciso especificar isomorfismos entre os trés fibrados
lineares O(D;). Em outras palavras, dadas as trés secoes sy, $1, S2 definindo
um mapa por [sp : s : Se], para qualquer escolha de pesos A; € C*, o mapa
[Aoso : A1S1 1 Aasa] é tdo bom como qualquer outro.

As possiveis escolhas de pesos formam entao um (C* X C*)—ﬁbrado sobre
B. Seja Y o espaco total deste fibrado.

Agora sim: cada ponto em Y define um tnico mapa estavel n-marcado, e
esse mapa pertence ao subconjunto de My, (P2, d) especificado em 2.4.2.
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2.4.8 O quociente Y/G. Seja G = 6,4 x 64 x &, produto de trés copias
do grupo de permutagoes em d letras. Temos que G age em Y permutando
¢j1;---,qjqa entre si (para cada j fixo). J& vimos em 2.4.5 que essas per-
mutacoes nao alteram a secao s;, mas podem alterar a curva m-marcada C.
Identificando-se C' com g.é para g € G, i.e., passando ao quociente Y/G,
obtemos uma bije¢do com o aberto de M, (P2, d) descrito em 2.4.2.

Confira mais uma vez a conta de dimensao:

dimY = 2 + m— 3 = n+3d — 1.
~ —— N ————’
pela fibra C*2 dimensao da base dimensio de M, (P2,d)

2.4.9 Lissitude de M;k’n(]P’Q, d). Vamos por fim argumentar porque o espago
M§’R(P2,d) dos mapas sem automorfismos ¢é liso. Sabemos que quando um
grupo finito age numa variedade lisa, entao em cada ponto onde a acao é livre
(i.e., a cardinalidade da érbita é igual a ordem do grupo), o ponto imagem no
quociente ¢ liso. No caso da acao de G em Y descrita acima, dizer que a acao
nao ¢ livre é dizer que alguma permutacao das marcas gj; ¢ induzida por um
automorfismo da curva C' (e fixando as n marcas p;).

Ora, um automorfismo de C' que fixe as marcas p; e permute as marcas
¢jr (com j fixo), é também compativel com qualquer dos mapas n-marcados
p : C — P? na correspondente fibra de Y sobre B. E vice-versa, dado um
automorfismo do mapa p : C — P2, entdo em particular é um automorfismo
de C' que fixa as marcas p;, e sendo compativel com o mapa pu, seu efeito nas
novas marcas gj; € nada mais que permutacao (com j fixo).

2.5 Mapas de avaliacao

Para cada marca p; temos um morfismo natural
|23 Mo’n(]}pr’ d) — P
(Cipr o) — pl(pi)

chamado de mapa de avaliacao.

2.5.1 Lema. Os mapas de avaliacio v; : Mo, (P",d) — P" sio planos.

Demonstracao. Cada mapa de avaliacao é claramente invariante pela acao
natural de Aut(P"). Por planitude genérica (cf. [1]), sabendo que a acao em
P" é transitiva, segue facilmente a planitude afirmada. O
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2.5.2 Observagao. Os mapas de avaliacao, apesar da aparéncia banal, desem-
penham um papel decisivo porque permitem relacionar a geometria de P” com
a de Mo,n(]P”", d). Por exemplo, se H C IP" é um hiperplano, entao para cada i,
a imagem inversa v; *(H) é um divisor em Mg, (PP",d), consistindo em todos
0s mapas cuja i-ésima marca é enviada a H.

2.6 Mapas de esquecimento

2.6.1 Mapas de esquecimento. De forma andloga ao caso das curvas
estaveis de Knudsen-Mumford, se B C A sao conjuntos de marcas, entao
temos um mapa de esquecimento Mo 4(P",d) — Mg p(P",d) que omite as
marcas do complemento A~ B. Cada mapa desse tipo se fatora através do
esquecimento de uma s6 marca de cada vez

[ Mo’n+1(]P)r, d) — MQW(PT, d),

e nao tem importancia em que sequéncia as marcas sao apagadas.

A descricao do que acontece para uma curva com dominio redutivel é pare-
cida com o caso de curvas marcadas: galhos deixados instaveis pelo esqueci-
mento devem ser contraidos. Observe que isto ocorre apenas para galhos de
grau 0, porque galhos de grau positivo sao sempre estaveis, independentemente
das marcas. Por este motivo, nao ha problemas quanto a boa-definicao do novo
mapa £(u): ja que u era constante no galho em questao, a imagem do mapa
nao muda.

[lustracoes para o esquecimento da marca p,,1:

- A
N Ny

Existe uma relagio fntima entre um ponto [y] € Mg, (P",d) (representado
por um mapa p : C' — P7) e a restrigdo de v,41 a fibra F,:= e7!([u]). No caso
onde g € livre de automorfismos, veremos que a relacao é uma identificacao
canonica. No caso onde ha automorfismos, a relacao é mais sutil.
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2.6.2 Familia universal para M;n(IP”’, d). Vejamos por simplicidade o caso
sem marcas n = 0. Considere primeiro um mapa p : C' — P" com dominio
liso e birracional sobre a imagem. Certamente todos os mapas 1-marcados que
pertencem a fibra F), de € tém as mesmas duas propriedades. E claro que para
cada escolha da marca p; € C temos um mapa l-marcado e que os mapas
1-marcados assim produzidos sao nao-isomorfos. Portanto, existe uma bijecao
natural entre os pontos de C' e os de F),, que a cada ponto ¢ € C' associa o
mapa l-marcado p, : C'— P" obtido de p fazendo p; := ¢.

Temos mais: o mapa de avaliagdo vy : Mo (P",d) — P restrito a F), se
identifica entao com o proprio . Com efeito, seja ¢ € C' um ponto qualquer. O
ponto correspondente em F), é representado pelo mapa 1-marcado pg : C — P".
Agora aplique vy nele: vy ([,y]) = p1q(p1). Mas p, foi definido como sendo igual
a f, s6 que seu dominio ganhou a marca p; = ¢. Logo, p,(p1) = p(g) como
queriamos.

Vamos construir formalmente o isomorfismo C' = F),. Para jogar C' dentro
de My, (P",d) basta exibir uma famflia de mapas 1-marcados com base C.
Tomamos simplesmente

onde o mapa 7 é primeira projegao, 0 é a secao diagonal e fi(q, ¢') = n(q'). Esta
¢ uma familia de mapas 1-marcados estaveis, portanto existe um morfismo
C — Mgy, (P, d), cuja imagem é justamente a fibra F,. E claro que este
morfismo é a bijecao ja descrita conjuntistamente.

Avancemos para casos menos simples. Seja agora p : C' — P um mapa
com dominio redutivel, mas que ainda ¢é birracional sobre a imagem. Entao
quando ¢ é um no, simplesmente fazendo p; : = ¢ nao da um mapa estavel,
porque marcas sao pontos lisos. Porém, sabemos que existe uma tnica esta-
bilizacdo (cf. 1.3.1), de maneira que a bijecao conjuntista C' < F}, continua
valendo mesmo para C' singular. Note que o novo galho introduzido pela es-
tabilizagao é de grau zero: ele é contraido pelo mapa p,. Dito isto, é facil
ver que continua valendo também a identificacao de v, restrito a F), com o
préprio p. Finalmente, para conseguir o morfismo C' = F),, procedemos como
no caso liso — apenas temos que observar que a secao diagonal nao evita as
singularidades das fibras; algumas explosoes sao necessarias para conseguir a
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familia de mapas 1-marcados estéaveis com base C'.

O caso onde ha marcas apresenta problemas semelhantes: a secao diagonal
intersecta as secoes constantes correspondentes as marcas, e é preciso explodir
esses pontos de intersecao. Essas consideracoes mostram que, restrito ao aberto
M;n(ﬂ’)r, d) dos mapas livres de automorfismos, € faz o papel de uma familia
tautologica. De fato, trata-se de uma familia universal, lembrando a assercao
do teorema 2.3.3 de que Mgin(ﬂ’”, d) é um espaco de médulos fino.

2.6.3 Fibras de ¢ na presenca de automorfismos. Por simplicidade,
tomamos nosso exemplo favorito 2.1.14 de um mapa com automorfismos:

C:=P = P’
[x:y] — [22:9%:0].

Seguindo o mesmo procedimento descrito na pagina anterior, construimos um
mapa p : C — My (P?2) olhando para C' x C' com a secio diagonal. Porém,
neste caso o mapa p nao € uma bijecao. A culpa é da presenca de automor-
fismos nao triviais. Com efeito, considere o automorfismo ¢([z : y]) = [z : y]
que respeita p. Tome um ponto g € C' disitinto dos pontos de ramificacao de
e considere o mapa 1-marcado associado p,. Compare com o mapa associado
ao ponto ¢(q) € C. Sao dois mapas l-marcados distintos, porém isomor-
fos, ja que o automorfismo ¢ manda um no outro. Portanto ¢ e ¢(gq) tém a
mesma imagem em Mg;(P2,2), ou seja, o mapa p : C — Mg ;(PP?,2) é um
recobrimento 2 : 1.

Vamos comparar agora j com o mapa de avalicao vy restrito a fibra F),.
Eles se relacionam pela seguinte fatoracao.

%1

My (P?2) P?

p
C

Com efeito, a imagem p(¢) de um ponto ¢ € C' é o mapa 1-marcado p, : C —
P2, que é simplesmente o mapa original ; munido da marca p; := q. Agora
temos que fazer a avaliacao deste mapa em p;. Mas p; = ¢ e portanto o
resultado é u(g). Note em particular que v restrito a F), é bijetivo sobre a
imagem. Se v; pudesse ser um mapa universal (como no caso sem automor-
fismos), sua restricao aquela fibra deveria ser um recobrimento duplo. Mas
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ele é de fato um mapa bijetivo de uma curva dupla (F},) sobre a imagem.

A fibra esquemética de e sobre o ponto [u] é nao reduzida. Em particular

e My (P?,2) — Mgo(P? 2) nem é uma familia de mapas estdveis. . .
Teremos ocasiao de rever este fenomeno na secao 2.9.

2.6.4 Incidéncias. Em M, (P",d), consideramos o lugar v, ., '(H*) de
todos os mapas j tais que ju(p,y1) € H*, onde H* C P" é um subespaco linear
de codimensao k. Esquecendo a marca p,.; ficamos, num espago com uma
marca a menos, com o lugar dos mapas simplesmente incidentes a H*, sem
mencao a marcas. Mais precisamente,

inc(H*) := (v, ' (H"))

é uma subvariedade em M, (P", d) de codimensdo k — 1 constituida por todos
os mapas incidentes a H*. Em particular, inc(H?) é um divisor importante.

2.6.5 Exemplo. Uma vez que mapas de grau um nao admitem automor-
fismos, o esquecimento ¢ : Mg (P",1) — Mgo(P", 1) funciona como familia
universal. J4 vimos que a base Mo(P",1) se identifica com a grassman-
niana Gr(1,P"), e pela discussdo, Mo;(P",1) é justamente a reta universal.
Se H*¥ c P é um subespaco linear de codimensdo k, a imagem inversa
vi Y (H*) € My, (P", 1) é o espaco total da familia das retas incidentes a HF,
e inc(H*) = e(v1 "1 (H*)) C Moo(P", 1) identifica-se entao com a variedade de
Schubert ¥o(H*) C Gr(1,P") (veja o livro de Harris [24]).

2.6.6 Esquecimento de p. Para n > 3, existe também um mapa de esque-
cimento

Mo,n(]P)r, d) - Mo,n

que consiste em esquecer o mapa. Novamente é claro que vocé devera contrair
galhos que se tornarem instaveis.

2.6.7 Lema. Paran >4, o mapa de esquecimento Mg, (P",d) — M4 é um
morfismo plano.

Demonstragao. Planitude de uma variedade irredutivel e reduzida sobre uma
curva nao singular como M, = P! é f4cil: basta que o mapa seja sobrejetivo
(dominante é suficiente), cf. [26], p.257. O
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2.6.8 Observagao. Mais geralmente, para n > 3, o mapa de esquecimento
n: Mon,(P",d) — Mg, é um morfismo plano.

Para a verificacao, lembramos de 2.4.2 que uma vizinhanca aberta de
Mo, (P",d) pode ser tomada na forma V =Y /G (cf. 2.4.8). Por construcio, é
claro que 7y se encaixa no diagrama comutativo,

Y — Mo,m
! !
V m_V> Mo,n

onde a seta vertical direita é um esquecimento de pontos em espacos de
Knudsen-Mumford que sabemos que é plano. Assim, reduzimos ao enunci-
ado seguinte. Seja Y wuma wvariedade com uma a¢do de um grupo finito G.
Seja ¢ : Y/G — Z um morfismo tal que a composicio Y — Y/G — Z ¢
um morfismo plano. Entdo @ € plano. Com efeito, isso se traduz em homo-
morfismos de anéis de coordenadas, R — A — B, onde B é G-invariante,
A = BY% é o anel de invariantes e B é plano sobre R. Lembremos do A-
homomorfismo, p : B — A, definido pela “média”, p(b) = ‘—é' Zg gb. Trata-se
de uma “retracao” para A — B. Segue que A se identifica a um somando
direto de B (como A-mddulo) e portanto é R-plano.

2.7 A fronteira

A fronteira de My, (P",d) é formada por mapas cujos dominios sao curvas
redutiveis. A descricao da fronteira é muito parecida com a ja feita para a
fronteira de My,,. Reduz-se a uma questdo combinatéria de como distribuir
marcas e graus.

Defini¢ao. Uma particao d-ponderada de um conjunto [n]:= {p1,...,p.}
consiste em uma particaio A U B = [n]| juntamente com uma particio em
inteiros nao negativos, da + dg = d.

2.7.1 Divisores de fronteira. Para cada particao d-ponderada
AUB=n|,ds+dg=d, (onde fA >2seds=0,e B >2sedg =0)

existe um divisor irredutivel, denotado D(A, B;d4,dg), chamado um divisor
de fronteira. Um ponto geral deste divisor representa um mapa p cujo dominio
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é uma arvore com dois galhos, C' = C'4 U Cg, com os pontos de A em Cy e os
de B em Cp, tal que a restricao de p a C'4 é um mapa de grau d 4 e a restricao
de p a Cg é de grau dg. Vamos sempre indica-lo por uma figura assim:

T

dA dB
Em analogia com 1.5.9 temos a

2.7.2 Proposigao. A unido dos divisores de fronteira em Mg, (P",d) é um
divisor a cruzamentos normais, modulo um quociente finito, i.e. suas compo-
nentes se cortam transversalmente (mddulo um quociente finito). a

2.7.3 Exercicio. O nimero de divisores de fronteira de M, (P, d) é
2" Nd+1)—n—1,

exceto no caso n = 0: o ntimero de divisores de fronteira de Mg o(P", d) é [d/2],
a parte inteira de d/2.

Por exemplo, Mg 5(IP?,2) tem 42 divisores de fronteira; Mgg(P?, 3) tem
503; e Mg 11(P?,4) tem 5108,

2.7.4 Estrutura recursiva. Da descricao combinatéria da fronteira obtemos
um morfismo natural de colagem

M(),AU{J;}GP)T, dA) Xpr MO,BU{J?} (]P)r, dB) — D(A, B; dA, dB) (2.7.4.1)

€ T
A B A B
X —

da dp da dp
O produto fibrado/P" é tomado através dos mapas de avaliacdo da marca x,

VmA:M(],AU{x}GP)T,dA) —s P
VaUB:MO,BU{ac}(]P)T,dB) — P
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Trata-se apenas da expressao técnica de que o ponto indicado por x deve ter
a mesma imagem em P" por ambos os mapas a fim de ser possivel fazer a
colagem.

O morfismo 2.7.4.1 é de fato um isomorfismo na maioria dos casos. Apenas
em alguns casos especiais, simetrias podem torna-lo nao injetivo. Em um caso,
A= B=10,ds = dg, asituacao é tao simétrica que o mapa fica genericamente
2-1. Veja FP-NOTES, Lemma 12, e Kock [31], Lemma 2.2 para o enunciado
exato.

O produto fibrado pode ser visto como a subvariedade do produto usual
Mo, aupay(P7,da) x Mo pugey (P, dp), dada pela imagem inversa da diagonal
ACP xP:

MO,AU{x}(PT7dA> Xpr MO,BUx(PrudB> = (V:BA X V:BB>71<A)'

Desta maneira, interse¢oes com D(A, B;d4,dg) podem ser calculadas nos
espacos Mo augay (P", da) e Mo pugy (P, dp), cujas dimensoes sao estritamente
menores. Este fato serd crucial nos capitulos restantes (cf. 4.3.3).

2.7.5 Observacao. Note que mesmo comecando com um espago sem marcas,
somos forcados a considerar marcas para descrever sua fronteira.

2.7.6 Divisores de fronteira especiais. Para n > 4, considere a com-
posicao de mapas de esquecimento Mo,n(]}”, d) — Mo,n — MOA, o qual é plano
cf. 2.6.7. Seja D(ij|kl) o divisor em M, (P",d) definido como a imagem in-
versa do divisor (ij|kl) em Mg 4. Entao

D(ij|kl) = > D(A, B;da,dp),

onde a soma ¢ feita sobre todas as particoes d-ponderadas tais que 7,7 € A e
k,l € B. Por motivos similares aos indicados em 1.5.11, todos os coeficientes
nessa soma sio iguais a 1. Lembrando que no contradominio M4 ~ P! os
trés divisores de fronteira sao equivalentes, obtemos a relagcao fundamental

> D(ABidads)= Y D(ABidadpg)= Y D(A Bidadp).

AUB=[n| AUB=[n] AUB=[n]
ijeA ikeA ileA
klcB jlEB jkeB

da+dp=d da+dp=d da+dp=d

(2.7.6.1)

cujas conseqiiéncias serao exploradas no restante do texto.
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2.8 Exemplos

Os primeiros dois lemas abaixo sao meros exercicios sobre o mapa de avaliagao.
Em seguida estudamos os espagos mais simples, d =0 e d = 1.

2.8.1 Lema. Seja I' C P" uma subvariedade. FEntao sua imagem inversa
v 'T € Mo, (P, d) corta propriamente cada divisor de fronteira D. Isto é, se
' € de codimensio k entdo a intersecio v; 'I' N D ¢ de codimensdo k + 1 em
Mo, (P, d).

Demonstragao. Considere um divisor de fronteira D = D(A, B;d a,dg) onde,
digamos, p; € A. Usando o morfismo finito de colagem

Mo aogay(P", da) Xpr Mo pugey(P,dg) — D(A, B;da, dp)

vemos que a intersecao DNy, IT ¢ imagem de VZ:P X pr MO, Bufz}(P",dp), onde
v4, € o mapa de avaliacao da marca p; € A do espago MO,AU{x}(PT, da). Pla-
nitude deste mapa garante que I/Zill—‘ tem codimensao k em MO, Augey (P, da),
e segue dai que D Nv; 'T tem codimensdo k + 1 como afirmado. O

2.8.2 Lema. As fibras de v; sao irredutiveis.

Demonstracao. Reduzimos primeiro ao caso de muitas marcas. No diagrama

A~

s T Vi T
MO,nJrl (IP) ) d) P

M, (P, d)

€ é o esquecimento de p,;1 enquanto ; e v; sao os mapas de avaliagao em p;
dos respectivos espagos. Claramente o diagrama comuta, e portanto 2;~*(T") =
ey, (). Agora se v;1(T) fosse redutivel, entao e~ 'y;7!(T') seria também.
Logo, a validade do resultado para o espaco com n 4 1 marcas implica o
resultado para o caso de n marcas.

Portanto podemos supor n > 3. A fibra é um subesquema em Mo,n (P, d)
de codimensao r, e sabendo do lema anterior que ele intercepta a fronteira

propriamente, é suficente mostrar que é irredutivel a sua imagem inversa no
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aberto My, (P",d) formado pelos mapas com dominio P!. Usamos agora a
descricao

M(],n(]P)T, d) ~ MO,n X W(T, d)

feita em 2.1.16. Por conta da acao transitiva de Aut(P") em P", é suficente esta-
belecer a irreducibilidade da fibra sobre um ponto, digamos 0 = [0,...,0,1] €
P". Podemos em seguida supor que p; € P! é o ponto [0 : 1]. Agora a condigio
de ([0 : 1]) = 0 significa que as primeiras r formas se anulam em [0 : 1], o
que certamente sao r condicoes lineares e independentes. Logo a fibra é um
subespaco linear em M, x W(r,d) e em particular ¢ irredutivel. O

2.8.3 Corolario. Para qualquer subvariedade irredutivel I' C P, sua imagem
tmversa por avaliacao € irredutivel.

Demonstragdo. Como as fibras de v; *(I') — T sdo irredutiveis e de dimensao
constante, segue a afirmacio sobre a irreducibilidade de v; *(T). O

2.8.4 Grau 0. Embora o nosso real interesse sejam mapas P! — P’ nao
constantes (que fornecem curvas honestas), é preciso entender o comporta-
mento “degenerado” do caso d = 0. Um mapa estavel de grau 0 manda toda a
curva-dominio num sé ponto. Como seu dominio deve ser uma curva marcada
estavel, temos n > 3. Resultam destas observacoes dois morfismos naturais

My, (P, 0)

P

My, P"

)

onde 71 é o esquecimento do mapa (cf. 2.6.6), enquanto v; é qualquer um dos
mapas de avaliacao. Neste caso, o mapa n nao envolve contracao, e voce
verifica facilmente que de fato

Moyn(]})ﬂ” O) ~ Mo’n X ]P)r.

Note em particular que, para r = 0, temos P° = SpecC, e assim os espacos
de Kontsevich incluem todos os espacos de Knudsen-Mumford estudados no
capitulo 1.

2.8.5 Grau um, zero ou uma marca. Vamos usar a propriedade de
ser um espaco de médulos grosseiro para identificar de maneira mais formal
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Moo(P7,1) com a variedade de Grassmann de retas no espago projetivo P’.
Considere a familia universal de retas

U C Gr(1,P") x P’

|

Gr(1,P") P’

J& que cada fibra de m é uma reta, certamente se trata de uma familia plana
de curvas lisas racionais. Junto com o mapa U — P ficamos entao com
uma familia de mapas estaveis de grau 1, com base Gr(1,P"). Agora a pro-
priedade universal de Mg (P, 1) garante a existéncia de um mapa Gr(1,P") —
Moo(P, 1), e esse mapa é obviamente bijetivo. Sendo Gr(1,P") liso, e sendo
M (P", 1) normal, o teorema principal de Zariski (cf. [35] ch. III, §9) se aplica
e concluimos que o mapa é um isomorfismo. Um argumento andlogo identifica
Mo (P", 1) com a reta universal U.

2.8.6 Grau um, duas marcas. O espaco MO,Q(]P”", 1) € naturalmente iso-
morfo a P" x P" explodido ao longo da diagonal.

Primeiro observamos que a explosao mencionada é facilmente identificada
ao produto fibrado U xg U, onde U — G = G(1,P") é a reta universal
do exemplo anterior. Os dois mapas de avaliacao fornecem um morfismo
v:Mga(P', 1) — U xg U que associa a cada p : (C,p1,p2) — P” o par de
pontos u(p1), u(p2) sobre a reta imagem de pu. Note que a fronteira se aplica
bijetivamente sobre a diagonal. Novamente pelo teorema principal de Zariski,
o morfismo v é um isomorfismo.

2.9 Conicas completas

Conclufmos o capftulo com uma andlise mais detalhada do espago Mg o(P?,2)
com o objetivo de verificar um resultado que é folclore: esse espaco é iso-
morfo a variedade de conicas completas. O exemplo é uma boa ocasiao para
ver aplicados na pratica alguns conceitos que introduzimos. Advertimos que
técnicamente esta secao destoa do resto do texto e nao serd mais requisitada.

2.9.1 Divisores de MO,O(]P’Q, 2). H& apenas um divisor de fronteira, o qual
vamos denotar por D. Este divisor é constituido por mapas com dominio de
dois galhos, ambos de grau 1. Claramente o elemento geral de D mapeia sobre
duas retas distintas, e por isso é bijetivo sobre a imagem.
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Denotamos por R o lugar dos mapas que nao sao bijetivos sobre a ima-
gem. Um elemento geral u € R é um recobrimento duplo. R tem codimensao
1, como segue facilmente do lema 2.1.5 (ou lema 2.1.6), pelo menos fora da
fronteira. Observe que R é também caracterizado como o lugar dos mapas que
admitem automorfismos.

A intersecao ¥ := D N R dos dois divisores descritos é o lugar formado
pelos mapas de dois galhos com a mesma reta imagem.

2.9.2 M o(P?2) é liso. Lembre de 2.4 (com a notagio 14 introduzida) que
esta variedade é localmente o quociente de uma variedade lisa Y pela acao
do grupo finito G = G5 X G5 X G,. A acao nao é livre exatamente nos
pontos da subvariedade R C Y que recobre R. A 6rbita de cada ponto de
R tem cardinalidade 4. Mais precisamente, para uma curva 6-marcada que
vive sobre um ponto de R, o estabilizador é o subgrupo “diagonal” H C G,
que tem ordem 2, i.e., o grupo que consiste na identidade, junto com a troca
simultanea das marcas,

o1 < qo2, qg11 < q12, Q21 < Q22.

Podemos passar Y ao quociente pela acao de GG em dois passos: primeiro pela
acao de H ~ Zjy e em seguida pela acio de G/H em Y := Y/H, que é agora
livre.

Em coordenadas analiticas, a agao do gerador h € H numa vizinhanga de
um ponto de R é algo como

Cllzy, ... x5)] -2 C[lay, ..., 23]
flxe,...,z5) — f(—=x1,...,25).

De fato, sabe-se que toda acao de Z, (ou mais geralmente, de um grupo finito)
em C[[xy, ..., x,]] é linearizavel. O anel de invariantes é C[[z?, xo, . .., x5]], que
é regular, justificando a nao singularidade afirmada para o quociente.

2.9.3 Conicas completas. Lembremos rapidamente a nocao de conica com-
pleta (cf. [24], p.298). Para cada conica nao degenerada C' C P?, sua envoltéria
de retas tangentes é parametrizada por outra cénica C' C P? no plano dual,
chamada conica dual. A colegdo dos pares (C, C’) é uma subvariedade de
P5 x P°; sua aderéncia B C P® x P5 é a variedade das conicas completas.
Mostra-se que B — P° é a explosao ao longo da superficie de Veronese V' das
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retas duplas. Em particular, B é uma variedade lisa. A fibra do divisor ex-
cepcional E C B sobre um ponto que representa uma reta dupla é um P? que
parametriza o sistema linear de divisores de grau dois sobre a reta suporte.
Cada divisor de grau dois representa uma escolha de focos: o par de retas duais
dos focos se interpreta como a posicao limite da envoltoria de retas tangentes,
imaginando a reta dupla como limite de conicas nao degeneradas numa familia
a um parametro.

2.9.4 Proposicao. O espaco MO,O(]P’Z,Q) ¢ naturalmente isomorfo ao espaco
de conicas completas.

2.9.5 Descricao conjuntista da bijecao. Vamos explicitar a bijecao entre
Moo(P?,2) e B. Para cada p no aberto M, (IP?,2) sua imagem ¢ sempre uma
conica lisa; toda conica nao degenerada aparece assim, e uma so vez.

A outra possibilidade, ainda com dominio irredutivel, é termos um reco-
brimento duplo de uma reta em P2. Neste caso, os dois pontos de ramificacao
correspondem aos focos. Segue que o aberto M o(P?,2) estd em bije¢ao com
o aberto de B formado pelas conicas lisas e retas duplas com focos distintos.
Cobrimos desta forma todo o divisor £ C B, exceto pelos pontos com focos
coincidentes.

Do tnico divisor de fronteira D C MO,O(PQ, 2) provém todos os pares de
retas, inclusive no caso delas serem coincidentes, quando entao marcamos um
unico foco. Atingimos assim as configuracoes em E omitidas antes.

2.9.6 Idéia da demonstracao formal. Precisamos construir um morfismo
MQO(IP’Q, 2) — B, que é a bijecao ja descrita. Primeiro passo: descrever um
morfismo para P°. O segundo passo é a verificacdo de que a imagem inversa
da Veronese V' ¢é exatamente o divisor de Cartier R. Decorre entao que o
mapa fatora pela explosao de P° ao longo de V, que é justamente B. Mais
uma aplicacao do teorema principal de Zariski nos garante que a bijegao é um
isomorfismo. Vamos aos detalhes.

2.9.7 Construgdao de um mapa natural Mg,(P?,2) — P5. Considere os
mapas de esquecimento e de avaliagao na marca,

%1

M1 (P?2) P2

3

M o(P?,2).
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Obtemos assim um mapa Mg (P?,2) — Mg o(P? 2) x P2. Sua imagem é um
divisor de Cartier X C M (P?,2) x P2. Conjuntistamente, é claro que a fibra
de X sobre um ponto pu € Mgo(P?,2) é a curva imagem de u (em geral uma
conica nao degenerada). De fato, X é o espaco total de uma familia plana
sobre Mgo(P?,2). Isto segue (cf. Kollar [32], 1.11) notando que a equagao
local de X em Mgo(P?2) x P? ndo é divisor de zero na fibra P2. Lem-
brando que P5 parametriza a familia universal de conicas, obtemos o morfismo
Kk Moo(P?,2) — P> que a cada p associa a sua imagem (seja ela uma conica
nao degenerada ou par de retas).

2.9.8 A imagem inversa da Veronese VV é o divisor de Cartier R.
Conjuntistamente, nao ha duvida. Falta verificar que a imagem inversa esque-
matica nao possui componentes imersas. S6 ha um lugar com perigo desse
mau comportamento: 3, a tnica drbita fechada da agao de Aut(P?) em R.
Um truque para detectar tais singularidades é tracar um arco em MQO (P%,2)
que passe por X e calcular os espagos tangentes, como ensinamos a seguir.

2.9.9 Construgao do arco em M,(P?,2). A técnica mais importante para
construir um arco num espaco de moédulos é via familias a 1 parametro. No
caso, dada uma familia a 1 parametro S — B x P? de mapas estdveis (cf. 2.3)
de grau 2 com base B, a propriedade de espa¢o de médulos grosseiro (cf. 2.3.2)
garante a existéncia do mapa classificante B — Mg (P2, 2).

Partimos da familia de conicas bX? — b?Y? — Z? que tem como membro
especial (b = 0) uma reta dupla. Verifica-se que a familia dual também tem
uma reta dupla como limite.

Procurando a correspondente familia de parametrizagoes como no exem-
plo 2.2.2, vocé descobre que é necessario fazer uma mudanca de base da familia,
substituindo b por b%. A familia é entao substituido por b2X? — b*Y? — Z2; as
coOnicas que apararecem na familia sao as mesma da familia original, mas agora
cada conica aparece duas vezes, exceto o membro especial. Este s6 aparece
uma vez, devido ao fato de b +— b? ser ramificado em b = 0. Em compensaco,
a nova familia admite a se¢ao dada por [b:1:0].

Isto nos habilita, como em 2.2.2, a achar uma familia de parametrizacgoes
na forma

b(b? + %)
(b,t) — | t*— b
20t

Este mapa racional tem um ponto base (b,t) = (0,0), e o resto da fibra central
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F mapeia toda para o ponto [0 : 1 : 0]. Uma explosao resolve o mapa aqui,
mas o divisor excepcional E; adquire dois novos pontos base. (E; mapeia toda
para [0 : 1 : 0] também.) Explosao nesses dois pontos resolve, e o resultado
sao mais dois divisores excepcionais, sem pontos base, e esses dois divisores
excepcionais mapeiam para a mesma reta (Z = 0).

Em outras palavras, a fibra central virou uma curva com quatro galhos: os
dois primeiros (F' e E7) tém grau zero e desestabilizam a familia. Falta fazer
duas implosoes, i.e., primeiro contrair F' (que é uma (—1)-curva), e depois
contrair também FE;, que virou uma (—2)-curva. Esta segunda implosao deixa
o espaco total singular, mas isso nao faz mal. B

Temos agora uma familia de mapas estdveis S — B x P2?, e portanto
um mapa B — Mg(PP%,2). Porém, como foi o caso da familia das imagens
VX2 — b'Y? — 72, cada mapa aparece duas vezes, ou seja B — Mg o(P?,2)
é um recobrimento duplo de sua imagem, ramificado em b = 0. Mas entao
fatora ,

B™% B % My ,(P?,2),
onde « é birracional sobre a imagem. O arco o : B — M (P2, 2) sera empre-
gado para o cdlculo de espagos tangentes. Compondo com x : M o(P?,2) —
P>, obtemos exatamente a nossa familia original de conicas, bX? — b?*Y?2 — Z2.

Por que foi necessaria entao a mudanca de base? Porque nao existe uma
familia a 1 parametro de mapas estaveis cuja correspondente familia de conicas
seja bX2—b2Y2 — Z2. Porém o arco o : B — M o(P?,2) existe e é assim teste-
munha do fato de que, em geral, uma subvariedade num espaco de moédulos
apenas grosseiro nao necessariamente corresponde a uma familia!

A construcao feita acima é um exemplo da importante técnica de reducao
estavel, muito bem explicada em Harris-Morrison [25], §3C.

2.9.10 Lema. Seja Y uma variedade lisa e seja D C'Y um subesquema de
codimensao 1. Sejan : B —'Y um morfismo de uma curva nao singular B tal
que a imagem inversa esquemdtica n~*D € um ponto reduzido 0 € B. Entdo
D é liso no ponto p = n(0).

Demonstragao. Seja m, C Oy, o ideal do ponto p e seja I C Oy, o ideal de
D. Lembramos que o espago tangente 7,,Y é dado por (m,/ mf,)*. O subespaco
T,D é o anulador de (I +m?)/m2. O espaco tangente T,D é de codimensao
<lemT,Y. Se a desigualdade for estrita, entao o ideal I estd contido em mf,.
Como m,Op C my, segue que IO0g estd contido em mg, contradizendo que
a imagem inversa é reduzida. a
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2.9.11 Conclusao da demonstragao de 2.9.4. Vamos aplicar o lema ao
arco « construido acima, para mostrar que a imagem inversa da Veronese,
k~1V, é lisa (e em particular, Cartier em Mg (P2, 2)). Pelo lema, basta ver
que o 'k~V é reduzido. Como o ideal de V é gerado pelos menores 2 por 2
da matriz simétrica associada a coOnica, é claro que sua imagem inversa em B
é reduzida, dada pelo ideal gerado por b. O

2.10 Generalizacoes e referéncias

As construcoes e alguns dos resultados deste capitulo tém paralelos para curvas
de género g > 0, e para variedades projetivas lisas no lugar de P", mas a teoria
¢ mais complicada.

2.10.1 Variedades homogéneas. Substituindo P" por uma variedade ho-
mogeénea projetiva ou, mais geralmente por uma variedade convera X, nao
traz muitos problemas. X ¢é convexa se H'(P!, u*Tx) = 0 para todo mapa
Pt — X. A classe das variedades convexas inclue os espacos projetivos,
grassmannianas, quadricas lisas, e produtos de tais variedades.

A principal diferenca é que A;(X) ndo mais necessariamente é gerado por
um elemento sé, como no caso P", onde A;(P") é gerado pela classe de uma
reta. Temos que considerar classes de curvas § € A;(X) em vez de ape-
nas especificar o grau d como no caso de P". Estudam-se entao os espacos
M. (X, 8) parametrizando classes de isomorfismo de mapas p: C — X tais
que j1,[C] = 5 B

Nao se sabe em geral se M, (X, ) é irredutivel. Isto é conhecido apenas
para variedades de bandeiras generalizadas, i.e. de tipo G/P, (cf. [41]).

2.10.2 Variedades mais gerais. Para variedades projetivas X mais gerais
continua valendo que existe um espaco de médulos grosseiro M, (X, ), ainda
projetivo. Nao precisa mais ser irredutivel nem conexo, e pode ter componentes
de dimensao maior que a esperada... Por exemplo, seja X o plano projetivo
explodido num ponto, e seja § = [E + L] a classe do divisor excepcional mais
uma reta. Nao existem curvas irredutiveis desta classe, logo My (X, 3) é vazio!
Mas a “compactificacao” Wom(X , ) ndo é vazia, e todos os mapas nela tém
dominio redutivel.

2.10.3 Geénero positivo. As complicagoes nos casos de género positivo in-
cluem todas as descritas no fim do capitulo anterior, ja que curvas de mesmo
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género nao sao necessariamente isomorfas; curvas redutives nao necessaria-
mente sao arvores, etc. Continua valendo que existe o espaco de modulos
grosseiro, ainda projetivo. Mas com g > 1 ocorrem fenomenos parecidos com
0 caso X nao-convexa: mesmo O espaco Mg,n(]P”", d) nao é mais irredutivel nem
conexo, e pode ter componentes de dimensao maior que esperada. . .

2.10.4 Classe fundamental virtual. Existem hoje teorias que lidam com
esses problemas, introduzindo uma classe fundamental virtual para usar em

vez de [M, (X, 3)]. Isto é, se a dimensdo esperada de M, (X, 3) ¢ igual a
s, entdo a classe fundamental virtual vive em A4(M,,.(X,/)). A construcio
desta classe é muito técnica e depende de teoria de deformacao e obstrugoes,
e se expressa mais naturalmente na linguagem de pilhas. O leitor interessado

é referido ao trabalho original de Behrend e Fantechi [6].

2.10.5 Pilhas! O conceito de pilha (inglés: stack, francés: champ) é uma
generalizacao da nocao de esquema, que incorpora a informacao de todos os
possiveis automorfismos que possui um objeto.

Esta linguagem, apesar de ser abstrata e requerer familiaridade com teoria
de categorias, é conveniente para tratar de questoes de médulos. Considerada
como uma pilha, ngn(X ,3) é lisa, e admite uma familia universal que se
identifica naturalmente com M, ,,1(X, 3).

Muitos dos problemas e fenomenos peculiares ligados a presenca de au-
tomorfismos que vivenciamos na se¢ao 2.6 e na construcao de familias para
Myo(P?2) na secao 2.9 sdo mais naturalmente descritos na linguagem de
pilhas. Arriscamo-nos com a seguinte comparagao. Estudar familias de curvas
na linguagem de variedades requer malabarismos para tratar de fibras nao re-
duzidas. Estas possuem estrutura que nao cabe na nocao de variedade, mas é
tratada com clareza na linguagem mais abstrata de esquemas. De certa forma,
para o estudo de espagos de médulos onde aparecem objetos com automorfis-
mos — estrutura que nao é bem capturada no contexto de esquemas — a
linguagem de pilhas é mais adequada.

As notas de Edidin [13] sdo uma boa introducao a teoria de médulos de
curvas que adota a linguagem de pilhas.

2.10.6 Leituras. O leitor pode (deve?) estudar os detalhes da construgao
do espaco Mg, (P",d) (ou mais geralmente, M, (X, 3), com X convexa) nas
primeiras seis secoes de FP-NOTES. Porém, muita e boa geometria pode ser
feita assumindo a existéncia e as propriedades de M, (P", d).
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Recomendamos o excelente e acessivel artigo de Pandharipande [38]. Pri-
meiro é dada uma descricao de geradores naturais para o grupo de Picard
Pic(M)®Q. Em geral, Pic(M)®Q é gerado por todos os divisores de fronteira
juntamente com os divisores v¥(H) (imagem reciproca da classe hiperplana
H). Para n > 3, essas imagens reciprocas podem ser substituidas pelo divisor
de incidéncia inc(H?) = e ¥, (H?)(cf. 2.6.4).

Em seguida, familias a 1 parametro sao exploradas de forma sistematica
para expressar a classe de vérios divisores de significado geométrico em termos
desses geradores. Resulta um algoritmo para calcular niimeros caracteristicos
de curvas racionais em P" (cf. 3.4.2).

Mencionamos por fim recentes artigos de Vakil [44] e [45] que tratam dos
espagos M, (P2, d) para g = 1,2, 3, usando técnicas parecidas com as de [38].
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Capitulo 3

Geometria enumerativa via
mapas estaveis

Este capitulo apresenta o uso da maquinaria dos espagos de mapas estaveis
para uma demonstracao da formula de Kontsevich. Na primeira secao fazemos
um resumo de abordagens classicas.

3.1 Geometria enumerativa classica

3.1.1 O principio da conservagao do nuimero. Abordagens classicas
de questoes enumerativas frequentemente empregavam o “principio da con-
servacao do numero”. Grosso modo, supunha-se que o numero de solugoes
de um problema de contagem de configuracoes permaneceria constante ao se
especializar para posigoes particulares as condigoes “genéricas” impostas.

Um exemplo tipico é a determinacao do ntimero de retas em P? incidentes
a quatro retas ¢y, ..., ¢, em posicao geral. Especializando as retas de maneira
que {1, 5 se interceptem num ponto p e /3, ¢, se intereceptem noutro ponto ¢,
vemos que ha exatamente duas solucoes: a reta pg e a reta de intersecao dos
dois planos (1, 03) e ({3, 4y).

Naturalmente é preciso justificar tanto a conservacao do niimero de solucoes
como a nao interferéncia de multiplicidades. A necessidade de uma revisao
critica dos métodos e resultados da escola enumerativa classica levaram Hilbert
a incluir — como o décimo quinto problema de sua famosa lista legada no virar
do século XIX — a questao dos limites de validade dos resultados de Schubert
e sua escola. Veja o artigo de Kleiman [29].
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3.1.2 Teoria da intersecao. As abordagens pods-cldssicas mais populares
consistem na aplicacao de métodos bem estabelecidos de Teoria da Interse¢ao
a espacos de parametros adequados para cada problema. No exemplo acima,
podemos trabalhar na grassmanniana Gr(1,P?) de retas de P2. O mergulho de
Pliicker realiza Gr(1,P?) como uma hipersuperficie quadrica em P5. A condicao
de incidéncia & reta ¢; é dada pela intersecao da quadrica Gr(1,P?) C P5 com
seu hiperplano tangente no ponto ¢;. A interse¢do dos quatro hiperplanos é
uma reta em P° que ou bem intersecta Gr(1,P) em dois pontos (possivelmente
coincidentes) ou fica 14 inteiramente contida.

3.1.3 Exemplo. Quantas conicas em P? passam por 5 pontos em posicdo
geral? O método cldssico para resolver essa questao nos leva ao espaco P° que
parametriza a familia de conicas. Associa-se a cada cOnica os coeficientes de
sua equacao (a menos de fator constante). A condi¢ao de passar por um ponto
descreve um hiperplano em P®. E facil se convencer de que a intersecao de
cinco tais hiperplanos fornece exatamente uma tnica solucao esperada.

A mesma argumentacao vale para o caso de cubicas planas por 9 pontos
ou mais geralmente, curvas planas de grau d por d(d + 3)/2 pontos.

3.1.4 Exemplo. A situagdo muda quando nos perguntamos quanto ao nimero
de cubicas planas racionais. Uma ctbica plana racional é necessariamente
singular. As ctbicas racionais formam a hipersuperficie discriminante D em
PY. A questao pertinente é sobre o ntimero de ctibicas racionais passando por
8 pontos. Desta vez, devemos intersectar D com oito hiperplanos, cada um
correspondente a condicao de passar por um ponto. A resposta é 12, o grau da
hipersuperficie D. O discriminante é uma caso particular da variedade dual.
O grau pode ser calculado como em [18].

Uma argumentacao topoldgica para o cdlculo é em linhas gerais a seguinte.
Queremos o nimero de pontos de intersecao de D com uma reta genérica de
P?. Esta é dada por um feixe de ctbicas {t1F1 + tQFQ}[tl,tQ}EHDI, onde F, F,
sao duas cubicas gerais. Explodindo os nove pontos de intersecao dessas duas
ctibicas, obtemos uma superficie S e um mapa t : S — P! que estende o mapa
racional P? --» P! definido pelo feixe.
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A fibra de t sobre [t; : t5] € P! é isomorfa a curva dada por ¢ F| + toFy desde
que nenhum dos nove pontos-base seja singularidade. Temos assim ctbicas
em geral nao singulares e um numero finito de cibicas singulares, cujo niimero
queremos calcular. Seja X C P! o conjunto dos pontos com fibras singulares. A
restricdo de t sobre U = P! \ ¥ é uma fibracdo, com fibra uma curva elitica (um
toro T). Usando propriedades da caracteristica de Euler topolédgica, podemos
calcular

X(9) = x(P*~A{p1,....po}) + 9 x(P')
= 3-9+18=12
= X(tU) +x(t7'E)
= X(T) - x(U) + contribuigao das fibras singulares.

A primeira parcela da tltima expressao vale zero (=x(T)). Para um feixe
genérico, cada fibra singular é uma cibica nodal, para a qual y vale exata-
mente 1. Veja o artigo de Caporaso [8], para outras maneiras de calcular
especificamente este ntmero.

3.1.5 Grau maior. Aumentando o grau, a situagao fica mais complicada.
Lembre a formula do género de uma curva plana nodal,

(d—1)(d—2)

— 4,
2

g:

onde 0 é o numero de nés. Portanto, para ter curvas racionais devemos impor
(d—1)(d —2)/2 nés. E um fato que cada né é uma condigdo de codimensao
1; ou seja, no espaco projetivo P44+3)/2 de todas as curvas de grau d, as que

~ . . . —d . ~
sao racionais formam uma subvariedade V', de dimensao

dim Vg = d(d+3)/2—(d—1)(d—2)/2
3d -1

Para chegar a um ntmero finito de curvas devemos entao impor a condicao de
passar por 3d — 1 pontos gerais.

Definigao. Denote por Ny o niimero de curvas racionais de grau d que passam
por 3d — 1 pontos em posi¢ao geral.

, . , —d
Esse nimero pode ser caracterizado também como o grau de V.
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3.1.6 Exemplo. Para quérticas racionais, no espirito do exemplo de ctbicas
racionais, devemos calcular o grau da subvariedade Vé C P* que corresponde
as curvas com 3 pontos singulares. Isto ainda pode ser feito com o método
classico; de fato, o nimero N, = 620 foi determinado por Zeuthen [48] em
1873. Para quinticas racionais, ha que se impor 6 (= género) pontos duplos,
e o numero Ny = 87304 foi determinado apenas em tempos recentes. Foi
calculado explicitamente em [43]; anteriormente, Ran [39] tinha indicado uma
recursao que forneceria, em principio, o nimero Ny para qualquer d.

3.1.7 Variedades de Severi. A variedade Vﬁ é um exemplo de uma varie-
dade de Severi. Mais geralmente vocé pode estudar a variedade V%9 de todas
as curvas irredutiveis de grau d e com § < (d — 1)(d — 2)/2 pontos duplos.
O problema da determinagao do seu grau foi resolvido recentemente, veja
Caporaso-Harris [9] e Ran [39].

3.1.8 ParametrizagGes. O artigo de Kontsevich e Manin [33] trouxe, de
forma cristalina, a relacao explicita 3.3.1, que determina todos os nimeros Ny.
A abordagem adotada por Kontsevich muda o foco: em vez de caracterizar
uma curva por sua equacao (um ponto de uma variedade de Severi), estuda
suas parametrizacoes. O resultado é obtido por uma intersecao adequada no
espago de médulos Mg, (P2, d) em vez de Vﬁ (como veremos na prova do

teorema 3.3.1). Observe que Mg (P2, d) e Vﬁ sao birracionalmente isomorfos:
ambos sdo compactificagoes do aberto Vi das curvas racionais irredutiveis e
reduzidas.

Como veremos na secao seguinte, a férmula é uma consequéncia da estru-
tura recursiva da fronteira dos espagos M, (P, d).

3.2 Contando conicas e cubicas racionais via
mapas estaveis

Para ver como funciona a recursao, calculemos inicialmente o ntmero de
coOnicas passando por cinco pontos em posicao geral, e em seguida, o niimero
de cubicas racionais por oito pontos.

O método reduz a questao para o caso de grau menor, e o ponto de partida
¢é simplesmente o seguinte:

3.2.1 Fato. Por dois pontos distintos passa uma tnica reta. Ou seja: N; = 1.
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3.2.2 Proposicao. Eriste exatamente Ny = 1 conica passando por 5 pontos
gerais no plano.

Demonstragio. O célculo é feito em Mg (P2, 2), uma variedade de dimensao
onze. Vamos usar os simbolos mi, ms, p1,...,ps para indicar as marcas. Es-
colha em P? duas retas Li, L, e quatro pontos Q1,...,Q,, tudo em posicao
geral. Daqui a pouco discutiremos essa condicao.

Seja Y C M ¢(IP?,2) o subconjunto consistindo nos mapas

p(mi) € Ly
(C;m17m27p17"'7p4;:u> tais que N’(mQ) S L2

Y é de fato uma subvariedade, dada pela intersecao de seis imagens inversas
por mapas de avaliacao:

Y = v (L) Nt (L) Ny HQ) NNy Q).

Escolhendo as retas e pontos de forma suficientemente geral, mostra-se também
que Y é uma curva. De fato, a imagem inversa de uma reta é de codimensao
1, e a imagem inversa de um ponto é de codimensao 2. Portanto, no total a
intersecao ¢ de codimensao 10. Vamos calcular a intersecao de Y com divisores
de fronteira. Por um argumento de tipo Bertini, é possivel também garantir,
com a genericidade da escolha dos pontos e retas em P?, que Y intersecte
os divisores de fronteira transversalmente. E necessdrio saber igualmente que
tudo se passa na parte livre de automorfismo Hgiﬁ(ﬂﬂ, 2) C Myg(P%2). ..

Considere o mapa Mg 6(P2,2) — Mg 1, mappe) QU €SqUece O mapa fi e
também as duas marcas ps, ps. A equivaléncia fundamental 2.7.6.1 nos fornece

Y N D(my, ma|p1,p2) =Y N D(mq, p1|ma, pa). (3.2.2.1)

Vamos olhar primeiro o divisor de fronteira especial do lado esquerdo,
D(my,mo|p1,p2) = >, D(A, B;da,dp). Temos 12 termos nessa soma; as 12
componentes irredutiveis do divisor correspondem aos tipos combinatérios de-
senhados abaixo. A curva com os A-pontos é sempre desenhada a esquerda.
Os numeros junto as curvas sdo os graus parciais d4 (a esquerda) e dp (a
direita):
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Vamos calcular agora a intersecao de Y com cada um desses divisores de
fronteira. Na primeira coluna temos d4 = 0. Isto quer dizer que a curva
C'4 vai toda sobre um s6 ponto z € P?2. Lembrando que m; mapeia em L; e
mg em Lo, deduzimos que {z} = L; N Ly. Suponha agora que existam mais
marcas em Cy, (ou seja, estamos considerando um dos trés tltimos divisores
na primeira coluna): entao essas marcas também iriam para z, contradizendo
assim a hipotese de posicao geral das retas e pontos. Isto mostra que Y tem
intersecao vazia com os trés ultimos divisores na primeira coluna. Quanto
ao primeiro caso, devemos mapear C'g em uma conica, e uma vez fixada essa
conica, nao ha mais escolhas a fazer para as marcas, pois o ponto de intersecao
x € U4 N Cp mapeia em z e os outros quatro pontos vao nos );’s. O nimero
de maneiras de tragar uma conica pelos cinco pontos é precisamente Ny. Logo
o numero que estamos procurando aparece exatamente aqui na soma.

Na terceira coluna, temos dg = 0. Isto significa que Czp mapeia a um
ponto. Mas isso é impossivel por conta das condicoes que definem Y: duas
das marcas teriam que ir para o mesmo ponto em P2, Portanto nao hd qualquer
contribuigao dessa coluna.

Na segunda coluna, d4 = dg = 1. Assim, cada curva é mapeada numa reta.
Nos trés primeiros casos temos trés marcas em Cg. Elas teriam que ir todas
na mesma reta, e os pontos imagens seriam entao colineares, contradizendo
o requerimento de generalidade. Logo, s6 o tultimo divisor da alguma con-
tribuigdo. Aqui C4 e Cp s@o mapeados em retas distintas (sendo apareceria
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um bocado de pontos colineares. .. ): a reta p(Cpg) é unicamente determinada
pois existe s6 N1 = 1 reta por ()1 e ()2. No que toca as possiveis maneiras de
mapear nesta reta, note que ja foi fixado onde as duas marcas p; e ps vao; além
disso, o ponto de intersegdo z deve ir no ponto de interse¢ao pu(Cy4) N u(Cp)
das imagens. Isso perfaz trés pontos com destinagao conhecida, donde nao ha
mais sobra para qualquer escolha. Analogamente, existe s6 N; = 1 maneira
de mapear (4 em sua reta imagem. Note que as imagens dos dois pontos my
e my estao bem determinadas, pois eles devem ser enviados nas intersecoes
w(Ca)N Ly e u(Ca)N Ly, respectivamente. Portanto, no total, a intersegao de
Y com esse divisor ¢ s6 1 ponto.

Somando as interse¢oes com todas as componentes de D(my, ms|p1, ps),
encontramos

Y N D(my, ma|p1,p2) = No + 1.

Em seguida, calculamos a intersegao de Y com o divisor D(myq, p1|ma, p2).
Poderiamos novamente desenhar todas as 12 componentes desse divisor, mas
¢ desnecessario. Como existe um p; e um m; em cada galho, nao podemos
ter qualquer grau parcial d = 0: isto forcaria @; € L;, contradizendo a
generalidade dos Lj, @);. Logo nos resta apenas dy = dg = 1. Aqui, as duas
unicas possibilidades sao p3 em um galho e p4 no outro. Em cada caso achamos
uma reta pelos dois pontos, seguindo

Y N D(my, pi|ma, p2) =1+ 1.
Assim a equacao 3.2.2.1sereduza No+1=14+1,e Ny = 1. O

3.2.3 Proposicao. Ezistem eratamente N3 = 12 cubicas racionais passando
por 8 pontos gerais.

Demonstracao. A linha de argumentacao é exatamente a mesma do caso de
coOnicas; apenas um pouco mais de cuidado é necessario para determinar os
coeficientes.

Desta vez vamos nos situar em Mg go(P? 3), um espaco de dimensao 17.
Escrevamos as marcas mq, ms, p1, . . ., Pz, € tomemos o mapa de esquecimento
para MOA que despreza os pontos ps,...,p;. Fixe duas retas L, Lo e sete
pontos Q1,...,Q7 em posigao geral em P2 Seja Y C Myo(PP% 3) a curva
definida por

Y = v, (L1) Ny (La) N HQu) N - 0w Q).
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Pode-se garantir que Y corta os divisores de fronteira transversalmente e esta
inteiramente contida no lugar de mapas livres de automorfismos (cf. 4.1.2).

A relagao Y N D(my, ma|p1, p2) =Y N D(mq, p1|ma, p2) vai nos revelar uma
expressao de N3 em termos de Ny e NVy.

Calculemos primeiramente a intersecao de Y com D(mq, ms|p1,p2). Este
divisor tem 128 componentes irredutiveis! De fato, temos mais cinco pontos
para distribuir nos dois galhos; o nimero de partigbes ordenadas A U B =
[5] é igual a 32, que entdo multiplicamos pelo ntimero 4 de partigoes d4 +
dp = 3. Como no caso de conicas, vamos examinar cada um desses divisores
D(A, B;da,dg) segundo a partigao ds + dg = 3.

Se dg = 0, a curva Cg vai toda num ponto. Isto é absurdo, pois ela tem
pontos mapeando para @);’s distintos. Logo a intersecao de Y com cada divisor
de fronteira onde dg = 0 é vazia. Se d4 = 0, entao, como no caso de conicas,
a curva (4 vai toda ao ponto z € L1 N Ly. Percebemos que as escolhas de Cp
correspondem as maneiras de tragar uma cubica pelos 8 pontos z, @1, ..., Q7.
Portanto, o termo N3 aparece nesse estagio da soma.

Vejamos os casos com d4 = 1. Somente se pusermos 2 pontos em C'4 e mais
3 pontos em C'g é que nao nos atrapalharemos com o requerimento de posicao
geral. Realmente, mais do que 2 pontos extras em (4 implicaria mais que
2 pontos colineares na reta imagem de C'4; mais que 3 pontos extras em Cp
daria mais que 5 pontos na conica imagem u(Cg), igualmente contradizendo
a generalidade. Temos agora (g) = 10 modos para distribuir os 5 pontos
restantes, e assim estamos cuidando simultanemente de 10 componentes; isso
dd um coeficiente 10. Para cada uma dessas componentes, existe uma sé
escolha para o mapa de Cy em P2, Com efeito, ele vai a uma a reta, tem
duas marcas, e também os destinos dos pontos my, mo sao bem determinados
pois hd um s6 ponto de interse¢ao pu(C4) N L;. Para Cp temos que estimar as
possibilidades de mapear sobre uma conica. A imagem do ponto de intersecao
x € Cy N Cp pode ser tomada como um dos dois pontos em u(C4) N u(Cp).
Fixado o destino de x, nao sobram mais escolhas: de fato, ficamos com o
problema de desenhar uma conica por 5 pontos dados, justamente o nimero
calculado anteriormente. Logo, a contribuicao dos 10 divisores com d4 =1 é

10- Ny -2 - Ny = 20.

Vejamos agora o caso d4 = 2. Novamente argumentando com a generali-
dade das escolhas das retas e pontos, deduzimos que apenas quando os cinco
pontos restantes cairem em C'4 ganhamos alguma contribuicao. Portanto,
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estamos agora na situacao em que existe s6 uma componente irredutivel a
considerar. Note que ha duas escolhas para onde mandar x. Cada escolha
fixa tudo para C'g. Quanto a C'4, a conica imagem ¢é fixada por cinco pontos
(N2 =1). Agora para o ponto m; hd duas escolhas: cada um dos dois pontos
de intersecao em Ly N pu(Cy). O mesmo se d& para my. Isso faz aparecer mais
um fator 22, fazendo o coeficiente total valer 8.

Resumindo, achamos

Y N D(mq, ma|p1,p2) = N3+ 20 + 8.

Cuidemos agora dos pontos de intersecao de Y com o outro divisor de
fronteira especial, D(mq,pi|ms,ps). Agora temos my,p; € A e ma,py € B.
Existindo tanto um m como um p em cada galho, nao ha qualquer possibilidade
com dy = 0 nem dg = 0. Se dy = 1 entao tem que ocorrer exatamente 1
ponto adicional em C'4. H4 5 maneiras de escolher esse ponto entre os pontos
restantes ps,...,p7. Estamos assim considerando 5 componentes irredutiveis
aqui. As duas curvas estao agora determinadas: C'4 é a reta por 2 pontos, Cp
¢ a conica por 5 pontos. Para o ponto de intersecao x ha duas maneiras, e
para mg sao também duas. Total: 5-2-2 = 20. A situagao é simétrica quando
d4 = 2 porque entao dg = 1. Assim temos outros 20 mapas, e totalizamos
Y N D(my, p1|ma, p2) = 20 + 20.

Por fim, como os dois divisores de fronteira especiais sao equivalentes, pode-
mos escrever

N3 + 20 + 8 =20 + 20,

donde N3 = 12 como afirmado. O

3.3 A férmula de Kontsevich para curvas
planas racionais

3.3.1 Teorema. (Kontsevich) Seja Ny o nimero de curvas planas racionais
wrredutiveis passando por 3d — 1 pontos gerais. Entao vale a sequinte relagao
Tecursiva:

§ 3d—4 2 _ § 3d—4

Nd + (3dA_1)dANdA . NdB : dAdB - (3dA—2)dANdA : dBNdB : dAdB
da+dp=d da+dp=d
da>1l,dp>1 da>1l,dp>1

Como conhecemos N1 = 1, a formula calcula todos os Ny.
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Demonstracao. Ponha n := 3d, e considere Mom(Pz, d), com as marcas deno-
tadas por my, ma, p1,. .., Pn_a. Sejam L; e Ly retas em P?, e sejam Q1, . .., Qn_s
pontos em P2, Considere Y C M, (IP?, d) definido como a interse¢io das ima-
gens inversas dessas retas e pontos pelos mapas de avaliagao. Essas escolhas
podem ser feitas de modo que Y seja uma curva que intersecta os divisores de
fronteira transversalmente e cai no lugar livre de automorfismos (cf. 4.1.2).

A exemplo dos casos d = 2, 3 vistos acima, a equagao enunciada seguird da
equivaléncia fundamental,

Y N D(my, ma|p1, p2) =Y N D(my, p1|ma, pa).

Vamos examinar o lado esquerdo. A tnica contribuigdo com um grau parcial
igual a zero provém do caso em que todos os 3d — 4 pontos adicionais caem no
B-galho, e isso fornece exatamente o nimero N,. Quando os graus parciais sao
nao nulos, a unica distribui¢ao de pontos dando alguma contribuicao ¢ quando
3d4—1 pontos caem no A-galho. Existem (3:2_:11) tais componentes irredutiveis
em D(my, mo|p1, p2), assim justificando o fator binomial na férmula. Agora ha
N4, maneiras de tragar a imagem de Cy e Ny, maneiras de tracar a imagem
de C'g, e isso determina o destino de todos os p;’s. Resta escolher onde vao
as duas marcas m; e mo. A marca m; tem que cair num ponto de intersegao
de u(Ca) e Ly, e por Bézout temos d4 a nossa disposi¢do; mesma coisa para
mo. Isso d4 conta do fator d na férmula. Finalmente, o ponto de intersegao
x € 4N Cg deve ir num dos d4 - dg pontos de intersecao das curvas imagens
(novamente Bézout). Isso fornece o fator dadp e completa o exame do lado
esquerdo da equacao.

No lado direito, nao ha contribuicao se d4 ou dg é zero: isso forcaria
@1 € Ly ou Q2 € Lo, argumentando como nos exemplos acima. Para as
outras particoes d4 + dg = d, a tnica contribuicao vem de componentes com
3d4 — 2 mais pontos no A-galho, e existem (32‘1_3) tais componentes. Para
qualquer uma dessas componentes, as curvas imagens u(C4) e u(Cp) podem
ser escolhidas de Ny, e Ny, maneiras respectivamente. O ponto m; tem que
ir em pu(C4) N Ly, dando d4 escolhas, e similarmente my permite dp escolhas.
Por fim, z tem que ser enviado a um dos dadp pontos de p(Cs) N u(Cp). Isto

completa a prova. a
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3.4 (Generalizacoes e referéncias

3.4.1 Dimensao maior. Embora seja possivel aplicar a curvas racionais em
P3 argumentos ad hoc similares aos indicados nos exemplos acima, nao é acon-
selhavel. As técnicas de cohomologia quantica descritas nos dois proximos
capitulos fornecerao uma simplificacdo computacional (e talvez conceitual)
consideravel.

A férmula de Kontsevich admite generalizacoes para espagos projetivos de
dimensao maior, e para outras variedades homogéneas. Porém nesses casos
nao consiste em apenas uma mas vdrias relagoes recursivas. Tais férmulas sao
estabelecidas usando a maquinaria dos invariantes de Gromov-Witten desen-
volvida no capitulo seguinte.

3.4.2 Condigoes de tangéncia e niimeros caracteristicos. A condicao
de uma curva tangenciar uma dada reta L C P2 é uma condicio de codi-
mensio 1, ou seja, define em M ,(P?,d) (ou em Vg) um divisor. Os nimeros
caracteristicos de um sistema de curvas planas sao definidos como o ntmero
de curvas (racionais, por exemplo) de grau d passando por a pontos e tan-
genciando b retas. Se o sistema ¢é a familia das curvas racionais de grau d,
devemos impor a + b = 3d — 1 para a pergunta ter interesse.

Os numeros caracteristicos para d = 2,3,4 foram calculados no século
passado por Chasles, Maillard e Zeuthen, respectivamente, e a verificacao dos
resultados tem sido um desafio para a geometria enumerativa moderna. Muitos
dos nimeros foram verificados com rigor na década de 80, usando varias com-
pactificacoes engenhosas das variedades de Severi abertas.

Com o advento dos espagos de Kontsevich, uma solugao mais sistematica
do problema parece estar ao alcance. Pelo menos para curvas racionais, o
problema foi resolvido por Pandharipande em [38]: ele calcula a classe do
divisor de tangéncia e constroi um algoritmo que permite determinar todos os
numeros caracteristicos, para qualquer grau. O passo chave do algoritmo é a
estrutura recursiva da fronteira.

3.4.3 Género 1. Existe uma féormula recursiva também para os ntimeros Ej
de curvas de género 1 e grau d que passam por um numero adequado de pontos
em P? (cf. por exemplo Pandharipande [37]).

Partindo desta recursao, Vakil [45] estendeu as idéias de Pandharipande [38]
para determinar também os niimeros caracteristicos para curvas de género 1.
Ele identifica a componente boa de M (P?,d) (que é um espago desconexo,
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cf. 2.10.3), descreve sua fronteira, e dd uma receita de como reduzir questoes
de tangeéncias as de incidéncia, cujos numeros FE; sao conhecidos.

3.4.4 Quarticas planas. Mencionamos por fim que, para quarticas planas
(9 = 3), Vakil [44] verificou todos os nimeros caracteristicos determinados
por Zeuthen [48]. A andlise é feita na normalizacdo da componente boa de
Mg’o(]PJQ, 4) ..



Capitulo 4

Invariantes de Gromov-Witten

Vamos formalizar os argumentos de transversalidade usados na demonstracao
da férmula de Kontsevich e nos dois exemplos que a antecederam. Isto nos
levarad naturalmente a nocao dos invariantes de Gromov-Witten.

Em todo este capitulo assumiremos por simplicidade que r > 2.

4.1 Significado enumerativo

4.1.1 Notacgao. Introduziremos inicialmente algumas abreviacoes. Escreve-
mos M := My, (P",d), e denotamos por py,...,p, as marcas de um mapa fi.
Ponha X :=P". Seja X" = X x --- x X o produto de n fatores iguais a X
eseja1; : X" — X ai-ésima projecao. Dadas n subvariedades irredutiveis
Iy,...,I', € X, denotamos por I' seu produto:

L=Tyx---x[,=Nr}(Iy) € X"

Os n mapas de avaliacao v; : M — X induzem um mapa para X" que
vamos denotar por v : M — X™. Isto é, para cada ¢ = 1,...,n temos um
diagrama comutativo
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A imagem inversa v, 1(1—}) C M consiste em todos os mapas j tais que
u(pi) € Ti. Se k; é a codimensdo de I'; em P", entdo v; Y(T';) tem a mesma
codimensao k; em M, por planitude (2.5.1). A intersegdo (como esquemas)

v (T NNy (D) =27 H(D)

n

é o lugar dos mapas p tais que u(p;) € I';, para i = 1,...,n. Em particular, a
imagem de cada um desses mapas p encontra [';.

Mais interessante é a situacdo quando Y codimI; = dim M. Neste caso
podemos esperar que a intersecao das imagens inversas seja de dimensao 0,
de sorte que sé6 um numero finito de mapas deve satisfazer as condigoes. A
proposicao abaixo afirma que tudo funciona tao bem quanto possivel.

Recordemos inicialmente o teorema de Kleiman sobre a transversalidade
do transladado genérico (cf. [28]). Seja G um grupo algébrico conexo. Seja
X uma variedade irredutivel com uma G-acao transitiva; sejam f:Y — X e
7 — X morfismos de variedades irredutiveis. Para cada ¢ € G, denote por
Y? a variedade Y considerada como variedade sobre X através da composicao

oo f.

4.1.2 Teorema. (Kleiman [28].) Existe um subconjunto aberto denso U C G
tal que, para todo o € G, ou o produto fibrado Y° X x Z € vazio ou

dim(Y? xx Z) = dimY + dim Z — dim X.

Além disso, se Y e Z sao lisos, entdo U pode ser escolhido de maneira que
para todo o € U, o produto fibrado Y° X x Z € liso. O

4.1.3 Proposigao. Para escolhas genéricas de I'y,..., I, C P, com codi-
mensoes totalizando dim M, a intersecao como esquemas

consiste em um numero finito de pontos reduzidos, com suporte contido em
qualquer aberto nao vazio pré-fivado e, em particular, no lugar M* C M de
mapas livres de automorfismo e com dominio liso.

Demonstracao. Por abuso de notacao, escreveremos ainda M* para indicar
um aberto nao vazio qualquer pré-fixado. Seja G o produto de n cépias do
grupo de automorfismos de X. Ele age transitivamente em X". Uso repetido
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do teorema de Kleiman implicara a proposicao. Primeiro aplicamos o teorema
ao complemento (M*)C; trata-se de uma subvariedade fechada de codimenséo
pelo menos 1 em M, (P", d). A imagem inversa em (M*)C de um transladado
[ é identificada como o produto fibrado I'? x x» (M*)C. O teorema de Kleiman
aplicado a

(M*)°

|4

r—— X"

nos d4 um aberto denso V; C G tal que a imagem inversa em (M *)C de
qualquer dos transladados I'?, com o € Vj, é vazia. Logo, em geral, a intersegao
é toda suportada em M* como afirmado.

Agora aplique Kleiman a

M*
v
——

tomando inicialmente Y : = Sing['. Obtemos um aberto denso V5 C G tal
que v~ 1(Y?) = ). Faga em seguida Y = [\ Sing'. Como as variedades que
aparecem no diagrama agora sao lisas, encontramos um aberto denso V3 C G
tal que a imagem inversa em M* de qualquer dos transladados correspondentes
é da dimensao correta (ou é vazio), além de ser liso. Logo, consiste em um
numero finito de pontos reduzidos (talvez zero).

Portanto, para todos os transladados correspondentes a intersecao dos trés
abertos, o € ViNVoNV3 C G, a imagem inversa correspondente é da dimensao
correta, reduzido, e inteiramente contido em um aberto pré-fixado. O

O objetivo agora é calcular quantos pontos existem em v~!(T), ou seja,
calcular o grau [[z*(T)]. O problema é que estamos numa variedade singular,
e que intersecao de ciclos nao é bem definida. O que funciona é o produto de
classes operacionais, i.e. classes de cohomologia.

4.1.4 Aneis de cohomologia. Para X = IP", de fato para qualquer variedade
lisa, temos o isomorfismo de dualidade de Poincaré

A¥(X) = AlX)
v — yN[X]



76 Invariantes de Gromov-Witten

Por isso, nao ha grandes motivos para distinguir entre classes operacionais
(classes de cohomologia) e classes de ciclos (classes de homologia).

O espaco de médulos M no entanto é uma variedade singular, onde pro-
dutos de classes de ciclos podem nao estar definidos. Neste caso, as classes
operacionais sao mais bem comportadas: classes operacionais funcionam como
classes de Chern, no sentido de que sao operadores que vocé pode aplicar a
ciclos e obter novos ciclos, e entdo iterar; isso faz de A*(M) um anel (comu-
tativo).

O simbolo usado para indicar multiplicacao de operadores é u. A avaliagao
de um operador o € A* em um ciclo [Z] € A,, se escreve aN[Z]. Assim, dados
a,f € A* entdo au f é definido como (auf) N[Z] = anN (BN [Z]) para todo
[Z] € A,. Por abuso de linguagem diremos que uma classe a é de codimensao
k se a € A¥(M), ou equivalentemente, se aN[M] é um ciclo de codimensao k.

Se f: X’ — X é um morfismo, existe a operacao de imagem reciproca
f*: A*(X) — A*(X'), cujas propriedades sdo analogas as propriedades das
imagens reciprocas de classes de Chern, e.g. formula de projecao.

Seja v; € A*(X) a classe de cohomologia correspondente a [I';] € A, (X)
via dualidade de Poincaré. Entdo v:= v x -+ x v, = J75(7:) € A*(X™)
corresponde & classe [[] € A, (X").

Agora em vez de intersectar os ciclos [v~}(T;)] passamos a olhar para o
produto de classes de cohomologia

v*(y) = v*(Ur* () = Uy ()

Podemos por fim calcular o nimero de pontos na intersecao em 4.1.3 em termos
de tais produtos.

4.1.5 Lema. Para escolhas genéricas de I'y,...,T',, em 4.1.3, o niumero de
pontos na intersecao v—1(T) € igual a

Demonstragao. Lembre (cf. Fulton [18], 8.1) que v*(y) N [M] é definido como

a imagem reciproca de Gysin t*([M x I]), onde ¢ : M < M x X™ é o grafico
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de v (que é um mergulho regular). Considere o diagram cartesiano

J

MxT

M C—L> M x X™.
A imagem reciproca de Gysin (cf. [18], 6.1) por sua vez é um ciclo suportado
em v~ (), definido como a intersegao do cone normal C, com a segao zero
do fibrado normal g*N,. Agora sabemos que v~ (') tem a dimensao correta,
portanto C, e g*N, tém a mesma dimensao. Além disso, v~ 1(T) é reduzido, e
assim g*N, e consequentemente C, sao reduzidos. Segue que t*([M x I]) =
[v=1(T)], como afirmado. O

4.1.6 Observagao. Assumindo que as classes 7; sao classes de Chern, entao
existe uma demonstracao mais facil da proposigao. (Este é o caso por exemplo
quando os I'; s@o subespagos lineares.) Suponha I'; = Z(s;), o esquema de
zeros de uma se¢ao regular s; de um fibrado vetorial F; de posto k;, de forma
que v; = ¢, (E;). Seja E:= @ 1, E; com se¢ao s:= (S1,...,S,). Agora

v (T = Ny (Z(s:) = NZ (v s0) = Z(1*s).

Sabendo que este esquema tem a codimensao correta k:= Y k;, e que M é uma
variedade Cohen-Macaulay, concluimos que a secao v*s é regular, e portanto

seu esquema de zeros tem classe ¢ (v*E) N [M]. Agora podemos escrever
(L E) = e (@Bv Ei) = Uew, (v En),

= U]/Z* (Ckz<EZ)) = Z*<1>7

(por naturalidade) como querfamos.

A discussao acima nos leva naturalmente a seguinte.

Definicao. O invariante de Gromov-Witten de grau d associado as classes
Vs € A*(Pr), é

Io(v1- ) ::/ v*(v).



78 Invariantes de Gromov-Witten

Este nimero s6 é nao nulo quando a soma das codimensoes das classes ~;
é igual & dimensdo de M.

Note que I4(; - - - 7,) € invariante por permutagao das classes ;. Por isso é
que escrevemos 7 - - - ¥, com pontos indicando um produto, ao invés de separa-
los por virgulas. Note também que, como imagem reciproca e integracao
respeitam somas, os invariantes de Gromov-Witten sao lineares em cada um
de seus argumentos.

A proxima secao e o resto do capitulo é dedicado ao cédlculo de invari-
antes de Gromov-Witten. A definigdo em combinagao com as duas proposicoes
anteriores implica o seguinte.

4.1.7 Corolario. Sejam 71,...,7, € A*(X) tais que codim~y; = dim M.
Entao para subvariedades irredutiveis T'y,..., T, C X gerais, com [I;] =
v N [X], o invariante de Gromov-Witten Ly(v1 - -7,) € o nimero de mapas
n-marcados ji : P1 — P" de grau d satisfazendo a u(p;) € Ty, 1 <i < n. O

4.1.8 O qué [,(v) conta? Mapas nao sao o tipo de objeto que pretendiamos
contar. Queremos contar curvas racionais, sem mencio nem a marcas nem a
mapas. Agora se cada mapa-solucao manda p; para I';, entdo em particular
a curva imagem encontra cada [';. Ou seja, estao aqui na colegao todas as
solugoes a pergunta “quantas curvas racionais encontram os I';7”. Falta ver
se ocorre alguma repeticao. Isto é, se alguma curva racional que estd na
solucao corta algum I'; em mais que um ponto. Neste caso, essa Unica curva
racional daria origem a dois ou mais mapas estaveis n-marcados satisfazendo
as condicoes p(p;) € T';, por causa das varias maneiras de colocar marcas na
mesma curva.

Se algum I'; é uma hipersuperficie, esse tipo de repeticao é inevitavel.
Com efeito, se I'; C P" é uma hipersuperficie de grau e, entao, pelo teorema
de Bézout, uma curva de grau d sempre encontra I';. O nimero de pontos
de intersegao (se finito) é d - e, contados com multiplicidades. Portanto, para
cada curva racional solucao a pergunta de incidéncias, existem d - e mapas
n-marcados distintos que satisfazem o requerido. Devemos excluir esse caso,
ou corrigir devidamente pelo fator d - e, como sera feito no lema 4.2.4 abaixo.

Se codimI'; > 2, entdo o mais provavel é que a curva nao intersecte I';.
No entanto, ja que estamos forgando o encontro, deve ocorrer apenas em um
ponto. Ou seja, como estamos obrigando uma curva a fazer mais do que
sua codimensao permite esperar, ela nao deveria, por sua propria iniciativa,
encontrar I'; em mais de um ponto. Portanto, se todas as variedades I'; sao de
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codimensao pelo menos 2, espera-se que todos os mapas-solucao cortem cada
I'; em apenas um ponto. Nesse caso, o numero de solugoes para o problema
de contagem de mapas estaveis n-marcados ¢ igual a solu¢ao do problema de
curvas racionais sem mencao a marcas.

O resto desta secao é dedicado a formalizacao deste argumento. Ha dois tipos
de comportamente que queremos excluir: o primeiro é a situacao onde a mesma
curva passa duas vezes pelo mesmo ponto, e o segundo ¢ a situacao onde a
curva passa por ['; em dois ou mais pontos distintos.

4.1.9 Lema. Suponha n > 2. Considere o lugar

Qij = {p € Mon(P",d) | u(pi) = pu(p;)}

dos mapas cujas marcas p; # p; tém a mesma imagem em P". Entao a codi-
mensao de Q;; em M := My, (P",d) € igual a 1.

Note que no enunciado estamos trabalhando em M e nido em M.

Di
LN w(pi) = p(py)
Pj

Demonstracao. Podemos supor que n > 3 por uma reducao andloga a de
2.8.2. Vejamos como a condicao u(p;) = p(p;) se traduz em r condigoes
independentes no espaco W(r,d) das (r+1)-uplas de formas de grau d (veja
2.1.1). Seja aror? + apx?ty + -+ + apgy? a k-ésima forma. Supondo que
pi =[0:1] e p; = [1:0], entao a condi¢ao u(p;) = p(p;) fica

[aoo, aio, - - - ,aro] = )‘[GOda Aidy - - - ard]

para algum A € C*, o que constitui r condi¢oes independentes nos a;; (cf. o
argumento de 2.1.3). O

4.1.10 Lema. Para escolhas genéricas de T'y,..., I\, C P", com soma das
codimensoes totalizando dim M ,,(P", d), vale

w () = {pi}, i =1,...,n (com multiplicidade 1)

para cada mapa p na intersegio v (T).



80 Invariantes de Gromov-Witten

Isto significa que genericamente acontece

Fi Fi Fi Fi
/% ou #< mas nao * nem K

Demonstracao. Pelo teorema de Kleiman, para transladados gerais de I';, a in-
tersecao v~ (L) consiste em um nimero finito de pontos reduzidos, suportados
no aberto denso Mg, (P, d) dos mapas que tém dominio liso e que sao imersoes
(cf. 2.1.3). Isto ja garante que p 'u(p;) é reduzido para cada i = 1,...,n.
Agora dentro de Mg, (P",d) temos que evitar (para cada i) o lugar J; dos
mapas p tais que a pré-imagem de p(p;) contém pelo menos um ponto distinto
de p;. Mostrando que esse lugar tem codimensao positiva, o resultado segue
claramente por mais um argumento de Kleiman.

Considere o mapa de esquecimento ¢ : Mg, (P, d) — Mg, (P",d). Afir-
mamos que a imagem de Q; ,q1 ¢ exatamente J; C Mg, (P",d). Com efeito,
é claro que a imagem esta contida em J;. Por outro lado ¢ é sobrejetivo. De
fato, para cada mapa pu € J; sabemos que existe um ponto, além de p;, com
mesma imagem. Entao colocando a marca extra neste ponto, ganhamos um
mapa (n-+1)-marcado que pertence a @; ,4+1 € cuja imagem é p.

Finalmente, tendo (); ,,+1 codimensao r, concluimos que J; tem codimensao
pelo menos r — 1 > 1, como queriamos. O

4.1.11 Corolario. (Cf. também proposicio 4.1.13 adiante.) Se T'y, ..., T'sq_1
sio pontos gerais em P?, entdo

Id(h2-~-h2):Nd,

3d—1 fatores

o numero de curvas racionais de grau d que passam pelos pontos.

Demonstragdo. Ja sabemos do lema 4.1.7 que o invariante Iy(h?---h?) é o
nimero de mapas (3d—1)-marcados p : P! — P? de grau d tais que u(p;) = I;.
Pelo lema 4.1.10, cada mapa-solugao passa apenas uma vez por cada ponto,
portanto o nimero é também o numero de curvas racionais passando pelos
pontos, sem mengao a marcas. O
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Agora vamos tratar da possibilidade de um mapa passar varias vezes pelo
mesmo [';, mas em pontos distintos.

4.1.12 Lema. Sejam I'y,... T, C P" subvariedades gerais de codimensao
pelo menos 2, e com soma das codimensoes igual a dimWO,n(Pr,d). Entao
vale que, para qualquer p € v=*(L), a curva imagem u(C) intercepta cada T';
em um unico ponto (u(p;)).

Isto é dizer que, genericamente, quando a codimensao de I'; é pelo menos
dois, o lema permite, em principio,

r; r; Iy Iy
%/ ou C%< ou R mas nao M

e junto com o lema 4.1.10, segue que s6 o caso da primeira figura acima persiste.

Demonstracao. Trabalhamos com a primeira marca, para depois repetir o ar-
gumento com as demais. A idéia é subir para o espago Mo,nﬂ(]}‘”, d) com uma
marca extra pg, e considerar aqui o aberto M# definido por u(p1) # p(po).
Mostraremos que para escolhas genéricas dos I';, a intersecao v *(I'1)Nr = (I)N
M# ¢é vazia.

Mantemos a notagao X :=P", G := Aut(X)". Consideremos a agao de G
em X" (e nao mais em X™ como na prova de 4.1.3) definida por

(gi)'('r()? T1y- - 73:11) = (90-5507 91-21,92-T2, . .. 7gn-~rn)7

onde g; € Aut(X), z; € X e tomamos no primeiro fator gy = g;. Restringindo
ao complemento Uy, da diagonal zy = x1, resulta uma acao transitiva. Ponha
['p:=T'1, e denote por I'Y :=I'; N Uy as intersecoes com Uy;.

Temos agora os n + 1 mapas de avaliacio v; : M# — Uy; considere a
intersecao

TR Tal i

em M7#. Note que I'y x I’ tem codimensdao em X x X" igual a codimI'; +
dimMO,n(]P”",d) > dim M# por hipétese. Argumentando como na demons-
tracao do lema 4.1.3 concluimos por Kleiman que aquela intersecao em M#
¢ vazia para escolhas genéricas dos I';. Mais precisamente, existe um aberto
denso de G formado por (g;)’s tal que

vi (90 T5) N (g L) N M# =0,
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J& que a pré-imagem da diagonal zq = z; cai fora de M# ¢é ébvio que também
vy H(go.To) N (g.L) N M# ¢é vazio.

Agora voltemos ao espago original para completar o argumento. Con-
sidere em My, (P, d) a intersecio v~!(g.I') (para um valor de g como acima)
e suponha que existe nela um mapa p que intercepte I'; em outro ponto ¢,
além de p(p1). Entao colocando uma marca extra pg na pré-imagem p~(q) (e
estabilizando se necessdrio) terfamos também um elemento em Mg, (P, d)
na intersecdo v *(go.I'1) N v~ (g.I) N M#, contradigao.

Repetindo o argumento para as marcas ps, . . ., p,, obtemos em G o aberto
nao vazio procurado. O

4.1.13 Proposigao. Sejam vq,...,v, € A¥(P") classes de codimensao pelo
menos 2 com soma das codimensoes igual a dimensio de My, (P", d). Sejam
Iy,...,T, C P subvariedades gerais tais que [[;] = ~;. Entao o nimero
Iy(v1++ ) € 0 nidmero de curvas racionais incidentes a todos os I';’s.

Demonstragao. Pela discussao precedente, I4(7y;1--+7,) é o nimero de mapas
estdveis n-marcados p : P — P" de grau d tais que p(p;) € T';. Em particular,
todas as curvas racionais incidentes a I';’s estao nessa colecao. Agora pelo
lema 4.1.12 cada mapa-solucao p intercepta I'; em apenas um ponto u(p;).
Pelo lema 4.1.10 a imagem inversa deste ponto é apenas p;. Portanto nao
sobram escolhas para colocagao das marcas. Ou seja, o nimero de mapas com
wu(p;) € I'; é igual ao nimero de curvas racionais incidentes aos I';, sem mengao
a marcas. d

4.1.14 Exemplo. Para P3, o nimero

13(h2-~-h2-h3-~-h3)
6 3

¢ o numero de ctubicas racionais reversas encontrando 6 retas e passando por
3 pontos. Ele é calculado no espaco Mg(P?,3). Note que esse espaco tem
dimensao 21, e que esta é também a soma das codimensoes das classes. Por
sinal, esse numero é 190, como vocé pode calcular usando o algoritmo do
teorema 4.4.1 abaixo.
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4.2 Propriedades dos invariantes de Gromov-
Witten

4.2.1 Lema. Os unicos invariantes de Gromov- Witten nao nulos com d = 0
sao os de 3 marcas, com Y codim~; = r. Neste caso, vale

Io(v-72-73) = / (71 U2 uvg) N [P7].

Demonstragdo. Lembre a identificacio M, (P",0) ~ Mg, x P" cf. 2.84, e
observe que para n < 3 tal espaco é vaziol Com efeito, um mapa constante
P! — P ¢ instdvel a nao ser que tenha trés marcas ou mais. Na identificacao,
cada um dos mapas de avaliagio coincide com pry : My, x P" — P, a segunda
projecao. Agora, pela definicao, e pela formula de projecao temos

Io(yt ) — / Vi) U - U ()
[M]

MO,n X]P’q

:/[ pry(yiu - Un)
= /’hu~-~u’ynﬂpr2*Wome’"]

A projecao pr, tem dimensao relativa positiva e conseqiientemente a imagem
direta é zero, a nao ser que n = 3 de forma que dim M,, = 0. Neste caso a
tltima integral acima se reduz a [ v uy2 uys N [P7]. O

4.2.2 Observagao. O unico invariante de Gromouv-Witten nao nulo com
menos que trés marcas €

Lk - h) =1,

significando que hd uma unica reta passando por dois pontos distintos.

Com efeito, podemos supor d > 0. Entdo dim M, (P",d) = rd +r +d +
n—3 > 2r+n—2. Lembrando agora a hipétese r > 2, é claro que para n < 2
a soma das codimensoes das classes v; nao pode alcancar 2r +n — 2. Para
n = 2, o Unico jeito é efetivamente com d = 1. O
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Para os dois lemas seguintes, observe que o diagrama

A

EVa T Vi T
MO,n-H (P ) d) P
€
Vi
Mo, (P, d)

comuta, onde v; e ; sao os mapas de avaliagao dos respectivos espagos — o
chapéu é s6 para distingui-los. Em particular vale em A* (Mg 41 (P", d)),

f (i) = e v ()
4.2.3 Lema. Suponha que uma das classes é a classe fundamental, digamos
Yog1 = hY = [P"] = 1 € A%P"). Entdo os tinicos invariantes de Gromouv-

Witten nao nulos sao os com 3 marcas e de grau zero, com »_ codim~y; = r.
Neste caso, temos novamente

Io(1- 72+ 73) = / (Tuyauns) NPT,

Demonstragdo. Primeiro observe que %, (1) =1 € A¥Mg,,.1(P", d)). Calcu-
lando agora a integral aplicando £ obtemos, gracas a férmula de projegao,

/ () 091 (1) A Mo (P )] = / (7)Mo (P, d).

Mas €, [Mg,41(P",d)] é zero por razdes de dimensao. O

4.2.4 Lema. Suponha d > 0 e que uma das classes € a classe hiperplana,
digamos v,+1 = h. Entao

La(yi- - - h) = Ta(yi ) - d.

Demonstragio. A classe ¥, (h) N [Mgn1(P7, d)] é igual & classe de 2} (H)
para algum hiperplano H. E o conjunto de mapas cuja marca p,, .1 cai em H.
O mapa de esquecimento restrito a o, (H)

e U (H) — Mo, (P, d)
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é genericamente finito, de grau d. Com efeito, para um mapa geral pu €
My,,(P",d), sua imagem intercepta H em d pontos, a imagem inversa de cada
um dos quais poderia carregar a marca p,.1. Agora o resultado segue mais
uma vez usando a férmula de projecao:

/ (1) 051 () N o (B, d)] = / (7)1 51, (H)

= /Z*(’Y)mg*[V;il(H)]

- /Z*(l) Nd [Mon(P",d)].
O

4.2.5 Exemplo. Tendo em conta as propriedades acima, quando considerar-
mos invariantes de Gromov-Witten, nao precisaremos nos preocupar com aque-
les onde ocorra h° (classe de P") ou k' (classe hiperplana). Assim, para P? é
facil exibi-los todos: a tnica classe a considerar é h?, e para ter codimensao
total igual a dim M, (P?,d) é preciso ter n = 3d — 1. Em outras palavras,
para calcular todos os invariantes de Gromov-Witten de P2, basta conhecer

Id(hQ"'hQ),

3d—1 fatores

que sao justamente os numeros Ny, cf. corolario 4.1.11. E dizer que o conhe-
cimento de todos os invariantes de Gromov-Witten de P? equivale & informacao
fornecida pela férmula de Kontsevich (junto com os lemas desta se¢ao).

4.3 Recursao

Lembre que (quando A # () e B # ()) temos o isomorfismo de colagem 2.7.4.1
D(A, Byda,dp) =~ Mo auay (P, da) xpr Mo pugay (P, dp).

Vamos explorar esse isomorfismo para reduzir o calculo de classes no divisor
D(A, B;da,dg), ao célculo de classes no produto.

Simplifiquemos um pouco a notac¢ao. O divisor D(A, B;da,dp) serd de-
notado por D. Ponhamos M 4 : = MO, Au{x}(Pr,dA) e escrevamos v, , para
o mapa de avaliagdo da marca * € A U {z}. Analogamente, escrevamos
Mpg:= MO,BU{I} (P",dg) com mapa de avaliagao v,,.
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Podemos agora expressar D como a imagem reciproca da diagonal A C
P x P o o
D= (v, X Vpp) H(A) T Max Mpg.

Outra maneira de dizer, é que temos um diagrama cartesiano
L _
De— M x Mpg

l { Vg, X Vg (4.3.0.1)

Pre—m—-P xP"

onde ¢ é o mergulho diagonal.
E um fato fundamental que podemos exprimir a diagonal em termos de
classes hiperplanas. Trata-se da chamada

4.3.1 Decomposicao de Kiinneth da diagonal. No produto P” x P", com
projecoes m4 e mp, a classe da diagonal é dada por

r T

[A] = (ehptumph ™) = (h* x 70,

e=0 e=0

Isso decorre do seguinte.

4.3.2 Lema. A diagonal € o esquema de zeros de uma secao reqular do fibrado
AT (—1) @ 75O0(1).
Demonstragao. A afirmagao é bem conhecida, veja e.g. [42]. Decorre do dia-

grama de imagem reciproca da seqiiéncia de Euler. O

Agora o lado direito da expressao de [A] acima é apenas a expansao da r-ésima
classe de Chern do fibrado de posto r descrito no lema.
Isso nos permite escrever a classe de D na forma seguinte,

(D] = (vau X vap)¥[A]

T

= (Voa X Vi) * (D (X W)

e=0
T
_ * 1€ % 1r—e
= E vy h® x i h
e=0

Podemos por fim enunciar o lema-chave, também chamado de lema de
Tecursao.
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4.3.3 Lema. Seja o : D — M a inclusdo natural, e seja t: D < My x Mp
a inclusao acima descrita. Entao para quaisquer classes Y1,...,7n € A*(PT)
vale a identidade sequinte em A*(M 4 x Mp):

() =) (T vk (ra) - v (h)) < (TL v () - vk, (7).

e=0 acA beB

Demonstracao. Continuamos com a notacao utilizada nos resultados anteri-
ores: X:=P e X =X x---x X (n cépias). Denote por X , o sub-produto
dos fatores indexados por A, e analogamente para X 5. Assim, X = X , x X .
Seja v : M — X o produto dos n mapas de avaliacio M — X. Seja
v, M, — X, o produto dos mapas de avaliacdo para marcas em A e defina
analogamente v, : M — X . Note que nio incluimos o mapa de avaliacio
do ponto = de colagem. Temos portanto v = (v 4,vg). Por fim, seja v a classe
Y1 X e Xy, em A¥(X), e sejam v, € A¥(X ) ey, € A*(Xp) definidas
da maneira 6bvia. (A filosofia da notacdo deveria ser clara agora.) Note que
v¥(v) = vf(11)u -+ urX(v,). Posto isto, podemos escrever o seguinte dia-

grama comutativo:

=l

> D c MAXMB

n (ZA7V1'A) X (V:BszB)

IR

[><

XAxXxiBgé»XAxXxXxXB

Algumas palavras de explicacao para os mapas: « e ¢ sao as inclusoes do enun-
ciado. O mapa § ¢ a identidade nos fatores X , e X 5 e é o mergulho diagonal
no fator central (correspondente a x). Logo, o quadrado a direita é precisa-
mente o quadrado em 4.3.0.1 expandido com mais alguns mapas de avaliagao,
nao afetando o fato dele ser cartesiano. Assim o mapa vertical do meio, 7,
é o produto (vy4,vs,vg). (O significado exato de v, ndo é tdo importante
aqui, mas € um tipo de mapa de avaliacao dos pontos singulares dos mapas
parametrizados por D.) O mapa 7 é apenas projegao (descartando aquele
fator central misterioso); dai claramente o quadrado da esquerda comuta.

Agora o resto da demonstragao é meramente acompanhar no diagrama o
que se passa com uma classe em volta dos dois quadrados e usar a decomposi¢ao
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de Kinneth:

L @* () = e ()
= un* (v, X [X]x7,)
= ((ZA7V$A) (VJCB?VB)) 0 ( [ ]X’VB)
(14

= ((Z/UVZ'A) VeryB ) XfVB)

— Z ((gA,I/xA) X (VrBaHB»*(lA X h® X h" ¢ x lB)
e=0

- Z ((a, Vau) (1, X 1)) X (Ve )" (W0 x 13))

= S (TTvF () - v, (h9) % (TT () - v, (07°)).

e=0 acA beB

Comentemos as passagens: a primeira linha é a comutatividade do quadrado
da esquerda; a segunda é a definicao de 7*; na terceira linha podemos ir
pelo caminho oposto no quadrado da direita pois se trata de um diagrama
cartesiano e 9 é um mergulho fechado. A quarta linha é a defini¢do de J; a
quinta vem da féormula de Kiinneth para o fator central; e finalmente as duas
ultimas linhas sao meros rearranjos de termos. O

Integrando, obtemos o coroléario seguinte, especialmente 1til quando a ima-
gem reciproca em M é de dimensao 1.

4.3.4 Corolario.

/Dvl*(mu--- ZIdA [T 1) - Ly (TL - 7).

a€A beB

4.4 O teorema da reconstrucao

Vamos mostrar que é possivel reduzir o calculo de qualquer dos I; a apenas
L(h-h") =1

Vejamos como funciona no exemplo 3.2.2 que ja consideramos. Em P2,
calculemos Ny = 15(2,2,2,2,2) = 1, o niimero de conicas por 5 pontos gerais.
Novamente nos colocamos no espaco M (P2, 2). Denotemos as seis classes
por \f = Ay =hey = = =7 = h?. Tome os mapas de avaliacao de
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maneira que A; corresponda ao ponto denotado por my, Ay a mo, € y; a p;.
Note que esta é exatamente a maneira como procedemos em 3.2.2. Devemos
considerar a classe em A (Mg g(P?, 2)),

() = v, (M) v, (M) v () v, (92) Ly () LY, ()

Fazendo v*(v) N [M], obtemos precisamente a classe da curva Y construida

na pagina 65). Vamos agora intersecta-la com os dois divisores de fronteira
especiais equivalentes,

/Z*(l)mD(ml,mﬂpl,]h) :/Z*(l)mD(thﬂmQ,PQ)-

Como fizemos anteriormente na demonstragao da proposicao 3.2.2, calculamos
a contribuicao de cada componente dos divisores. O lado esquerdo é

. (/2*(1) N D(A,B;dA,dB))

onde a soma é feita sobre todas as partigoes AU B = {mq, ms, p1, P2, D3, P4},
com my,my € A e py,ps € B e com pesos dy + dg = 2.

Agora entra aqui o lema de recursao. Ele permite escrever a ultima integral
na forma

2 <Z Lo, (A Ao Tl - 1) L (132 - Tl hQJ))

onde a soma externa é sobre os mesmos dados como acima, e os produtos
provém das vérias maneiras de distribuir os dois pontos extras em A e B. Os
invariantes de Gromov-Witten sao calculados sobre os conjuntos de marcas
AUA{z} e BU{z} respectivamente.

Novamente, analisemos quais escolhas de pesos sao passiveis de contribuicao.
Suponha d4 = 0. Entao pela observacao acima, ha apenas trés marcas em
AU {z}, quais sejam, my, my e x. Para que as trés classes correspondentes
sejam da codimensdo correta, devemos ter e = 0. Entao In(A; - Ay - h%) =1, e
o segundo fator é Io(~y; -2 - Y3+ Y4 - h%) = Ny, justamente o niimero procurado.
Sera que pode ocorrer dg = 07 Nao, porque nos invariantes de Gromov-Witten
correspondentes a B a codimensao ja é grande demais por conta de v, e 7.

Por fim, devemos explicitar as contribuicoes em que d4 = dg = 1. Elas sao

dadas por
2
Z (Z LA Age ) iy 72 ~h2€)>
e=0
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onde - - - representa as varias maneiras possiveis de distribuir os pontos extras.
Verifiquemos as possibilidades uma por uma: se nao ha pontos extras em A,
entdo o nimero de marcas em AU {z} é 3, e dim Mg au(,y (P2, 1) = 5. Agora
a codimensao total das classes é s6 2 + e. Logo, nenhuma contribui¢ao vem
daqui. Suponha que exista um ponto extra em A e outro em B. Mais uma vez,
confrontamos as dimensoes dos espagos em que estamos trabalhando, com as
codimensoes das classes. Vemos assim que os invariantes de Gromov-Witten
em jogo sao nulos. Finalmente, pondo ambas as marcas extras em A, para
e = 1 achamos uma contribui¢ao dada por

[1()\1 : )\2'73'74'}11)[1(’71 "2 hl)-

Para calcular esses invariantes de Gromov-Witten, lembre que os h’s puros
podem ser jogados fora (substituindo-o pelo grau, mas aqui d = 1). Assim, a
expressao acima fica igual a

Li(ys - ya)li(y1-72) = 1- 1.

Em ambos os casos esse valor 1 é interpretado como o nuimero de retas por
dois pontos.

Analogamente, podemos achar uma expressao para o lado direito. Aqui o
importante é que nem d4 = 0 nem dg = 0 da contribuicao. Isto é facil de
perceber, pois nesses casos s6 poderiamos ter trés marcas nesse galho, e entao
a codimensao ja ficaria grande demais por conta das classes A e 7.

4.4.1 Teorema. (Reconstrucdo para P".) Para P, todos os invariantes de
Gromov- Witten podem ser calculados recursivamente, e o unico valor inicial
necessdrio € I1(h" - h™) = 1, o numero de retas por dois pontos.

Demonstragao. (Esbogo) A recursao para P™ nao é tao direta como a que vimos
no caso de P2. Ela é dada por uma colecao muito grande de equacoes, alta-
mente redundante. Vamos esbogar o algoritmo. Lembre que o tinico invariante
para 2 marcas é I;(h" - h") = 1. Portanto, para provar que a recursao termina,
precisamos expressar cada invariante de Gromov-Witten em termos de invari-
antes de grau menor ou invariantes com o mesmo grau mas com menos marcas.

Se ocorrer uma classe de codimensao 0, use o lema 4.2.3 para resolver o
problema.

Se houver uma classe de codimensao 1, use o lema 4.2.4 para se livrar
dela, em troca de um grau. Logo, podemos supor que todas as classes tém
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codimensao pelo menos 2. Vamos rearranjar as classes de modo que as de
maior codimensao aparecem primeiro e as de menor codimensao por ultimo.
Escreva a ultima classe como v, = A; u A\ onde cada uma dessas novas classes
é de codimensao estritamente menor que a de ,,.

Agora o célculo é feito no espago M, 11(P",d). Denotemos as marcas por
M1, M2, P1, ..., Pn_1. Considere a classe

LMok (M) u v (m)u...u V;nﬂ(’ynfl)

que fornece a classe de uma curva. (Note como é exatamente o que foi feito para
conicas.) Integre esta classe sobre os dois divisores equivalentes de fronteira,
D(my, ma|p1, p2) € D(my, p1|me, p2), ou seja: intersecte a curva com esses divi-
sores. Aplicando o lema de recursao, obtemos uma equacao envolvendo varios
invariantes de Gromov-Witten, todos do tipo

Liy (TT e - ) Lay (T e - 7€),
acA beB

Aqui os produtos sao sobre todas as classes indexadas por marcas na respectiva
parte A ou B. As classes h® e h" ¢ correspondem ao ponto de intersecao
x. Agora se tanto d4 como dp sao estritamente positivos, os invariantes de
Gromov-Witten a vista sao ja conhecidos pela hipdtese de indugao, pois o grau
caiu.

Para ver que o algoritmo termina, temos que examinar a contribuicao para
dy = 0edg = 0. Sabemos (cf. 4.2.1) que os invariantes de Gromov-Witten
de grau zero sao os relativos a 3 marcas. Logo, s6 aparecem os quatro termos
seguintes,

()\1 )\2 hr—c1—c2 Id v - SV Y h01+62

) L )
(A1 RS l)fd(hbl+cl Yo Yt o1 Ao)
()\ e b2)[d<71 peatbz V3 Y1 )\1)’
( )L )

R

TR RN IR V A1 LI PR P D W

onde ¢; = codim \; e b; = codim ;.

O primeiro termo é exatamente o invariante I4(7; - -7,) que estdvamos
procurando. Os outros trés termos todos apresentam um \; no fim como sua
classe de menor codimensao. Portanto, podemos despaché-los para a recursao:
ao fim e cabo o ultimo termo vai ser de codimensao 1, quando poderemos
entao removée-lo como em 4.2.4. Ai chegamos a termos com menos marcas.
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Continuando, chega-se por fim a situacao de apenas duas marcas; aqui o inico
invariante nao nulo é I1(h" - h") = 1. O

4.4.2 Observagao. O algoritmo descrito acima foi implementado em MAPLE
e pode ser solicitado por correio eletronico.

4.5 Generalizacoes e referéncias

4.5.1 Invariantes de Gromov-Witten para variedades convexas. Sao
definidos de forma andloga. Em FP-NOTES é feito o cdlculo para P? e para
a quadrica lisa de dimensao 3. No artigo piloto de Di Francesco e Itzyk-
son [17] hd mais exemplos, como P! x P! e Gr(1,P3) (embora a nogao de
invariante de Gromov-Witten nao esteja explicitada). Outro exemplo inter-
essante é fornecido por Ernstrom e Kennedy [14]. Eles definem um espaco
de levantamentos estdveis de P? que é uma subvariedade do espaco de mapas
estaveis na variedade de incidéncia I de pontos e retas em P?. Este espaco
codifica informagoes de tangéncias.

Para tais variedades, um problema extra é que o valor inicial para a recursao
rodar, nao é mais tao simples como o caso de “uma reta passando por dois
pontos” em P”. Também nao é comum como no caso de P" s6 ter uma relacao
recursiva. Por exemplo, no caso da variedade de incidéncia I de (Ernstrom e
Kennedy [14]), precisamos de 4 equagoes recursivas e de 6 nimeros iniciais.

A maneira mais inteligente de organizar as informagoes que codificam os
invariantes de Gromov-Witten é a cohomologia quantica. Veja o préximo
capitulo.

4.5.2 Variedades nao-convexas. A definicao e o cdlculo de invariantes
de Gromov-Witten para variedades projetivas nao convexas requer o uso da
classe fundamental virtual (veja 2.10.4). Nesse caso, em geral, os invariantes de
Gromov-Witten nao tém mais interpretacao enumerativa. Exemplos relativa-
mente simples sao fornecidos pelos artigos de Gottsche e Pandharipande [23]
e Gathmann [21] que estudam invariantes de Gromov-Witten para espagos
projetivos (notavelmente P?) explodidos em pontos. E mostrado que os invari-
antes de Gromov-Witten sdo enumerativos para P? explodido em até 8 pontos,
para P explodido em até 4 pontos, e em geral para P” explodido em 1 ponto.
A interpretacdo enumerativa nesse caso sao numeros de curvas racionais em
P" com pontos multiplos especificados.
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4.5.3 Reconstrugao em geral. Dada uma variedade X, a condigao para
valer reconstrucao é que A*(X) seja gerado por divisores, e os dados iniciais
sao entao todos os invariantes com n < 2. Vimos que para P” o inico invariante
comn < 2éI(h"-h"). Mas em casos como por exemplo superficies K3 ou a
hipersuperficie quintica em P*, para cada d, as curvas racionais ja sao finitas
em numero mesmo sem condi¢oes impostas; ou seja, os invariantes iniciais
necessarios para a recursao sao todos os I4(). Isto quer dizer que reconstrugao
nao produz qualquer informacao. (No caso da quintica genérica de P* a finitude
para d >> 0 ainda é conjectural.)

4.5.4 Descendentes gravitacionais. Outra generalizacao importante é o
de descendentes gravitacionais. Enquanto nos invariants de Gromov-Witten
intervém apenas imagens reciprocas de classes em P", os descendentes en-
volvem também as seguintes classes. Tome o mapa de esquecimento &

Mo (P d) — Mo, (P, d) e seja 0; a secio que repete a i-ésima marca
(cf. 1.5.12). O feixe dualizante relativo W, é inversivel, e sua imagem recipro-
ca ao longo da segao o; se chama uma reta cotangente. A fibra de o*W. num
ponto de médulos [ : C' — P] é nada mais que o espaco cotangente (7,,C)*,
onde p; é a marca especificada por ;. A classe de psi é sua primeira classe de

Chern:
P, = Cl(az*wf-:)-

Um descendente gravitacional é, por definicao, uma integral envolvendo ima-
gens reciprocas de classes por mapas de avaliacao e classes de psi. Sendo
1), uma classe tautologica, espera-se que se comporte bem e tenha um papel
importante. De fato, em género positivo, as tinicas recursoes conhecidas entre
os invariantes de Gromov-Witten envolvem também as classes de psi, ou seja,
os descendentes gravitacionais.

As classes de psi também tém um papel importante para tratar condigoes
de tangéncias (veja Kock [31]), bem como outros comportamentos de natureza
infinitesimal.

4.5.5 Tree-level systems e estruturas de CohFT. Indicamos aqui a no¢ao
de uma estrutura de cohomological field theory (CohFT). E uma generalizagao
das construcoes que fizemos com invariantes de Gromov-Witten, e é bastante
usado na literatura, especialmente na parte que origina na teoria das cordas.

Em vez de olhar apenas para as intersecoes de dimensao maxima como
no caso dos invariantes de Gromov-Witten, vocé pode olhar para qualquer
intersecao. Ou seja, comece por qualquer colecao de classes de cohomologia
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de X; faga a imagem recfproca para M, (X, 3) via mapas de avaliacio; e
agora, em vez de integrar aqui, tome imagem direta para M, pelo mapa de
esquecimento 1 : Mo, (X, 8) — My, (cf. 2.6.6). Resulta dai, para cada n > 3,
um mapa

[ffd:A*(X)W —  A*(My,)
7 o— 0 (r*()).

Esta colecao de mapas é chamada de tree-level system, conforme Kontsevich-
Manin [33]. Da mesma forma que intersegdo com divisores fornece o lema
de recursao 4.3.3 no caso dos invariantes de Gromov-Witten, interse¢ao com
um divisor D = D(A|B) C M, leva a uma relacio recursiva parecida que
compara X, com os I\ ., IY .\, dos galhos.

Em geral, qualquer colecao de mapas multilineares e invariantes sob per-
mutagio A*(X)®" — A*(M,,,) satisfazendo a recursdo acima referida é cha-
mado de uma estrutura de cohomological field theory (CohFT). Veja as notas
de Manin [34]. Nao precisa ser definido apenas por imagens reciprocas de

classes, pode incluir também outras classes, por exemplo classes de psi.



Capitulo 5

Cohomologia quantica

Os invariantes de Gromov-Witten podem ser utilizados para definir um produto
quantico em A*(P"). A associatividade deste produto fornece relages entre os
invariantes de Gromov-Witten. Como um caso particular, vamos recuperar a
férmula de Kontsevich.

5.1 O produto quantico

O ponto de partida é o anel de Chow A*(P") e seu produto “cldssico” u.
Trabalhamos sempre com a base de geradores

ROBY. .. RTL AT

onde h° é a classe fundamental, h! a classe de um hiperplano, e A" a classe de
um ponto. E imediato que valem as relagoes

/hiuhj: 0 quandoz:—i-j:#r
pr 1 quando 7+ j = 7.

Observemos que o produto classico pode ser escrito em termos de invari-
antes de Gromov-Witten:

hiuh) = ZIO he) hre.

Com efeito, devido ao lema 4.2.1 temos Io(h' - b7 - fpr hiuh’ uhe. Logo,
na soma a unica contribuicao ocorre para e = r — ¢ — j, e tudo que sobra é
hi*J | como afirmado.
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Vamos agora introduzir um novo produto, o produto quantico. Ao invés de
usar apenas Io(h' - h7 - h¥), usaremos todos os invariantes de Gromov-Witten,
para assim codificar toda informacao sobre contagem de incidéncias.

Fixe uma classe arbitraria v € A*(P") (v é chamada a classe deformante
do produto), e seja T' um varidvel formal. Para cada i,7,k =0,...,r, ponha

g = Bij(7) = Y ol > Ly nte W k).
n=0

T d>0
Aqui, v*" denota 7y - -+ (n vezes) (e ndao yu --- uy em A*(P")).

5.1.1 Observacao. Note que a soma interna Y ., I4(y*"-h'-h?-h*) é finita:
para cada n fixo, existe apenas um nimero finito de valores para d dando uma,
contribui¢ao. Com efeito, podemos supor que v é homogénea de codimensao
c. Entao a codimensdo total é nc+ i+ j + k enquanto dim M = rd+r+d +n,
pois ha n + 3 marcas. Igualando esses dois niimeros vemos que apenas

nlc—1)+i+j+k—r
r+1

d=

dé alguma contribuicao. Portanto ®,;;(y) é uma série de poténcias formal.

Definicao. O produto quantico x é definido por
hoshd =) By,
e=0

O segundo membro é um elemento em A*(P") @z Q|[[T]]. Estendendo por
Q[[T']]-linearidade, o produto fica definido em todo A*(P") @z Q[[T]], o anel
de cohomologia quantica.

Visto que obviamente ®;;, é simétrico nos indices, o produto quantico ¢
comutativo.

5.1.2 Observacgao. Na verdade temos definida toda uma familia de produtos
quanticos: um para cada classe deformante v € A*(P"), homogénea ou nao.
No que concerne as propriedades formais do produto, nao importa qual é v. Na
pégina 101 vamos escolher para P? a classe v = h?, por simplicidade. Em 5.4.2
veremos o caso de v = h.
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5.1.3 Observacgao. Se um dos trés indices de @ é 0, digamos ¢ = 0, entao

Dojr = Z Y La(y RO bR

T d>0

= Io(ho - h - hF)

= / hi U h*,
]P)T

pois os Unicos invariantes de Gromov-Witten incluindo a classe fundamental
sdo os de grau zero e com 3 marcas (conforme 4.2.1).

5.1.4 Lema. A classe fundamental h® é a identidade para *.

Demonstracao. Usando a observacao anterior, podemos escrever

T

hOxhi =" ([h Uhe)h™=e = I

e=0

5.2 Associatividade

Este é o resultado central. Evidentemente, basta estabelecer a identidade para
os geradores.

5.2.1 Teorema. O produto quantico € associativo, ou seja:
(R" % h7) % h¥ = h' x (B % B).

Demonstracao. O resultado nao é muito mais do que uma conseqiiéncia formal
da equivaléncia fundamental entre os divisores de fronteira, D(pips|psps) =
D(pops3|p1ps), juntamente com o lema de recursao 4.3.3. A tnica dificuldade
da prova ¢ a notacao que tende a ser bastante carregada.

Vamos inicialmente expandir os dois lados da relagao de associatividade
para ver o que ela de fato significa. No lado esquerdo achamos

(h' % h7) % h* = Zcbwehf )% hF = Zz%ecbfk,hr :

e=0 [=0
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onde estamos usando provisoriamente a notacao f:= r — e. Expandindo da
mesmo forma o lado direito vemos que a associatividade é dada por

r T

Z Z Dy ® b = Z Z Dipe®pirh™

e=0 [=0 e=0 [=0

Esta identidade é equivalente a valer

Z Diie® iy = Z DirePry paracadal=0,...,r.
e=0

e=0

Se expandirmos, obteremos a seguinte identidade de séries de poténcias,

- s on i i 1€ s on k 1l 1r—e
S (X Tt (Xt i)

|
e=0 Nnada npds B
" TnaA . "B ;
— E E [dA<’}/.nA'hj'hk'he> E [dB(’)/.nB'hz'hl'hrie) )
nA! nB!
e=0 na,da np,dp

Aqui, os sub-indices A e B sao apenas para distinguir os indices das somas.
Comparando os n-ésimos coeficientes das séries, vemos que a relagao acima é
equivalente a seguinte igualdade de niimeros racionais, para cada n:

; 1 on 7 j e 1 on r—e
S 3 () L () )

dads e=0 \1*A
na+np=n
- 1 on 4 J k e 1 onp i l r—e
= 3 S (L W R R Ly (7 ) ).
na! np:
da,dp e=0
nat+np=n

Esta ultima identidade serd obtida agora partindo da equivaléncia linear 2.7.6.1.
Fixe d e n arbitrdrios e considere o espaco Mg ,+4(P", d) com quatro mar-

cas importantes pq, po, p3, p4 € mais n marcas que nao teremos necessidade de
distinguir. Consideremos a relacao fundamental de fronteira

D(p1p2|p3ps) = D(p2ps3|pipa)-

Tomamos agora as quatro classes h',h/, h* h! e fazemos imagem reciproca
pelos mapas de avaliagao correspondentes as quatro marcas importantes. Con-
sideremos ainda as imagens reciprocas de n copias de v através dos mapas de
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avaliacao correspondentes as n marcas restantes. Como no capitulo anterior,
usamos a notagao v*(vy) para denotar o produto-cup destas n classes.

Integramos o referido produto sobre os dois divisores equivalentes, obtendo
a identidade

/D M QUR ) o (R o)

:/m | >E*<7)uvl"(hi)uv 3 (W) vuf (hF) vk ().

Facamos a expansao do lado esquerdo. O divisor D(p1ps|psps) é constituido
de varias componentes, correspondentes a todas as possiveis maneiras de dis-
tribuir as n marcas nao especificadas e os graus sobre os dois galhos. Ou seja,
¢ a uniao dos nAﬁB! divisores do tipo indicado na figura abaixo.

d p3p4 dp
A
P2

np
na N
. mals marcas
mals marcas

Note que como as n marcas desempenham papéis simétricos, todas essas com-
ponentes dao a mesma contribuicao. A cada uma delas aplicamos o lema de
recursao (na verdade seu coroldrio 4.3.4) para obter a seguinte expressao do
lado esquerdo da equivaléncia:

on ) j e on k l r—e
Z nAlnB (Z[ Aehte b hS) Lag (TP BT BT B ))

da+dp=d
na+np=n

Fazemos o mesmo para o lado direito. Cancelando o fator n! nos dois lados,
e somando sobre todos os valores de d (lembre que s6 um numero finito de
valores para d contribui) chegamos a

- 1 on ) j e on k l r—e
> (medm AR R Ly (77 BB >)

da,dp e=0
nat+np=n
: 1 on k e on ) l r—e
D D DD P G R R/ PN COC Y Y Y )
nAJnB!
da,dp e=0

na+np=n
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que é exatamente a identidade dos n-ésimos coeficientes das séries que queria-
mos provar iguais. A associatividade esta establecida. O

5.3 A férmula de Kontsevich via cohomologia
quantica

Para extrair informacao enumerativa da associatividade, é conveniente separar
de ®;;, a parte I';;, de grau d > 0. Esta ¢ a informacao que concerne a curvas
honestas. Escrevemos assim

" . )
Fijk = ZF [d<’}/'n ChECR hk)_
a>1
n>0

Como os Unicos invariantes de Gromov-Witten de grau zero sao aqueles com
3 marcas, podemos escrever

i = Io(h' - b7 - hF) + Ty
Similarmente, podemos identificar no produto quantico a parte classica e

a parte quantica:
T
Wosh? = Y (Io(h'- B - h*) 4 Tyj)
e=0
,
= (h'uh) + ) Ty
e=0

Concentramo-nos agora em P2, Temos apenas trés classes a tratar: h°, hl e

h?: vamos explicitar a tabela para o produto quantico. Escrevendo o produto

em parte cldssica mais parte quantica, e lembrando que I';;o = 0 sempre que
um dos trés indices i, j, e se anula, a tabela fica

hl * hl = h2 —+ Flllhl —+ Fllgho
h' s h? = [yo1ht + Tigh
h2 * h2 = F221h1 + FQQQhO.
Vamos escrever agora o que nos diz a relagao de associatividade. O tnico

caso nao trivial é (h' x h') * h% = ' x (h! % h?). Por um lado,

(h1 * hl) x h? = 1—‘221h1 + F222h0 + 1—‘111(F121h1 + F122h0) + F112h2>
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enquanto que por outro,
h' s (h' % h?) =Ty (h® + Tipgh' + T1inh®) + Tiggh'

Igualando os h’-termos, achamos a relacao

Doz + Tipili2e = (T12)° (5.3.0.1)

Calculemos cada um dos I';;x que aparecem na relacao. Para facilitar a
conta, fixe uma vez por todas a classe

vi=h,
que é a classe de um ponto.

Na soma dupla da definicao de I';;i, sé poucos valores de d e n dao con-
tribui¢ao. Temos n + 3 marcas, portanto o nosso espago é Wo,n%(]}ﬂ, d), cuja
dimensao é 3d + 2 + n. J4 a soma das codimensoes das classes é > codim =
2n + i+ j + k. Igualando esses dois ntimeros, achamos que apenas no caso

n=3d+2—-i—75—k

ganhamos qualquer contribuicgao.

Vejamos agora por exemplo ['155. As unicas contribui¢ées na soma apare-
cem paran =3d+2—1—2—2 = 3d — 3. Logo, usando as propriedades dos
invariantes de Gromov-Witten, temos

Tn

I‘122 = ZF [d<,yon . hl . h2 . h2)
a>1
nEO
7343 2 2 11 12 12
— Zi(i%d—?))'[d(h B2 RY R R?)
d>1 ' 3d—3
T3d—3
= > d-I;(h%---h?)
d>1 <3d N 3)| 3d—1
T3d73
= d- N,
2 (3d—3) ¢
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Analogamente se calculam I'j1q, I'112 € I's20. Resumindo:

d® Ny d> Ny
Ty = @ id-l | A _& Y p3d-2
111 ;(3(1—1)! ) 112 ;(3(1—2)! )
d Ny _ Ny _
Tioy = '@ p3d-3 Toor — __'d p3d-4
=) (3d — 3)! ’ m =D (3d — 4)!
d>1 d>2

Note que, na ultima soma, comecamos s6 com d = 2, pois para d = 1, nao ha
contribuigao porque a soma das codimensoes é grande demais.
Podemos agora explicitar os produtos que precisamos,

d} Noy,  dp Nag 544
Pl = Z Z (Bda— 1)1 (3dp — 3)] T

a>2 da+dp=d

d4 Ny, d% Ny
T 2 _ A A B B T3d74
(1) IS (3d4 —2)! (3dg — 2)! ’

a>2 da+dp=d

onde dy e dp sao estritamente positivos.
Inserindo essas expressoes na equagao (5.3.0.1) ficamos com

Na 3d—4 di’l NdA dp NdB 3d—4
T T
> Ga— (3d—4)! 2> (3da— 1) (3dp — 3)!

a>2 d>2  da+dp=d

- Z Z d% Nay,  dj Ny 31
(3da—2)! (3dp — 2)!

a>2 da+dp=d

Agora iguale os coeficientes de 7%~ nos dois lados da equacao, multiplique-os

d—4)! - :
por (3d — 4)! e observe que m = (3?(’16,[4:11)' Segue a igualdade

3d — 4 3d — 4
Na+ > < 3, — 1) didp NjyNay, = > (3dA B 2) d4d% Ny, Na,,

da+dp=d da+dp=d

recuperando assim a férmula de Kontsevich.

5.4 Generalizacoes e referéncias

5.4.1 Sem coordenadas. Uma definicao elegante do produto quantico é
dada em Ernstrom-Kennedy [15]. Sem mencao a bases ou coordenadas eles



5.4 Generalizacoes e referéncias 103

pdem como produto de duas classes «, f € A*(P") (e classe de deformagao )

ax 3= Z Zl/g* Y)urfauri BN [Mons(P,d)]).

T d>0

Aqui, estamos com trés marcas importantes py, p2, p3, € mais n marcas sem per-
fil, e como sempre, v*(7) denote o produto-cup das n classes v*(7v), 1 <i < n.

Essa abordagem abstrata foi usada ([15]), no caso do espaco de médulos
dos levantamentos estéveis, para definir um produto de contato para P2. E um
produto mais geral que o produto quantico, que codifica também informacoes
de primeira ordem, como por exemplo condi¢oes de tangeéncia.

5.4.2 Anel de cohomologia quantica pequeno. Uma variacao do anel
de cohomologia quantica que traz simplificagoes substanciais é a nocao de
anel de cohomologia quantica pequeno. Em vez de permitir qualquer classe
deformante, sdo permitidas apenas as classes dos divisores (conforme FP-
NOTES, Section 10).

Vejamos, no caso de P", como isto simplifica tudo. Temos

Eijkiz wak(h) == Z Z h.n hk)

T d>0
_ ZEZ d™ - Iy(ht - b7 - hF)
n=0 d>0

via lemma 4.2.4. Ou seja, estao envolvidos apenas invariantes com trés marcas.
Observe ainda que para que haja contribuicao de I;(h' - h? - h¥) precisamos de
rd+r+d=1+j+k, o que é possivel apenas para d = 0 (a parte cldssica) e
para d = 1 (que é entdo a parte quantica). Pondo ¢ := exp(T") obtemos

D = Io(h'- B - BY) + q- [ (R" - B - BF).

Expandindo a definicao do produto quantico chegamos agora a seguinte des-
cricao do produto pequeno:

peni = M para g =
q htti—r—1 parar <i-+j < 2r.
Segue daf que, enquanto o anel cldssico é A*(P") ~ Z[h]/(h"'), 0 anel quantico

pequeno é isomorfo a

Zh,q)/ (K" —q).
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A conclusao é que para P" ficou tudo tao simples que a associatividade
é trivial: neste caso o produto quantico pequeno nao codifica informacao
enumerativa interessante. Porém para variedades um pouco menos simples,
mesmo os invariantes de Gromov-Witten com trés marcas sao nao-triviais.
Veja por exemplo Crauder e Miranda [11] para superficies racionais; Beau-
ville [5] para certas intersegdes completas. Vale registrar que existe toda uma
teoria para grassmannianas e variedades de bandeiras — veja para comecar
as exposicoes de Pandharipande, Fulton, e Ciocan-Fontanine na colecao de
Mittag-Leffler [2].

5.4.3 Variedades projetivas homogéneas mais gerais. Neste capitulo,
algumas simplificacoes foram introduzidas por considerarmos apenas o caso
de P". Mais geralmente, para uma variedade homogeénea projetiva X, com
base Ty, ..., T, para A*(X), entra em jogo a matriz (g,;) de acoplamento de
intersecao, definida como
9ij = / T uTj.
X

Como a forma bilinear definida pelo produto de intersecao é nao degenerada,
a matriz (g;;) ¢ inversivel. Seja (¢*) a matriz inversa de (g;;). Para P? temos

O = O

B 0 1
(.%'j) = (gw) =10 0
1 0

Neste caso, a definicao do produto quantico fica T; * T; = 267 s @ijegef Ty.

Em FP-NOTES juntam-se todos os produtos quanticos num s6, pagando
o preco de se ter mais variaveis formais em jogo. O seu anel de cohomologia
quantica fica entdao A*(X) ®z Q[[vo, - -.,y,]] onde yo,...,y, é base dual de
Ty, ..., T,.

As “funcoes” ®;;, tém agora a seguinte importante interpretagao: sao as
derivadas parciais ®;;, = 0;0;0; ® de uma série formal

P € A*(X) @2 Qyo, - - - yrl]-

Esta série (referida na literatura como o potencial) é dada por

(Yo, - - yr) —ZZ‘ZZ)O U LT3 ).

n>3 d>0
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5.4.4 Variedades de Frobenius. S6 para dar a idéia de como a cohomologia
quantica se situa num contexto mais amplo, concluimos a exposi¢ao com um
exercicio de geometria riemanniana(!) (veja do Carmo [10] para definigoes).

Seja X uma variedade homogénea projetiva (digamos uma grassmanniana),
e considere o espago vetorial V = H*(X, C) como uma variedade diferenciavel.
Seja T, ..., T, uma base (digamos constituida pelos ciclos de Schubert, se X é
uma grassmanniana), e sejam 0y, . . ., 0, 0s correspondentes campos de vetores.
A matriz (g,;) define uma métricaem V por (0;|0;) := g¢,j, chamada a métrica
de Poincaré. Defina uma conexdo (formal) V pelos simbolos de Christoffel
Af] = >"®;;.9%, ou seja

e

V4,0, _ZA Op =Y Pyeg™oy.
e,f

Lembre que a curvatura de uma conexao A ¢é dada em coordenadas por
827 a ak E Rz]k m»

onde (cf. [10], p. 93)

M= ALAR =" AL AT 40,47 — 0,47
f f

Uma conexao é dita plana se sua curvatura é identicamente nula.

Agora afirmamos: A conexdo V acima construida é plana se e somente se
o produto quantico € associativo.

Sendo vejamos: na expressao de R, os dois tltimos termos se anulam
mutuamente gracas a observagao que @, = 9;0;0,P, e que nao importa a or-
dem das derivadas parciais. Portanto, 0;A%} =", @@iklglm => @-CI)jklglm =
0; A%, Vamos agora expandir os dois primeiros termos de R} :

Z A@ka% - Z A;.CkA?; = Z (I)ikegefq)fjlglm - Z (I)jkegefq)filglm
f f e, f)l e, f,l

Sendo (g'™) inversivel, essa expressdo ser igual a zero é equivalente a ter para
todo [ a identidade

Z g Py — Z Djpeg @y =0,
e7f e’f
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que é nada mais que a relagao de associatividade.

Este formalismo é devido a Dubrovin [12] e é explorado desde o artigo
original de Kontsevich e Manin [33]. Uma introducao elementar a este aspecto
de cohomologia quantica é fornecida pelas notas de Wotzlaw [47]. Mais geral-
mente temos a seguinte definigdo que, pela discussao acima, abrange H* (X, C).

Defini¢ao. Uma variedade de Frobenius (formal) é uma variedade rieman-
niana (V,g) com uma conexao (formal) plana Alfj, que satisfaz a seguinte
condicao de integrabilidade: existe um “potencial” ® tal que A{j =3 &0

5.4.5 CohFT e variedades de Frobenius. Vimos neste capitulo como
a associatividade (cf. 5.2.1) é uma consequéncia do lema de recursao 4.3.3.
Existe uma generalizacao deste principio que mencionamos por fim. Enquanto
associatividade (junto com existéncia do potencial) se generaliza no conceito
de variedade de Frobenius, o lema de recursao tem como generalizagao as
estruturas de CohFT (cf. 4.5.5). Pois bem, vale o seguinte teorema (cf. as
notas de Manin [34]): Ter uma estrutura de CohF'T para X ¢é equivalente a ter
uma estrutura de variedade de Frobenius sobre H*(X,C) (no sentido de que
vocé pode construir uma estrutura a partir da outra sem perder informacao).
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