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Part 111
Temes variats

12 Grafics “avancats”

En una practica anterior, ja heu vist que la funcié basica per a fer un grafic d’'una expressié és
plot, que aquesta comanda també permet dibuixar punts del pla, i que en el paquet plots hi ha
la funcié display que permet agrupar diferents grafics en un de sol. En aquesta practica veurem
algunes aplicacions més potents de la comanda plot i del paquet plots aixi com les comandes per
a fer grafics a l'espai.

12.1 Grafics al pla d’expressions parametriques

Tot i que ja donen forga joc, els grafics del pla de la forma y = f(x) no deixen de ser els més simples
de tots. En general, una corba del pla es descriu per una expressié de la forma (x(t),y(t)) on ¢ és
un parametre real. Per exemple, les ellipses de centre l'origen i eixos els eixos de coordenades sén
les corbes de la forma (acos(t),bsin(t)) amb ¢ € [0,27] i a,b valors positius. Per a fer un grafic
d’'una d’aquestes ellipses es pot utilitzar la comanda plot de la forma segiient:

> plot([2*cos(t),3*sin(t),t=0..2%Pi],scaling=constrained);
per a dibuixar una amb semieixos 2 i 3, o posar

> plot([4xcos(t),4*sin(t),t=0..2%Pi],scaling=constrained);
per a dibuixar la circumferencia de radi 4.

Exercici 12.1

Quina corba descriu la parametritzacié {z(t) = tcos(2nt), y(t) = tsin(2nt)}

12.1.1 Coordenades polars

Per a determinar corbes del pla s’utilitzen sovint les coordenades polars (r = distancia d’un punt a
lorigen, § = angle entre la linia horitzontal i la recta que uneix 'origen i el punt). Concretament,
sovint tenim una corba descrita com r = f(#). Dins el paquet plots disposeu de la comanda
polarplot( ) que fa el grafic corresponent sense cap altre manipulacié. Per exemple, 1'espiral
r = 20 es pot fer amb:

> with(plots):
> polarplot(2xtheta,theta=0..3%Pi);

Teniu en compte que, com que les coordenades rectangulars s’obtenen a partir de les coordenades
polars d'una forma prou simple (x = 7 cos(), y = rsin(f)), també es podria haver fet

> plot([2*theta*cos(theta),2*theta*sin(theta),theta=0..3*%Pi]);
per a obtenir el mateix grafic.
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També resulta facil combinar diferents grafics en un de sol per la comanda polarplot( ). Per
exemple

> with(plots):
> polarplot([2*theta,10*cos(5*theta)],theta=0..3%Pi);

dibuixara ’espiral anterior i una flor de cinc petals a sobre.

12.2 Grafics al pla definits implicitament

Quan es vol fer el grafic d’'una corba del pla determinada per una equacié de la forma f(z,y) =01
no es pot aillar una de les variables en funcié de I'altre, ni tampoc es disposa d’una parametritzacio,
també es pot obtenir un grafic amb la comanda implicitplot( ) del paquet plots. Per exemple
la hiperbola 22 — y? = 1 es pot veure amb

> implicitplot(x~2-y~2=1,x=-2..2,y=-2..2);

No cal que espereu miracles respecte aquesta funcié, hi pot haver moltes corbes que siguin
dificils de representar a partir de la seva equacié. Per exemple

> implicitplot(y~2-x"3-x"2,x=-1..1,y=-1..1);
no déna un grafic que passi per (0,0) sense una mica més d’ajuda.

12.3 Opcions de la comanda plot

En alguns dels exemples d’utilitzacié de la comanda plot ja heu vist que després de ’expressié que
es vol representar i els limits de la variable i els valors es poden afegir opcions. Les opcions que
poden sortir en un grafic del pla sén:

adaptive filled legend scaling tickmarks
axes font linestyle style title
axesfont labels numpoints symbol titlefont
coords labeldirections resolution symbolsize view
discont labelfont sample thickness xtickmarks

Taula 1: Opcions de la comanda plot( )

Busqueu en I'ajuda de Maple (?plot[options]) quina és la funcié de cada una d’elles. En par-
ticular, podreu trobar com aconseguir que implicitplot( ) dibuixi una mica millor alguns dels
grafics que li donen problemes.

12.4 Grafics a ’espai

La comanda basica pera fer el grafic d’'una funcié de dues variables f(z,y) és plot3d( ). S’utilitza
de la mateixa manera que plot( ) i l'inic que s’ha de tenir en compte és que no es pot deixar
d’explicitar els marges de variacié de les dues variables (x,y). A continuacié6 podeu provar els
segiients exemples:
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Exemple 12.1

> plot3d(exp(-(x"2+y~2-1)),x=-2..2,y=-2..2);
> plot3d(sin(x*y) ,x=-Pi..Pi,y=-Pi..Pi);

Observareu que, igual que en el cas dels grafics en el pla, quan seleccioneu un grafic dels que
acabeu de fabricar, apareixen nous botons en el menu del programa que permeten canviar les opcions
de visualitzacié de la figura. Es particularment interessant la possibilitat de girar el grafic per a
observar-lo des de diferents punts de vista (seleccionar i moure el cursor). També podreu observar
que, amb el grafic seleccionat, el boto dret fa que surti un menu des del que també es poden realitzar
aquestes modificacions. La majoria d’aquests efectes també es poden obtenir afegint opcions a la
comanda plot3d( ) que executeu.

12.4.1 Grafics parametrics

Quan l'objecte de I'espai que voleu dibuixar no és el grafic d'una funcio siné que el que teniu és una
parametritzacié respecte dues variables (x(u,v),y(u,v), z(u,v)) també es pot utilitzar plot3d( )
de la forma segiient:

Exemple 12.2

> plot3d([sin(u)*cos(v), sin(u)*sin(v), cos(u)]
> ,u=-Pi..Pi,v=-Pi/2..Pi/2);
> plot3d([u*cos(v),u*sin(v),v],u=-4..4,v=-2%Pi..2%Pi);

Exercici 12.2

Feu un grafic en el que surti l'esfera de radi 1 centrada a l'origen i al mateix temps el cilindre

obtingut considerant els punts (x,y, z) amb (z,y) a la circumferencia de centre (0, 5) i radi 5 ila

coordenada z arbitraria. Com és la interseccié d’aquestes dues superficies?

Si el que es vol aconseguir és una corba de U'espai (z(t),y(t), z(t)), s’ha de carregar el paquet
plots i utilitzar la comanda spacecurve( ).
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Exemple 12.3

> spacecurve([3*cos(v),3*sin(v),v],v=-2%Pi..2%Pi);
fa el grafic d’'una helix.

12.4.2 Corbes de nivell

Un altre tipus de grafics que déna informacié interessant sobre les funcions de dues variables és el
grafic de les seves corbes de nivell. Dins el paquet plots es pot fer servir la comanda contourplot( )
com en 'exemple segiient:

Exemple 12.4

> contourplot(sin(x)+sin(y),x=-2%Pi..2%Pi,y=-2%Pi..2%Pi,
> filled=true,coloring=[red,green],scaling=constrained) ;

on s’observen les corbes de nivell de Iexpressié sin(z) + sin(y) colorejades en diferents tons de
vermell i verd segons els diferents valors que va prenent 'expressié en cada una de les regions.

Relacionada amb les corbes de nivell, també es disposa de la comanda contourplot3d( ) en
el paquet plots que marca sobre el grafic tridimensional d’una funcio les diferents corbes de nivell.

Exemple 12.5

> contourplot3d(sin(x)+sin(y) ,x=-2%Pi..2%Pi,y=-2%Pi..2%Pi,
> filled=true,coloring=[red,green],scaling=constrained);

12.4.3 Superficies definides implicitament

A vegades les superficies que es volen visualitzar no tenen un parametritzacié senzilla siné que
venen donades de forma implicita. Com per les corbes del pla determinades implicitament, podem
dibuixar una aproximacié del grafic de la superficie determinada per f(x,y, z) = 0 amb la comanda
implicitplot3d( ) del paquet plots.
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Exemple 12.6

> implicitplot3d(x~2+y~2-z"2=1,x=-2..2,y=-2..2,z=-2..2);
> implicitplot3d(x~2-y~2-z=1,x=-2..2,y=-2..2,z=-2..2);

Nota: Com en el cas de la comanda implicitplot( ), no espereu miracles. Si voleu dibuixar una
regié d'una superficie en la que hi ha singularitats o porqueries complicades el resultat pot ser que
no sigui del tot satisfactori.

Exercici 12.3

Feu un grafic del con 22 4+ y? — 22 = 0 en el que es vegi la punxa en (0,0, 0).

12.4.4 Opcions dels grafics a ’espai

Com en el cas de grafics al pla, ja heu vist en els exemples anteriors que es poden modificar aspectes
d’un grafic de 'espai modificant algunes de les opcions de visualitzacid. La llista de totes les opcions
comuns a tots els grafics a I'espai és:

ambientlight filled labels projection thickness
axes font light scaling tickmarks
axesfont grid lightmodel shading title
color gridstyle linestyle style titlefont
contours labeldirections numpoints symbol view
coords labelfont orientation symbolsize

Taula 2: Opcions de la comanda plot3d( )

Mireu en 'ajuda de Maple que és el que controla cada una d’aquestes opcions (?plot3d[options]).

12.5 Animacié de grafics

Quan es vol veure com evoluciona una corba o una superficie que depen d’'un parametre, una bona
solucié és fer una animacio d’aquesta evolucié. Les comandes animate( ) i animate3d( ) del
paquet plots fan aquesta feina.

Exemple 12.7

La comanda
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> animate([r*cos(u) ,r*sin(u),u=0..2%Pi],r=0..6,frames=20,

> scaling=constrained);
dibuixara una animacié d'un circumferencia centrada a l'origen de radi creixent, des de 0 fins a 6
(realitzant 20 fotogrames de la pellicula). Per a veure efectivament I’animacié heu de seleccionar
el grafic que surt, en aquest moment apareixeran nous botons en la barra d’eines del programa que
permeten arrencar, parar, anar més rapid o més lent, ... (amb el boté dret també apareix un ment
des del que es pot controlar I’animacié).

Per a generar animacions de grafics a I’espai s’utilitza la comanda animate3d( ).

Exemple 12.8

> animate3d([r*cos(t+a), r*sin(t+a), r~2*cos(2*xt)], r=0..2, t=0..2*Pi,
> a=0..3,frames=20) ;

Exercici 12.4

Feu una animaci6é que mostri una esfera de radi 1 que va botant, movent el seu centre des del (0,0, 1)
fins al (0,0,0) i tornant a pujar (unes quantes vegades).

No sempre que es vol fer una animacié I'estructura de la comanda animate ens permet fer
de forma satisfactoria la feina. Per a aquests casos cal tenir en compte que considerant la opcid
insequence=true en una comanda display (que presenta diferents dibuixos a I’hora) s’obté també
una animacié. En I'exemple seglient podeu veure un punt que va apareixent en punts aleatoris del
pla amb les dues coordenades entre 0 i 2.

Exemple 12.9

> randomize();

punts:= [seq(

plot(

[ [ rand(100) ()/50,rand(100) ()/50] 1,
style=point,symbol=circle

,i=1..20)]:
display(punts, insequence=true) ;%

VvV V.V V V VYV
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12.6 Comandes del paquet plots

Ja s’ha comentat en altres apartats algunes de les funcions que proporciona el paquet plots (com
ara display( ), polarplot( ), implicitplot( )). El llistat complet de les funcions que defineix
aquest paquet és el de la taula que ve tot seguit. En 'ajuda de Maple podreu trobar que fa i com
s'utilitza cada una d’elles (?plots).

animate densityplot listplot polyhedra_supported
animate3d display listplot3d replot
animatecurve display3d loglogplot rootlocus

arrow fieldplot logplot semilogplot
changecoords fieldplot3d matrixplot setoptions
complexplot gradplot odeplot setoptions3d
complexplot3d gradplot3d pareto spacecurve
conformal implicitplot pointplot sparsematrixplot
contourplot implicitplot3d pointplot3d sphereplot
contourplot3d inequal polarplot surfdata
coordplot listcontplot polygonplot textplot
coordplot3d listcontplot3d polygonplot3d textplot3d
cylinderplot listdensityplot polyhedraplot tubeplot

Taula 3: Comandes del paquet plots
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13 Les eines basiques per al calcul infinitesimal

Encara que algunes de les funcions d’aquesta seccié ja han sortit en algun moment, fem un repas
per les funcions basiques del calcul infinitessimal (limits, derivades, integrals. . . ).

13.1 Limits

La comanda de Maple que permet calcular el limit d’una expressiéo qualsevol és 1imit( ). Per
utilitzar aquesta comanda s’ha d’introduir 1imit (expr,x=1im), on expr sera l'expressié de la que
volem calcular el limit, x la variable respecte de la que es calcula el limit i 1im el valor de la variable
on volem calcular el limit. A continuacié podeu veure alguns exemples concrets.

Exemple 13.1

limit ((x"2-4)/(x-2) ,x=2);
limit(sin(x)/x,x=0);
limit(sin(x)/x,x=infinity);
limit ((1+1/x) "x,x=infinity);
limit (In(1+4x)/x,x=0) ;

vV V.V V V

Normalment la variable respecte la que es calcula el limit sera una variable real i, per tant, quan
volem calcular el limit d’una successié (que depen d’una variable n que és un nombre natural) us
podeu trobar amb alguna petita sorpresa.

Exemple 13.2

Si n és un nombre natural i voleu calcular lim sin(nm) (que déna obviament 0) i feu
n—oo

> limit(sin(n*Pi) ,n=infinity);

veureu que el resultat és un xic estrany.

Aquest petit inconvenient es pot evitar fent que Maple tingui en compte que la variable n
només pren valors naturals. La comanda assume( ) permet declarar que una una variable és
d’un cert tipus. També és possible fer que, mentre es realitza un calcul concret, Maple assumeixi
alguna condicié sobre les variables pero que aquestes variables segueixin tenint un tipus general
fora d’aquest calcul. Aixo es fa amb la comanda assuming. Fixeu-vos en la sintaxi que s’utilitza
en els exemples segiients.

Exemple 13.3
Podeu fer
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> assume(n, posint);

> limit(sin(n*Pi),n=infinity);
pero mentre no doneu algun valor concret a n o netejeu el contingut d’aquesta variable amb n:="n’
(o amb un restart) Maple pensara que n només por ser un nombre enter positiu.

Pot ser convenient fer el mateix calcul amb
> restart;
> limit(sin(n*Pi),n=infinity) assuming n::posint;

D’aquesta forma obteniu el mateix resultat pero n segueix lliure de restriccions.

Ara és un bon moment per a donar un cop d’ull a I'ajuda de Maple per a veure les possibilitats
de les comandes assume( ) i assuming i també per a mirar el tipus de restriccions que es poden
donar a una variable.

Per acabar la seccié dedicada al limit, un petit exercici:

Exercici 13.1
Utilitzeu 1imit ( ) per a conéixer els limits de les successions:

142943+ 4 n°

a) T, = D) per a diferents valors (positius) del parametre a.
TIPS
" In(n)
) SR S
c) Tp= cee e —.
n+1 n+2 2n
In(n+ 1) (n In(n))
d) z,=—-= .
In(n)

e) zn=(Vn+1—n+1)Vr

Calculeu el valor dels z,, per a algun n bastant gran (amb un evalf( ) amb molts decimals)
comparant els valors obtinguts amb els resultats que heu obtingut abans.

13.2 Derivades

Amb Maple es pot obtenir facilment la derivada d’una expressié expr qualsevol. Com ja deveu
saber la comanda que fa aquesta feina és diff (expr,var) on expr és I'expressio que es vol derivar
i var és la variable respecte la que es fara la derivada.
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Exemple 13.4

Podem fer la derivada de l'expressié x3 — 322 + 5z + 4 respecte x amb

>  diff(x"3-3*x"2+5*x+4,x) ;
i si tenim definida una funcié també podrem fer el mateix

> fi= x-> x73-3*%x"2+5%x+4;

> diff(£(x),x);
Teniu en compte, pero, que segons com us poseu a fer els calculs podeu tenir sorpreses. Podeu
preveure quin sera el resultat de I'operacié segiient després d’haver definit la funcié £7

> diff(f,x);

Noteu que Maple necessita coneixer respecte quina variable s’ha de fer la derivada ja que en
una expressié hi poden haver diferents parametres (o, si ho voleu dir d’una altra forma, ’expressid
pot ser una funcié de multiples variables i es poden calcular les derivades parcials respecte cada
una d’elles). Per exemple, les expressions

Exemple 13.5

>  diff (x"2*cos(b)-exp(y~2)*tan(x),x);
>  diff (x"2*cos(b)-exp(y~2)*tan(x),y);
> diff (x"2*cos(b)-exp(y~2)*tan(x),b);

produeixen, obviament, tres resultats diferents.

Quan treballem amb la comanda diff ( ) sovint el que ens interessa és definir una nova funcié
que és la derivada d’una funcié que ja tenim definida. Com que diff ( ) treballa amb expressions i
dona com a resultat expressions, aquest procés no és tan immediat com es podria pensar. Si proveu

de fer

> fi= x> (x73-4)/(x"2+3);
> gr= x> diff (£ (x),x);

> g(x);

> g(1);

veureu que els resultats semblen no tenir massa logica.
Quan tenim una funcié £ que depen d’una variable podem obtenir una nova funcié g que és la
derivada de la primera amb la comanda D( ).

Exemple 13.6

Si definim la funcié f(z) = 2® — 42 i volem tenir la funcié g(z) = f’(z) (que dbviament ha de
ser g(z) = 3z% — 4) es pot fer
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> fi:= x> x"3-4x%x;
> g:= D(f);

> g(x);

> g(1);

Quan es té definida una funcié £ que depen de més d’una variable es pot especificar respecte
quina de les variables es vol fer la derivada utilitzant D[i] (f) on i és un enter que indica que es
vol fer la derivada de f respecte la variable que ocupa el lloc 1.

Exemple 13.7

Si tenim definida la funcié f(x,y,b) = 2% cos(b) — exp(y?) tan(z) la primera variable és la z, la

segona és la y i la tercera és la b. Per tant, fent
> f:= (x,y,b)-> x"2%cos(b)-exp(y~2)*tan(x);

> gl:=D[1](f);
> g2:= D[2] (f);
> g3:= D[3](f);

obtindrem tres funcions g1, g2, g3 que son les derivades de f respecte x, y, b respectivament.

Exercici 13.2

exp(zy) sin(y?)

i calcul
(22 + g2 1 2) 1 calculeu

Definiu una funcié h que sigui h(z,y) =z

) La funci6 hi derivada de h respecte x.

) La funcié h2 derivada de h respecte y.
c) Els valors de h1 i h2 per a x=1 i y=Pi/4.

)

La funcié h11 derivada segona de la funcié h respecte x.

Es clar que la resposta a 1'iltim apartat de ’exercici anterior pot ser

> hil:= D[1]1(D[1](h));
Com que aix0 no és massa practic hi ha dreceres que ens permeten fer el mateix amb més facilitat.
Una expressio de la forma x$n és equivalent a una successié de n copies de I'expressié x. Per
exemple

> x$4;
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produeix x,x,x,x. D’aquesta forma en les comandes diff o D podem fer

> diff(sin(x)-x*(cos(x))"3,x$4);
> D[1%4] (cos) (x);

13.3 Integrals

Maple disposa d’algoritmes per a calcular integrals definides i indefinides (primitives). Gairebé
qualsevol problema d’integracié (que tingui una solucié raonable) es pot resoldre simplement amb
la comanda int( ). Veieu a continuacié alguns exemples de les diferents formes en les que es pot
aplicar aquesta funcié.

Exemple 13.8

int(x"2/sqrt(1-x73) ,x);

int (1/(x*sqrt(x"2-1)),x);
int(cos(x),x=0..Pi);

int (1/ (x*sqrt(x"2-1)),x=1..2/sqrt(3));
int (r*exp(-r~2),r=0..infinity)

vV V.V V V

Noteu que fins i tot es poden determinar integrals que sén impropies.

Fins i tot quan no és possible determinar un valor exacte per a una integral es pot mirar
de determinar ne una aproximacié amb la comanda evalf( ) ja que Maple també disposa dels
algoritmes d’aproximacié numerica necessaris.

Exemple 13.9

> a:=int(sqrt(1+x°6),x=1..3);
> evalf(a);

13.4 Polinomis i series de Taylor

La comanda per a obtenir I'aproximacié de Taylor de grau n d’una funcié £ al voltant del punt c és
taylor(f (x),x=c,n) (noteu que la comanda taylor s’aplica a una expressi6 f (x) i no a la funcié
f).

Exemple 13.10

> taylor(cos(x),x=0,8);
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> taylor(ln(x),x=1,10);

El resultat de la comanda taylor( ) esta format per una component polinomica i una com-
ponent de la forma 0((x-c)"n). La part polinomica és el polinomi aproximador propiament dit,
més endavant veurem com es pot interpretar la part 0((x-c) “n). Si es vol extreure el polinomi del
resultat d'una comanda taylor( ), s’utilitza convert (expr, polynom).

Exemple 13.11

s’obté amb

1
El polinomi de Taylor de grau 5 al voltant del 0 per a la funcié f(x) = 1

> expr:=taylor(1/(1-x),x=0,5);
> poli:=convert(expr, polynom);

Exercici 13.3

Realitzeu un procediment que, donats f(z), ¢ in, doni com a resultat només el polinomi de Taylor
de grau n de la funcié f(z) al voltant de ¢. Modifiqueu el procediment anterior per tal que retorni
en una llista els polinomis de grau 1 fins a n.

Exercici 13.4

Considereu la funcié f(z) = e” i el punt ¢ = 0. Feu un grafic en el que es vegin al mateix temps el
grafic de f(x) i el del seu polinomi de Taylor per a n = 2. Que observeu?

Repetiu l'exercici per a f(z) = In(2z? 4+ 1) i per a f(z) = arctan(z).

Noteu doncs que es pot dir que el polinomi de Taylor de grau 1 (n = 2) és la recta tangent al
grafic de f(z) en x = ¢ (aix0 s’expressa sovint dient que [’ordre de contacte entre els dos grafics és
2).

En I'exercici segiient podreu veure com el concepte d’ordre de contacte s’estén a graus superiors.
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Exercici 13.5

Preneu f(z) = In(z? + 1) i p(z) el polinomi de Taylor amb n = 8 de f(x) al voltant de 0. Calculeu

f(z) — p(@)

els valors de
27

1
per a z = +— (amb n des de 1 fins a 20 i amb 25 decimals com a minim).

Quin sembla que sera el limit lir% L;p(:c)?
Tr— €T

Com es poden obtenir els coeficients del polinomi de Taylor d'una funcié a partir d’aquesta
funcié? Per a veure quina és aquesta relacio recordeu que la comanda que déna el coeficient d’una
expressié polinomica expr respecte una altra expressié var és coeff (expr,var) i que si es vol
buscar el coeficient respecte var~k també es pot fer coeff (expr,var,k). Per exemple:

Exemple 13.12

taylor (exp(-x~2),x=0,9);

coeff (taylor(exp(-x~2),x=0,9),x,4);
taylor(sin(x),x=Pi/2,8);

coeff (%, (x-Pi/2),4);

vV V V.V

Exercici 13.6

Donada f(x) = arctan(z) determineu les expressions de les derivades successives f™(x) i avalue-les
en z = 0 per an des de 1 fins a 10. Feu el mateix amb p(z), el polinomi de Taylor de grau 10 de
f(z) al voltant de 0.

Exercici 13.7

Compareu els valors que heu obtingut en l’exercici anterior amb els coeficients del polinomi de
Taylor p(z). (Feu el quocient entre uns i altres i si no veieu res mireu que passa si f(z) = e®).

Al principi de la practica diu que el polinomi de Taylor permet aproximar una funcié per un
polinomi. L’exercici segiient mostra com funciona aquest tipus d’aproximacié.
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Exercici 13.8

Feu un procediment que faci un dibuix dels grafics (en diferents colors) d’una funcié donada i dels
seus polinomis de Taylor, fins a un grau n especificat en els arguments, al voltant d’un punt també
donat entre els arguments.

Apliqueu l'anterior a la funcié f(z) = ; al voltant del punt x = 2 fins al grau 7.

1
(2x +1)
Una variant d’aquest exercici seria fer una animacié (recordeu insequence=true de la comanda
display) d’aquests mateixos grafics fent que en cada un dels fotogrames aparegui el grafic de la
funcié i el de un dels polinomis de Taylor.

Exercici 13.9

Les coses no van sempre tan bé com en tots els exemples anteriors. Proveu de determinar ’expressio
de qualsevol polinomi de Taylor de f(z) = e~/ ) al voltant de 0.

Tot i que taylor no aconsegueix fer gaire cosa amb aquest problema, haurieu de poder deter-
minar quin és el polinomi de Taylor de qualsevol grau per a la funcié anterior al voltant de 0. I
encara que es tingui el polinomi de Taylor, noteu que el resultat que s’obté no és gaire interessant!



14 Equacions diferencials

La comanda de Maple que permet solucionar una equacié diferencial és dsolve( ). Per a escriure
una equaci6 diferencial, es pot utilitzar indistintament la comanda diff( ) o la comanda D( ),
com es pot veure en els exemples seglients:

Exemple 14.1

Si es vol resoldre 'equaci6 diferencial més simple y’ = y posarem

> dsolve(diff(y(x),x)=y(x),y(x));
I si volem afegir-hi una condicié inicial bastara fer

> dsolve({diff (y(x),x)=y(x),y(0)=3},y(x));

En comptes d’utilitzar diff ( ) també es pot utilitzar D( ) seguint els convenis equivalents.

> dsolve({D(y) (x)=y(x),y(0)=3},y(x));
Per a practicar, podeu resoldre les equacions diferencials segiients:

Exercici 14.1

a) y' —ytan(z) = 3exp(—sin(z)) o) y = r—y—1
20 =2y +1
b) xy' +y=y*xln(z)
, ) £) (exp(y) —2zy)y’ =y
c) Y =a"—2xy+
H o g) (ay —y)cos(%) = —3a*
L +1

d) y'= T ty+3 h) (2cosy)y’ + siny = 2% cosec(y)

Substituint els valors que surten en cada una de les equacions podeu comprovar que les solucions
que dona la comanda dsolve( ) sén correctes.

I si voleu un exercici amb enunciat (trivial si s’aplica el sentit comi), podeu resoldre el segiient:

Exercici 14.2

Els rajos que surten d’una font lluminosa situada a ’origen de coordenades del pla es reflecteixen
en una certa corba d’aquest pla i tornen al punt d’emissié. Quina és aquesta corba?
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Tots els exemples anteriors sén equacions diferencials de primer ordre i amb una sola incognita,
com ja deveu suposar la comanda dsolve( ) també pot treballar amb equacions d’ordres superiors
i amb sistemes d’equacions diferencials amb més d’una incognita.

Exemple 14.2

El sistema 3’ = z, 2/ = —y es pot solucionar amb

> dsolve({D(y) (x)=z(x), D(z2) (x)=-y(x)},{y(x),z(x)});
I si es vol que y(0) =0, 2(0) = 1 resultara

> dsolve({D(y) (x)=z(x), D(z) (x)=-y(x),y(0)=0,z(0)=1},{y(x),z(x)});
(fet que és ben conegut!).

Per a les equacions d’ordre superior (en les que intervenen derivades d’ordre dos o més gran) es
pot treballar també amb diff( ) o amb D( ). Veieu a continuacié un parell d’exemples (notareu
que en la comanda dsolve( ) no s’especifica al final la funcié respecte de la que volem trobar les
solucions, sovint no és necessari).

Exemple 14.3

Primer utilitzant diff( )

> dsolve(y(x)*diff (y(x),x$2)-diff (y(x),x) "2-x*y(x)"2=0);
I ara utilitzant D( ) en un altre exemple

> dsolve(y(x)*(Dee2) (y) (x)+(D(y) (x))~2=0) ;

Observareu que per a designar la funcié segona derivada de y hem utilitzat 'operador @@. Cal
dir que, en general, la comanda f@@n és una manera rapida de representar la funcié resultant de
composar n cops la funcié £ amb ella mateixa (en 'exemple (D@@2) (y) és sinonim de D(D(y))).
Exercici 14.3
Quina és la solucié de 'equaci6 diferencial de tercer ordre

y" =3y +y +y=exp(—)(10 — 4x)
tal que y(0) = 5,y'(0) = 6,y"(0) = 37

Hi ha moltes equacions diferencials que no tenen solucions en les que la incognita es pugui
expressar de forma simple en funci6 de la variable independent. L’opcié implicit de la comanda
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dsolve( ) fa que els procediments de solucié de I'’equacié no intentin aillar la incognita en funcié
de la variable i es conformin amb una expressié implicita.

Exemple 14.4

Proveu per un costat

> dsolve((3xy(x) "2+exp(x))*diff (y(x),x)+exp(x)*(y(x)+1)+cos(x)=0,implicit);
i per un altre

> dsolve ((3xy(x) "2+exp(x))*diff (y(x),x)+exp(x)*(y(x)+1)+cos(x)=0);

Exercici 14.4

a) Feu un grafic de la solucié de l'equacié diferencial de I’exemple anterior que passa pel punt
(3,5).

b) Feu un grafic en el que es vegin 20 solucions diferents de I'equacié de I'exercici anterior.

Una altra forma d’obtenir les solucions d’una equacié diferencial és en forma parametrica (s’ob-
tenen totes les variables com a funcions d'un parametre) i d’aquesta forma es pot descriure la
trajectoria d'una solucié. Aquest tipus de solucié es pot obtenir combinant les opcions implicit i
parametric en un dsolve( ). Per exemple

Exemple 14.5

Proveu dsolve amb l'equacié yy’ = —x i opcions parametric i implicit. Feu un grafic d’algunes
de les solucions que s’obtenen. Comproveu que les solucions sén les circumferencies amb centre a
l'origen de coordenades (aix0 sera especialment obvi si deixeu només I'opcié implicit).

14.1 Grafics d’equacions diferencials

A part dels grafics que es poden obtenir amb la comanda plot( ) o amb implicitplot( ) dispo-
sem també de funcions especifiques per a fer grafics a partir d’equacions diferencials dins del paquet
DEtools. La comanda basica és DEplot( ) que fa un grafic del camp de direccions que determina
I'equacié diferencial com en I'exemple segiient:
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Exemple 14.6

> with(DEtools):
> DEplot(D(y) (x)=4*x/y(x),y(x),x=-2..2,y=-2..2);

Podeu veure que s’ha d’escriure 'equacié diferencial, la incognita i la finestra en la que s’ha de
representar el camp.

Aquesta mateixa comanda també té opcions per a representar solucions concretes de 1'equacid
diferencial (més d’una a 1’hora) marcant dins de la comanda la/les condicié/ons inicials que ha/n
de verificar.

Exemple 14.7

Per a veure una solucié marcada sobre el camp es fa

> DEplot(D(y) (x)=4*x/y(x),y(x),x=-2..2, [[y(0)=1]],y=-2..2);
I si s’en volen veure més es pot fer

> DEplot(l))(y) (x)=4xx/y(x),y(x),x=-2..2, [[y(0)=1], [y(0)=0.5], [y (0)=0.25]11,
> y=-2..2);

També es pot fer un dibuix d’un sistema

> DEplot({D(x) (t)=y(t),D(y) (t)=-x(t) },{x(t),y(t)},t=0..2%Pi,
> [[x(0)=0,y(0)=1]],x=-2..2,y=-2..2,scaling=constrained) ;

Si només interessa dibuixar algunes de les solucions de 1’equacié diferencial i eliminar el dibuix del
camp, es pot utilitzar 'opcié arrows= none (l'opcié arrows també pot tenir assignats el valors
small, medium, large que canviaran la grandaria de les fletxes que representen el camp).

Podeu trobar més opcions d’aquesta comanda amb 7?DEplot.

14.2 Solucions numeriques d’equacions diferencials

Amb la mateixa comanda dsolve( ) es poden obtenir solucions numeriques d’una equacié dife-
rencial. Es suficient afegir 'opcié numeric com en 'exemple segiient:

Exemple 14.8

> solnum:= dsolve({D(y) (x)=x"2+y(x)"3,y(0)=0},y(x) ,numeric);
Veureu que en realitat la resposta de Maple no és cap valor numeric concret siné un procediment
que calcula aquests valors aproximats de la solucié demanada.

> seq(solnum(i/10),i=0..10);
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Es poden fer directament grafics d’aquestes aproximacions numeriques de solucions d’equacions
diferencials amb la comanda odeplot( ) del paquet plots.

Exemple 14.9

> with(plots):
> odeplot(solnum, [x,y(x)],x=-1..1);

Finalment, no deixeu de consultar I'ajuda de Maple sobre la comanda dsolve( ) (?dsolve) i
les seves opcions ni la del paquet DEtools (?DEtools) on podreu veure totes les funcions que posa
a la vostra disposicio per al tractament de les equacions diferencials.
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15 Interpolacid i ajust de dades

15.1 Aproximacié de funcions, polinomi interpolador

Recordem que Maple pot representar graficament un nivol de punts (x1,¥1), ..., (T, ¥,) amb la
funcié plot( ).

Exercici 15.1

Definiu una llista 1 com els segiients punts de R?: (0,2), (1,1), (2,2), (3,1), (4,2), (5,1), (6,2),
(7,1), (8,2), (9,1) i (10,2). Dibuixeu en una grafica el nivol de punts corresponent.

Donats n punts (z1,41),...,(Tn,yn) amb z; # x; si i # j existeix un polinomi p de grau
menor o igual a n — 1 complint que p(z;) = y; per a tot ¢ = 1l..n, que anomenem polinomi
interpolador. La funcié que calcula polinomis interpoladors esta al paquet CurveFitting i s’anomena
PolynomialInterpolation( ).

Exemple 15.1

Si volem calcular el polinomi que interpola els punts (0,0),(1,1) i (2,4), que ha de ser de grau
menor o igual a 2, ho podem fer amb Maple:

> with(CurveFitting); 11:=[[0,0],[1,1],([2,4]]:
> PolynomialInterpolation(1ll,x);

Exercici 15.2

Calculeu el polinomi interpolador p als punts de I'exercici anterior. Quan val el polinomi avaluat
al punt 57 T al punt 9.57 Feu la representacio grafica dels punts i el polinomi interpolador.

15.2 Spline

Una altra opcid per a trobar funcions que passin per punts fixats és “agrupar” els punts en sub-
conjunts més petits i calcular el polinomi de grau més petit per a cada un dels subconjunts. Per
exemple, podem considerar que la unié dels punts mitjancant segments es correspon a considerar
els punts de dos en dos i considerar el polinomi de grau 1 (recta) que els uneix.
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Dins el paquet CurveFitting tenim la funcié Spline( ) (la S en majiscules) per a definir
aquestes noves aproximacions.

Exemple 15.2

Si volem unir els punts (0,0),(1,1) i (2,4) amb rectes escrivim:
> 11:=[[0,0],[1,1],[2,4]1]:
> Spline(1ll,x,degree=1);
On l'opcié degree=1 és per a definir el grau dels polinomis que estem calculant.

Exercici 15.3

Dibuixeu tres grafiques amb els “splines” de graus 1, 2 1 3 de la llista de punts de I'exercici 15.1.

15.3 Interpolacié racional

Hi ha cops en els que pot interessar obtenir no un polinomi si no, més generalment, funcié racional
(quocient de polinomis) per a interpolar una llista de valors coneguts. Dins el paquet CurveFitting
hi ha la funcié RationalInterpolation( ) que pot fer aquesta feina.

Exemple 15.3

Si teniu la llista de punts

> a := [[-3, -b5/14],[-2, -19/9],[-1, -1/6],[0, 1],[1, 5/6],
> [2, 5/9],[38, 11/14]];
> plot(a,style=point);

podeu buscar una expressio racional que interpoli aquests valors amb

> with(CurveFitting):

> RationalInterpolation(a,x);
(Observeu que, apart de la llista de valors per interpolar, s’ha d’especificar un nom de variable per
a poder escriure ’expressié resultant).

Aquesta funcié també es pot cridar posant com arguments dues llistes separades per als valors
de les x’s i de les y’s com en el seglient

> valx := [-3, -2, -1, 0, 1, 2, 3];

> valy := [-55/14, -19/9, -1/6, 1, 5/6, 5/9, 11/14];
> RationalInterpolation(valx,valy,x);
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Es poden consultar altres opcions amb ?RationalInterpolation.

15.4 Exercicis d’interpolaci6
Exercici 15.4

Feu una funcié (o procediment) dibuix que fixada una llista de punts dibuixi de colors diferents el
nuvol de punts, els segments que uneixen els punts, el “spline” de grau 2, el “spline” de grau 31 el
polinomi interpolador en una sola grafica.

Exercici 15.5

Considereu la llista de punts:

11i1:=[[-9,1], [-8,1], [-7,1], [-6,1], [-5,2], [-4,3], [-3,5], [-2,8], [-1,12],
(o,1el1, 01,121, [2,8], [3,5], (4,31, [5,21, (6,11, [7,1]1, [8,1]1, [9,1]].

Dibuixeu el ntvol de punts en una grafica. Apliqueu la funcié dibuix de ’exercici anterior a aquest
nuvol de punts. Que observeu?

Exercici 15.6

Definiu una funcié aproxf que depengui de 4 parametres £, a, b, n que dibuixi la funcié f entre
aibiel polinomi de grau menor o igual a n que interpoli a n+1 punts equiespaiats entre a i b
(inclosos).

Exercici 15.7

Apliqueu la funcié aproxf a la funcié f(x) =

15. Que observeu?

T2 entre —5 1 5 i per als valors den 1, 3, 6, 10 i
x
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Exercici 15.8

Feu un grafic on es puguin veure al mateix temps les interpolacions polinomica i racional del ntivol de
punts a:= [[-3, -b5/14], [-2, -19/9], [-1, -1/6], [0, 11, [1, 5/6], [2, 5/9],
[3, 11/14]1]; (reflexioneu sobre les diferencies que s’observen entre els dos resultats).

15.5 Ajust a les dades

Una qiiestié que es planteja sovint amb dades experimentals és la segiient: es realitza un experiment i
es voldria saber si hi ha una relacié entre dues de les seves propietats (una relacié de proporcionalitat
per exemple). Esa dir, pot tenir interes descriure a través d’una funcio la relacié entre dues variables
quantitatives X 1 Y. Posem Y = f(X) on f és una funci6é que depén d’uns parametres aq, ..., ag que
haurem de determinar per garantir un bon ajust. Naturalment, a més de disposar d’observacions,
(x1,Y1), s (Tn, Yn), dades que suposem bivariants (z,y) x,y € R, hem de recorre a un criteri que
valori la bondat de ’ajust. El criteri que estudiarem és 'anomenat de minims quadrats.

15.5.1 Llei de Hooke

Comencarem plantejant un experiment concret. La llei de Hooke a la fisica ens diu que hi ha una
relacié de proporcionalitat entre el pes que es penja d’una molla i la distancia que aquesta s’estira.
Es a dir, si x és un pes i y representa la distancia que una molla s’estira al penjar-li aquell pes,
existeix una constant k tal que y = kx. k s’anomena la constant d’elasticitat de la molla.

L’experiment que realitzarem consisteix en determinar aquesta constant k per a una molla
concreta. Per aixo, es realitza l'experiment que consisteix en mesurar les distancies que la molla
s’estira per a diferents pesos i obtenim la segiient taula,

Pes | 2 2513135 |4 5)
cm | 3.2 (4 51507658

Si 'experiment es realitzés en condicions perfectes (mesures de precisi6 perfecte, sense fregament
amb l'aire,...) les dades obtingudes serien de la forma y; = kx; i per tant, seria facil determinar
la constant k. Pero com que no podem suposar condicions perfectes, obtenim unes dades que es
troben lleugerament distorsionades.

Exercici 15.9

En uns eixos de coordenades representeu la taula de punts (x,y) = (pes,cm) de 'experiment.

L’objectiu doncs es trobar la recta de la forma y = kx que millor s’ajusta a les dades obtingudes
experimentalment. Per aixo hem de fixar un criteri. Es a dir, que vol dir que una recta s’ajusta
millor que una altra al conjunt de dades?
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El criteri a fer servir és el segiient: buscarem k tal que la suma de les distancies (al quadrat)
dels punts obtinguts experimentalment a la recta sigui minima. Es a dir, el valor de k tal que

6

Z(yi — k)’

i=1

pren el valor minim. Observeu que aquesta funcié mesura ’error comés en l'experiment respecte
les condicions perfectes.

Exercici 15.10

Sigui d(k) = 320, (y; — kx;)?, busqueu el valor de k pel qual d pren el valor minim. En una mateixa
grafica representeu els punts obtinguts a I'experiment i la grafica de la recta y = kx pel valor de k
obtingut.

Aquest metode que acabem de descriure per aproximar dades obtingudes experimentalment per
funcions és el que es coneix com el metode dels minims quadrats.

15.5.2 El metode dels minims quadrats

En general, aquest metode s’utilitza quan es vol analitzar la relacié funcional entre un conjunt de
dades (x;, y;) obtingudes experimentalment. Es suposa conegut el tipus de funcié f que les relaciona
pero no els parametres aq, ..., aq de la funcio.

El criteri de minims quadrats proposa calcular els parametres aq, ..., aq tals que 'expressio dels

errors
n

Z (yi - f('ri))27

i=1
és minima, és a dir, la suma dels desajustos quadratics entre els valors que s’han observat de les y;
i els valors f(zy,;a4,...,aq) proposats per f.

El primer pas sempre consisteix en representar graficament en uns eixos de coordenades els
punts obtinguts experimentalment com ja heu fet en la seccié anterior. D’aquest tipus de diagrama
se'n diu un diagrama de dispersié. Dins el paquet plots hi ha la comanda pointplot( ) que
permet fer aquests tipus de grafics facilment.

Exemple 15.4

Donades les observacions segiients: (0.70,0.035), (0.76,0.025), (0.37, —0.18), (0.82,0.045),
(0.29, —0.16), (0.56, —0.058), (0.42, —0.11), (0.47, —0.085), el segiient grup de comandes realitza la
representacié grafica de les dades anteriors en un grafic de dispersio:

> with(plots):

> dades:=[ [0.70,0.035],[0.76,0.025],[0.37,-0.18],[0.82,0.045],
> [0.29,-0.16],[0.56,-0.058],[0.42,-0.11],[0.47,-0.085]];

> pointplot(dades);
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(Per a obtenir aquest grafic també es pot utilitzar un plot ( ) com haureu fet abans. L’avantatge
de pointplot( ) és que no cal especificar ni style=point ni symbol=circle).

Un cop fet el diagrama, el segiient pas consisteix en analitzar la forma del nivol de punts
obtinguts per determinar quin tipus de funcié s’hi ajustaria millor.

Exercici 15.11

Quin tipus de funcié creieu que podriem triar per aconseguir un bon ajust a les dades de 'exemple
anterior? (Proveu a ull una funcié lineal del tipus f(z) = ax + b i feu un grafic de la situacié).

Exercici 15.12

Donades les observacions: (—1,5), (—0.4,2.5), (0.1,2.1), (0.8,3.98), (1.2,6.5), (1.5,8.8), (2.1,15.2),

Representeu les dades en un grafic de dispersi6. En aquest cas, quina mena de funcié creieu
que podriem triar per ajustar a les dades? (sembla el més adequat triar y = f(x) = a + bz + cx?,
intenteu donar valors als parametres a, b i ¢ per ajustar aquestes dades).

Un cop determinat el tipus de funcid, podem calcular els parametres pels quals la suma dels
quadrats dels errors de mesura és minim. La comanda que calcula els parametres que minimitzen
aquests errors és LeastSquares( ) del paquet CurveFitting. Com a parametres necessita el nom
de les variables, el tipus de funcié i les llistes de dades experimentals.

En l'exemple segiient veureu com utilitzar aquesta comanda pel cas d’ajust per una recta.
Aplicarem LeastSquares( ) a les dades obtingudes per I'experiment de la molla. (Anomeneu Pes
i Cm les dades obtingudes en 'experiment de la molla).

with(CurveFitting):

Pes:=[2,2.5,3,3.5,4,5];
Cm:=[3.2,4,5,5.07,6.5,8];
PesCm:=[seq([Pes[i],Cm[i]],i=1. .nops(Pes))];
ming:=LeastSquares(Pes,Cm,pes);

> ming2:=LeastSquares(PesCm,pes) ;

vV V.V V V

(Noteu que la comanda LeastSquares( ) es pot aplicar o bé al parell de llistes Pes, Cm o a la
llista individual de les mesures de pes i estirament combinades. Aplicar una versié o ’altre només
dependra de la manera en la que es tinguin guardades les dades).
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Exercici 15.13

Compareu aquest resultat amb I'obtingut anteriorment i feu un grafic amb el diagrama de dispersio
juntament amb la recta de minims quadrats que acabeu de calcular.

Exercici 15.14

Calculeu els parametres de la recta que millor s’ajusta a les dades de 'exemple 15.5.2. En una
mateixa grafica representeu el diagrama de dispersié i la recta obtinguda.

En el cas d’ajustar altra tipus de corbes, com és el cas de I'exercici 15.5.2 on un polinomi de
grau 2 semblava més adequat, la sintaxi és
> dades:=[[-1,5], [-0.4,2.5], [0.1,2.1], [0.8,3.98],

> [1.2,6.5], [1.5,8.8], [2.1,15.2]];
> curva:=LeastSquares(dades,x,curve=a*x~2+b*x+c) ;

Exercici 15.15

Representeu en una mateixa grafica el diagrama de dispersié i la funcié quadratica obtinguda.

Exercici 15.16

El punt d’ebullicié d’'una mescla d’etanol i aigua depen de la proporcié d’etanol a la mescla. S’ha
realitzat un experiment en el que s’han obtingut els resultats segiients

Proporcié | .0 .0190 | .0721 | .0966 | .1238 | .1661 | .2337 | .2608
Temperatura | 100. | 95.5 | 89.0 |86.7 |85.3 |84.1 |82.7 |82.3

Proporcié | .3273 | .3965 | .5079 | .5198 | .5732 | .6763 | .7472 | .8943
Temperatura | 81.5 | 80.7 | 79.8 | 79.7 | 79.3 | 78.74 | 7841 | 78.15

(no cal dir que les temperatures venen donades en graus centigrads).

Si sabem que la funcié que relaciona el punt d’ebullicié ¢ i la proporcié d’etanol p en la mescla
és de la forma t = ae ' + bp + ¢, calculeu les constants a, b, ¢ per a I'etanol. Feu un grafic on
es mostrin els resultats de 'experiment (punts d’ebullicié respecte la proporcié d’etanol) i la corba
que ajusta aquests resultats.
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15.5.3 Relacions no polinomiques

No tots els tipus de relacions que voldrem analitzar entre variables sera de tipus polinomial. Hi
ha experiments que es modelen amb d’altres tipus de funcions matematiques com per exemple, la
desintegracié de substancies radioactives.

Un punt clau en la determinacié de 'edat d’una pintura o un fossil és el fenomen de la radioac-
tivitat. El fisic Rutherford va determinar que els atoms de certs elements radioactius sén inestables
i que, en un interval de temps donat, uns fraccié fixa dels atoms presents en aquell instant de temps
es desintegra espontaniament per formar altres substancies. Aquest principi té com a conseqiieéncia
que el nombre d’atoms presents a cada instant de temps segueix una funcié exponencial

N(t) = NoeiA(tito),

on ty és instant on es van comencar a mesurar el nombre d’atoms. Es diu que A és el coeficient
de desintegracio i depen de cada substancia.

L’estrategia és la mateixa que hem seguit fins ara: donades unes dades experimentals preses
sobre un material concret (nombre d’atoms a certs intervals de temps) volem obtenir el coeficient
de desintegracié X\. Aquesta dada és molt til si volem fer prediccions sobre el nombre d’atoms en
temps futurs o I'edat del material.

El primer que s’ha de fer és transformar aquest problema d’ajust de dades per una exponencial
en un problema d’ajust lineal. Aquesta tecnica que ara descriurem és molt utilitzada i s’anomena
la transformacié logaritmica.

Sigui y = ke™, si apliquem el logaritme als dos costats de ’equacié obtenim In(y) = In(k) + at
que és lineal en In(k) i a (anomenarem K = In(k)).

Exercici 15.17

S’han pres unes dades experimentals sobre dues mostres de material radioactiu. Ens asseguren que
totes dues sén de plom 210. Per verificar-ho prenem diferents mesures dels atoms de plom 210 en
ambdues mostres al llarg de dos anys i obtenim les dades segiients, on t es mesura en mesos i n;
son grams de plom a la mostra 1.

t nq N9
112223 32

211.2 1.3
410.04 0.002

6| 0.0001 0.36-107°
810.36-107710.6-10"8
1410.1-107** [0.3-10716
16{0.3-1077 | 0.5-107%
2410.3-10727 | 0.35-10730

Representeu les dades graficament en uns eixos de coordenades i determineu la funcié que
determina la seva desintegracié (una per a cada una de les mostres). Ens han enganyat?



