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Introduccid

En aquest tema considerem equacions del tipus f(x) =0 on f és
una funcié real de variable real. També considerem equacions del

tipus x = g(x).

Anomenem arrel o solucié de I'equacié f(x) = 0 un valor « tal que
f(a) = 0. Es diu també que a és un zero de f.

En el cas d'una equacié del tipus x = g(x), anomenem punt fix de
g un valor « tal que g(a) = a.

L'objectiu d'aquest tema és desenvolupar métodes numerics que
ens permetin obtenir aproximacions numeriques d’arrels o punts
fixos.
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Metode de la biseccid

Suposem que tenim f: [a, b] — R continua i volem trobar o amb
f(a) =0. Si f(a)f(b) <0 (i.e., f(a) i f(b) tenen signes diferents),
el teorema de Bolzano ens assegura que llavors existeix « € [a, b]
amb f(a) = 0. L'aplicacié recursiva del teorema de Bolzano a
subdivisions de I'interval original déna lloc al metode de la
biseccié, que podem descriure com segueix:

Metode de la biseccié 1/5
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Metode de la biseccié (cont.)

Lluis Alseda Métodes Numerics: Zeros de funcions Sota llicencia CreativeCommons [&

Algorisme (Métode de la biseccio)

procedure BISECCIO(f, a, b, Tolx, Tolf)

fa < f(a); fb + f(b); > Inicialitzaci
if fabs(fa) < Tolf then return a, end if > Control: a és la solucid
if fabs(fb) < Tolf then return b; end if > Control: b és la solucid

if fax fb > 0 then Stop(Error: No és un interval valid); end if

while b — a > Tolx do > Iteracid fins trobar I'arrel amb precisié Tolx
m <« 22, fm « f(m); b Punt mig
if fabs(fm) < Tolf then return m; end if > Control: m és la solucid
if fax fm < 0 then > El canvi de signe és a [a, m]
b <« m; fb < fm; > Redefinicié de I'interval [a, b]
else > Ara el canvi de signe és a [m, b]
a<+ m; fa<+ fm; > Redefinicié de I'interval [a, b]
end if
end while
return %; > Retornem el punt mig de I'interval final

end procedure

Metode de la biseccié 2/5
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Metode de la biseccié (cont.)

Anem a provar que |'algorisme anterior aproxima arbitrariament
una arrel de f.

L'interval [a, b] i el punt m de I'algorisme anterior a la iteracié i els
denotarem per l; = [a;, bj] i mj, respectivament. Per fixar la
notacié prenem i = 1i l; = [a, b] a I'inici del programa.

Proposicio

Sigui f: [a, b] — R continua amb f(a)f(b) < 0 i suposem que
apliquem ['algorisme de biseccid. Llavors, Vi =1,2,3, ...
b—a

Jo € I tal que f(a) =017 |mj —al < 5

Metode de la biseccié 3/5
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Metode de la biseccié (cont.)

Demostracio

Anem a veure primer per induccié que, Vi,

F(a)f(b) <0 i bj—ai= % (1)
El cas i = 1 se segueix directament de les hipotesis. Suposem (1) cert per i
qualsevol i provem-ho per i + 1. Si f(a;)f(m;) <0, prendrem aj;1 = aj,
bit1 = m; i tindrem f(aj41)f(bit1) < 0. Si no, s'ha de complir f(m;)f(b;) <O,
donat que, si fos f(m;)f(b;) > 0, com que estem suposant f(a;)f(m;) > 0
tindriem f(a;)f(b;) > 0, contrariament a la hipotesi d'induccié. Per tant
f(mi)f(b;) <0, i, com que en aquest cas prenem aj+1 = m;, bi+1 = bj, tenim
f(ait1)f(bit1) < 0. Respecte de la segona igualtat de (1)

bi—ai (1) 1b—a b—a

b,‘ — aj = = = - = =9
+1 — di+1 5 5 -1 o

i aixo finalitza la induccid.
Per a acabar, per la primera igualtat de (1), el Teorema de Bolzano ens
assegura que existeix « € I; amb f(a) = 0. A més,
i — o < b; — a; (i) lb—a _ b—a
’ -2 2 2i-1 2
tal com voliem veure. (]

Metode de la biseccié 4/5
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Metode de la biseccié (cont.)

Observacié

La desigualtat |m; — o < 252

@ Ens diu que, si suposem m; aproximacié d'a: |e;(mi, o) < 22

@ En cas que a sigui I'dnica arrel de f a [a, b], demostra la convergéncia de
la successié {m;}; cap a a.

© Ens permet estimar el nombre d'iterats necessaris a |'algorisme de
biseccié per a assolir una certa precisio.

| A

Exemple

Sigui f(x) = cos(x) — x.

Donat que f(0) =1>0i f(5) = -5 <0, existeix a € (0, 5) amb f(a) = 0.
Anem a veure quantes iteracions cal fer per assegurar que |'error sigui més petit
que 107°; |m, —af < 222 = ST < 107°.

Per tant,

In(%) =In(w) — (n+1)In(2) < —6In(10) <= 6In(10) +In(7) < (n+1)In2

que déna n > 20.5830. Es a dir, és suficient prendre n = 21.

v

Metode de la biseccié 5/5
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Metode de Regula Falsi
Representacié grafica del métode de Regula Falsi

v

El metode de Regula Falsi funciona com el de biseccié perd en comptes de triar
el punt mig de l'interval es tria el punt d'interseccié de la recta secant a la
grafica de la funcié als punts x; i x; + 1 amb l'eix x:

y=f(x)+ (x — X.)M Observacié
' Yoxim—xi Si f(xi41) = —F(x)
Xit1 — Xi obtenim xj o = ML
o =X — F(X;) o—r— . i+2 3
e (X)f(xi+1) — f(x) com a biseccid.

Metode de Regula Falsi 1/2
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Metode de Regula Falsi (cont.)

procedure REGULAFALSI(f, a, b, Tolx, Tolf)

fa < f(a); fb < f(b); > Inicialitzacis
if fabs(fa) < Tolf then return a; end if > Control: a és la solucid
if fabs(fb) < Tolf then return b; end if > Control: b és la solucié

if fax fb > 0 then Stop(Error: No és un interval valid); end if

while b — a > Tolx dO > Iteracio fins trobar I'arrel amb precisié Tolx
b —
m<— a— fb f : fm +— f( ) > Punt Regula Falsi
if fabs(fm) < Tolf then return m; end if > Control: m és la solucid
if fax fm < 0 then > El canvi de signe és a [a, m]
b <+ m; b + fm; > Redefinicié de I'interval [a, b]
else > Ara el canvi de signe és a [m, b]
a <+ m; fa <+ fm; > Redefinicié de I'interval [a, b]
end if
end while
b—a
return a — fai; > Retornem el punt mig de I'interval final
fb — fa

end procedure

Metode de Regula Falsi 2/2
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Metode de la secant

Es com el métode de Regula Falsi pero sense controlar que I'interval contingui
un canvi de signe. Usarem la recta secant entre dues iteracions consecutives.
Es més eficient que els anteriors perd no tenim certesa de convergencia.

Representacié grafica del metode de la secant

N Xn+2

Xn+1 — Xn

f(Xnt1) — F(xn)

Xnp2 = Xn — (Xn)

Metode de la secant 1/2
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Metode de la secant (cont.)

Escollim

@ X,y aproximacions inicials d'«,
@ ¢, tolerancia, i
@ 7max, Nombre maxim d’iterats que permetrem

i fem
procedure SECANT(f, X, ¥, & Nmax)

x + f(x); fy < f(y); > Inicialitzacio

for i =0—= Nmax — 1 do > Bucle d'iteracions permeses
Z 4 X — fxu; fz < f(z); > Nova iteracié

fy — fx

if fabs(fz) < ¢ then return z end if > Control de convergéncia
X<y, y< z x + fy; fy +— fz; > Actualitzacié

end for

Error(No s’ha trobat la solucié amb nmax iteracions);
end procedure

Metode de la secant 2/2
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Multiplicitat dels zeros

Definicid

Donada una funcié f: R — R prou diferenciable, direm que a és
una arrel d'f de multiplicitat m si

fla)=f(a)=---=Ff"Ya)=0 i f™(a)#0.

Notacié: Si m =1 I'arrel s'anomena simple, si m = 2 I'arrel
s'anomena doble, etc

Observacié (que justifica el terme

N
|

Si « té multiplicitat m, el Teorema de Taylor ens diu:

M fily ) m+1
00 = Flo) + >0 T e -y I L) gy
i=1 '

(m+1)!

fm(a) | FmH(E()
m T (m+1)!

(= )| = (x - )"

e

v
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Metode de Newton

El metode de Newton permet aproximar arrels d'equacions de la
forma f(x) = 0. Anem a deduir-lo de dues maneres. Suposem que
f: [a,b] — R és de classe C? i que existeix a € (a, b) amb

f(a) = 0.

Deduccié analitica com a metode de Taylor directe: Suposem
que x és una aproximacioé d'«, i expandim f per Taylor fins a ordre
1 al voltant de x:

0="f(a) = f(x)+f(x)(a—-x)+0((a—x)?)
f(x)+ f’(x)(oz - X),

f(x)

f/(x)

Aixi, x — f(x)/f'(x) = x + (o — x) = « i esperem que

[0 = 30 = )£ )

sigui millor aproximacié de a que x.
Aixo suggereix el seglient algorisme iteratiu: Metode de Newton 1/4

d'on a— X~ —
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Metode de Newton (cont.)

Escollim . e
@ Xx, aproximacié inicial d’c,

@ &, tolerancia (fita de |es(xn, @)|), i
@ 7max, Nombre maxim d'iterats que permetrem

procedure NEWTON(f, X, €, Nmax)

fori =0 + Nmax — 1 do > Bucle d'iteracions permeses
Xnew $— X — ff/(();)) > Iteracio del metode de Newton
if fabs(xnew — X) § € then return Xnew end if > Control de convergéncia
X < Xnew > Actualitzacié
end for

Error(No s’ha trobat la solucié amb nmax iteracions);
end procedure

Meétode de Newton 2/4
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Metode de Newton (cont.)

Donat x;, aproximacié d'«, prenem la recta tangent a f a x;:
y = f(x) + ' (x)(x — x;), F(x3)

la tallem amb I'eix x (fem y = 0 a dalt): X=X = o d

i prenem Xx;y1 := x com a aproximacié millorada. (i)

Obviament les dues deduccions donen la mateixa férmula, donat que
I'aproximacié de Taylor d’ordre 1 de f al voltant de x no és més que la recta
tangent a la grafica de f al punt (x, f(x)).

Metode de Newton 3/4
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Metode de Newton (cont.)

Observacié

El métode de Newton és el limit del metode de la secant quan els
punts x i y s'acosten:

lim (x,,_l — f(x,,_l)f

Xpn—1—>Xn

Xn — Xn—1 — . f(Xn)
(xn) — f(Xn1)> -7 '

El metode de Newton és molt més rapid que el métode de biseccid
si f'(a) # 0 (i.e., si « és una arrel simple). Veurem més endavant
que, quan som a prop de |'arrel, a cada iterat aproximadament es
duplica nombre de decimals correctes. En aquestes condicions
[xit1 — xi| = |a — xi|, i és per aix0 que a |'algorisme Newton la
condicié |xj+1 — xi| < € és part del criteri d'aturada.

No obstant, quan som Iluny de I'arrel el metode de Newton pot
convergir molt lentament (o no convergir), i és per aixo que a
I"algorisme Newton es limita el nombre maxim d'iterats.

Metode de Newton 4/4
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El metode de Newton no sempre convergeix

Orbita periddica (de periode 2)

Es perd

Aquest cas s'il-lustra analiticament a I'exemple segiient

|
|
|
|
|
|
|
|
A
X0 X1
|
|
|
|
|
) X1 X0

Exercici (per lliurament suplementari)

Construir exemples analitics en que el
métode de Newton tingui orbites
periodiques de periode el mes alt
possible (2,3,4,...).
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Exemple comparatiu: biseccié versus Newton

Suposem que volem trobar un zero « de f(x) = € — 2 (que ja sabem que és

In2). Si prenem a=01i b =1, com que f(a)f(b) <0, el teorema de Bolzano
ens assegura que tenim una arrel a € [a, b].

Iterats de biseccid

i m;j i m;j
11|05 | :
2 | 075 30 | 0.69314717 9670
3 | 0.625 31 | 0.693147180135
4 | 0.6875 32 | 0.693147180370
33 | 0.693147180485
10 | 0.692382812500 || : ;
11 | 0.692870193750 || 35 | 0.6931 47180570
: : 36 | 0.693147180555
20 | 0.693146705625 || 37 | 0.693147180560
21 | 0.693147182460 || 38 | ja no canvia

Observem que Newton és molt més rapid.

Iterats de Newton

Xi

GO~ WNHEO|-.

0.5

0.71306131 9425
0.693344157318
0.6931 47199958
0.6931 4719 0558
ja no canvia

Lluis Alseda

Meétodes Numerics: Zeros de funcions

Biseccié versus Newton 1/3
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Exemple comparatiu: biseccié versus Newton (cont.)

Ara prenem a= —9 i b =1 a I'exemple anterior (= f(a)f(b) < 0):

Iterats de biseccié Iterats de Newton

i mj i mj i Xi

1| -4 21 | 0.693150520320 o | =

o | s S 1 | 104.196300066

3 | -025 30 | 0.693157176870 § igg'iggg 8882 2

4 | 0375 31 | 0.69315718 1530 :

o Diews 103 | 2.32138700863

: : 39 | 0.693157180570 : :
10 | 0.697256525 40 | 0.69315718 0560 ) :

107 0.6936 4539 4385

11 | 0.6923828125 41 | 0.69315718 0555 s RO A e

: : 42 | 0.693157180560 109 0.6931 47180562

20 | 0.693155288670 || 43 | ja no canvia 110 ja no canvia

Observem que Newton precisa més iterats que biseccid!
Biseccié versus Newton 2/3
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Exemple comparatiu: biseccié versus Newton (cont.)

El motiu és que a x = —4 la grafica de f(x) és molt plana
(f'(—4) = e=* 2~ 0.0183), de manera que la tangent per —4 envia
el primer iterat al 104.1963.

A partir d'aqui, i fins que s'apropa a I'arrel, baixa d’un en un
perque

Xn+1 = Xn — :Xn_l'i‘gzxn_l,

donat que x, és gros. Un cop som a prop de I'arrel, la
convergencia torna a ser rapida, com en el cas anterior. Aquest és
un comportament tipic del metode de Newton quan I'aproximacié
inicial és lluny de I'arrel.

Biseccié versus Newton 3/3
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Metode de Newton: Deduccid analitica com a métode de

Taylor invers

Suposem que « és una arrel simple de f: f(«) = 0. Llavors, existeix
g = 1 lainversa local d'f al voltant de 0: o = g(0). Suposem
que x, és una aproximacié d'a. Tenim x, = g(yn) on yn = f(xn).
Expandim g(0) per Taylor fins a ordre 1 amb punt base y,:

a = g(0) = g(vn) — &'(yn)yn + Oyz)-
Per altra banda 7(g(yn)) = yn que, per la regla de la cadena, déna
1 1

&) = Tt ~ Fou)

Per tant, com que g(yn) = xn i Yo = f(xn),

f(xn)
f'(xn) .

a & Xpy1 = 8(Vn) — g/()’n))’n = Xo

Xp+1 hauria de ser una millor aproximacié d’'« que x,.

Lluis Alseda Meétodes Numerics: Zeros de funcions ©oee 20/175



Exemple: Calcul d

a I'estil Babiloni (=~ 3000 anys)

Idea geometrica

\/a és el costat

d'un quadrat d’area a.

Suposem que x, és una aproximacié de +/a.

Aixo determina

costats x, i Xi

un quadrat; és a dir, quan x, =

Que podem fer

un rectangle d'area a i

La solucié s'obté quan tenim
a

Xn
per a millorar I'aproximacié

de 1/a?: fer la mitjana dels dos costats

1
Xn+l = 3 (Xn ar

a
Xp ) °

Exemple: calcul de /7 = 2.64575131- - -:

Lluis Alseda

Meétodes Numerics:

<

I I

= —

~ <

+ +

—

~ ~ist

N ~

| [ N

< 1= 56
£ T3

Zeros de funcions

El métode de Newton per a /a:

Prenem f(x) = x> — a. Clarament /a
és la dnica arrel positiva d'f (simple).
El métode de Newton és (f'(x) = 2x):

x;—a

2x,

-3t d)

x,f +a
2Xp

Xn+1 = Xn —

977
368

X3 =

7 _ 2576 __
== 3R =263

21/175



Exercici (per lliurament suplementari)

Donat b # 0 trobeu una funcié ad-hoc que tingui le com a zero
simple i tal que el métode de Newton aplicat a aquesta funcié
solament contingui sumes, restes i multiplicacions.

La utilitat d’aquest exercici ve del fet que, en alta precisié (per
exemple 1000 xifres decimals), el quocient 7 es calcula a partir del
producte a - % i % s'obté amb el metode proposat a I'exercici

prenent com a llavor el nombre fI(1/b) en doble precisié.
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Iteracié directa — Metodes de punt fix

Un punt fix per a una funcié g definida a [a, b] és un nombre

a € [a, b] tal que g(a) = . En aquesta seccié ens dedicarem a
trobar solucions a problemes de punt fix (i.e., equacions de la
forma x = g(x)) i a estudiar la connexié entre aquests i els
problemes de trobar zeros de funcions. Per aix0 passarem de
I'equacié f(x) =0 a g(x) = x, i estudiarem quina és la forma més
interessant des del punt de vista numeéric.

Per exemple, si hem de resoldre f(x) = e¥ —3x =0 (0 e = 3x)
podem passar a resoldre

%:xobé
= log(3x) = x o bé

(
(x)
° g3(x) = 5> = x o bé
(x)
(x)

=eX —2x =x o bé
e*—3x

= X.

eX—3

Iteracié directa — Metodes de punt fix 1/3
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lteracié directa — Meétodes de punt fix (cont.)

A la dreta es pot veure una comparativa  [KESUBEICHIE R[S ORI ES

dels metodes anteriors, en nombre Metode | # d'iterats
d’iterats, per a calcular la solucié de a1 7

e* = 3x comengant amb xp = 0.6 i amb o divergeix
precisié 1078, 23 21
Aquesta comparativa mostra que g 10
I'eleccié del metode no és arbitraria. gs &

Exercici (per lliurament suplementari)
Considerem la familia de métodes:
e + pux
X)) = ———
8gu(x) 3+

amb u € {5 :p€E€Z; q€{2,3,5}}. Demostreu que qualsevol métode
d’aquesta familia és equivalent a resoldre e* = 3x i determineu el millor
metode de la familia per a resoldre aquest problema.

Iteracié directa — Metodes de punt fix 2/3
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lteracié directa — Metodes de punt fix (cont.)

Una equacié x = g(x) suggereix de manera natural la iteracié:

Algorisme (lteracié directa)

Escollim . L .
@ x, aproximacié inicial del punt fix «,

@ ¢, tolerancia (fita de |e;(xn, @)|), i
@ /max, Nombre maxim d’iterats que permetrem

procedure ITERACIODIRECTA(f, X, €, NMmax)

fori =0+ Nmax — 1 do > Bucle d’iteracions permeses
Xnew < g(X) > Iteracié
if fabs(xnew — X) S € then return Xnew end if > Control de convergéncia
X < Xnew > Actualitzacié
end for

Error(No s’ha trobat la solucié amb nmax iteracions);
end procedure

Ens preguntem: la successié d'iterats generada, convergeix? Si si,
a on? Sota quines condicions? A quina velocitat?
Seguidament estudiarem aquestes qiiestions graficament i

analiticament. Iteracié directa — Metodes de punt fix 3/3
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Iterant prop d'un punt fix hiperbolic (|g’(«)| # 1)

Y=z y=x Donat xp, obtenim

x1 = g(x0) “pujant” a
la grafica de g, pero el
volem representar sobre
I'eix de les x per poder
tornar a iterar.

y=g(x)

I3 Ty o Ty T2 x

Per a aixo, ens

g (a) < -1 desplacem d.es de
(x0,8(x0)) finsa y = x
a través d'una recta
Y y=z horitzontal i “baixem”

el valor x; = g(x0) a
I'eix x.

Fem el mateix amb xi,
i aixi successivament.

T3 T2 T1Tox , )
Iterant prop d'un punt fix

1<d (a) hiperbdlic 1/2
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Iterant prop d'un punt fix hiperbolic (|g’(«)| # 1) (cont.)

@ Les iteracions d'un métode de punt fix es poden representar en una
grafica (sovint anomenada de teranyina) amb les corbes y = g(x) i y = x.

@ El “cas critic" és |g’(a)| = 1: localment tenim convergeéncia per
|g’(ar)| < 11 divergencia per |g'(a)] > 1.

@ El cas |g'(a)| # 1 s’anomena hiperbolic.

En general la situacié és molt més Fins i tot caotica globalment:
complicada f(x) = 4x(1 — x) a I'interval [0, 1]

Iterant prop d'un punt fix hiperbolic 2/2
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Exercici (per lliurament suplementari)

Estudieu els punts periodics que pot tenir la recurréncia
gu(x) = px(1 — x) amb p € [0, 4] a l'interval [0, 1] en funcié de p.

|

Definicié

Donada g: [a, b] — [a, b] C R denotarem: g° = Id, g' =g i
g"=gog" ! pern>2(ésadi g"(x) = g(g"(x))).

Un punt z € [a, b] és n-periodic si g"(z) = z i g/(z) # z per
j=1,2,....n—1.

Els punts 1-periodics sén els punts fixos. |

28/175
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Teorema de I'Aplicacié Contractiva — Definicions

Consirem un espai métric (E,d) on d: E x E — R™ és una
distancia:

e d(x,y)=0&x=y,

o d(x,y) =d(y,x),

o d(x,y) <d(x,z) +d(z,y)
per a tot x,y,z € E.

e E=Rid(x,y)=|x—y|.

o E=R"id(x,y)=llx=yly = V206 —yi)*.

o E={f:[a,b] — R cont.} i d(f,g) = m[a>l<)] |f(x) — g(x)].
x€|a,

1 six7éy(

_ distancia discreta).
0 six=y

e E conjunt finiti d(x,y) = {

4

Teorema de I’Aplicacié Contractiva — Definicions 1/3
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Teorema de |'Aplicacié Contractiva — Definicions (cont.)

Exercici (per lliurament suplementari)

Demostreu que la funcié distancia com a funcié de I'espai producte
amb una meétrica producte (E x E,d x d) a R™ amb la métrica
Euclidia (RT,|]) :

d: (ExE,dxd) — (RT,]])
(x,y) — d(x,y)
és una funcid continua.

Com a métrica producte podeu prendre, per exemple, per
simplicitat,

(d x d)((x,y), (X,y)) := max{d(x, x), d(x, )},

encara que el resultat segueix essent cert amb qualsevol altra
metrica producte.

Teorema de I'Aplicacié Contractiva — Definicions 2/3
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Teorema de |'Aplicacié Contractiva — Definicions (cont.)

Definicié
Direm que un espai métric (E, d) és complet si tota successié de
Cauchy és convergent a E.

(Q, |x — y|) no és complet.

Definicié

Sigui (E, d) un espai métrici g: E — E. Direm que g és una
contraccio o una aplicacio contractivasid K € R, 0 < K < 1 tal
que

d(g(x),g(y) < Kd(x,y)

per a cada x,y € E.
Notem que una contraccié sempre és Lipschitz i, per tant,
continua. )

Teorema de I'Aplicacié Contractiva — Definicions 3/3
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Teorema de I'Aplicacié Contractiva

Teorema (de I'Aplicacié Contractiva)

Sigui (E, d) un espai métric complet i g: E — E una aplicacié
contractiva. Llavors, g té un dnic punt fix o € E i, per a cada
xo € E,

a= lim x, on x,=g(x,—1) per a cada n € N.
n—o0

Exercici (per lliurament suplementari)

Sigui (E, d) un espai métric complet i g: E — E una aplicacié
(no necessariament continua) tal que g™ és contractiva per algun
m € N. Demostreu que g té un dnic punt fix & € E i, per a cada
x0 € E, a=lim,00 X, on x, = g(x,—1) per a cada n € N.
Recordeu que denotem g’ =Id, gl =gig'=gog" ! pern>2
(és a dir, g"(x) = g(g" ' (x)))-

Teorema de I'Aplicacié Contractiva 1/3
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Teorema de |'Aplicacié Contractiva (cont.)

Demostracié

Demostrem primer que {x,}nen és de Cauchy. Donat que g és
contractiva,

d(XanJrl) < Kd(anl,Xn) Loo00 X Knd(X07X1)-
Sigui e > 0i g > 1 arbitrari. Com que
K < 1, existeix p = p(xo,x;, K) € N

Prou gran:

P> log(K)

Per concretar podem prendre

w

(prou gran) tal que:
p+q—1 pt+q—1

d(Xp, Xp+q) < Z d(xn, Xnt+1) < d(x0, x1) Z K"
n=p n=p

— n
= d(xo,xl)KP;)K < 00 x) <e.

Per tant, {x,},en és de Cauchy i, com que E és complet, la
successio te limit a = lim,_ o0 Xp.

Teorema de I'Aplicacié Contractiva 2/3
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Teorema de |'Aplicacié Contractiva (cont.)

Demostracié (cont.)
Considerem ara la successié {g(xn)}nen. La continuitat de g ens
déna:

gla) = (n“_)”;oxn) = n|l_)r’gog(x,,) = ||m Xpi1 = Q,

Per tant, a és un put fix de g.
Finalment hem de veure la unicitat del punt fix. Suposem que n'hi
ha dos: g(a) =a g(B) =B i d(a,B) #0. Com que K < 1 tenim:

d(a, B) = d(g(a), g(B)) < Kd(a, B) < d(a, B);

contradicciod. ]

Teorema de I'Aplicacié Contractiva 3/3
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Exemple d'utilitzacié de |'aplicacié contractiva

Volem trobar la solucié de I'equacié x = cos(x)

VN

Usarem el Teorema de I'Aplicacié Contractiva amb g(x) = cos(x)
a l'interval [0.6,0.9] (aquest interval es pot trobar buscant un
canvi de signe de la funcié cos(x) — x per Bolzano).

En aquest interval la funcié cos(x) és decreixent i g(0.6) ~ 0.82 i
g(0.9) ~ 0.62. Per tant, g([0.6,0.9]) C [0.6,0.9].

Exemple d'utilitzacié de I'aplicacié contractiva 1/2
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Exemple d'utilitzacié de I'aplicacié contractiva (cont.)

Ara anem a veure que g és una contraccié a [0.6,0.9]: Pel
Teorema del valor mig,

_ < / _
g(x) g(y)l_se[rggfég]!g(ﬁ)llx y|

K= '(6)] = in(¢)] < 0.79 < 1.
(X o 1g'(9)| cmax [sin(¢)] <

Quants iterats necessitarem per a calcular la solucié amb precisid
108 comencant a xp = 0.75? Usarem la férmula

n . . . ./
d(xn, @) < 5% [x1 — xo| < 1078 (que justificarem a continuacid):

x1 = cos(xp) =~ 0.7316888 = |x; — xp| ~ 0.01831113.
i, per tant,
~ log(1078(1 — 0.79)) — log(0.01831113)
~ log(0.79)

Exemple d'utilitzacié de I'aplicacié contractiva 2/2
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Fites d'error al Teorema de |'Aplicacié Contractiva

Lema (en les hipotesis del Teorema de |'Aplicacié Contractiva)

n

1-K

d(xp, ) < d(x1,x0) (error a priori),

d(xp, ) < 7Kd(x,,_1,x,,) (error a posteriori).

Demostracio

De la demostracié del Teorema de I'Aplicacié Contractiva tenim:
d(Xn, Xntq) < %d(xo,xl). Per tant, donat que la funcié
distancia és continua,

[
X

n

K
— Kd(Xo,Xl).

d(xp, ) = qIL/mOO d(Xn, Xntq) < ]

v

Fites d’error al Teorema de I'Aplicacié Contractiva 1/2
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Fites d'error al Teorema de I'Aplicacié Contractiva (cont.)

Demostracié (cont.)

Ara demostrem la segona desigualtat:
d(XanJrq) < d(X,,, Xn+1) + d(Xn+17Xn+2) + -+ d(Xn+qfla Xn+Q)
< d(Xn, Xpt1) + Kd(Xn, Xn41) + -+ + Kq_ld(xna Xn+1)

1
1-K

q—1
= d(Xna Xn+1) Z K < d(Xm Xn—l—l)'
j=0

Com abans, com que la funcié distancia és continua,
1
d(xp, @) = lim d(x,, x < —d(xn, x
(nv) q—)oo(m n+q)_1_K(na n+1)
K

< — _ n)-
= 1_Kd(Xn 17X)

Ol

4

Fites d’error al Teorema de I'Aplicacié Contractiva 2/2
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Observacié

La primera de les fites anteriors és una estimacié a priori, donat

que es pot avaluar abans de dur a terme el procediment iteratiu.
Ens permet predir el nombre d'iterats necessaris per a assolir una
tolerancia prefixada.

Concretament, si volem trobar I'arrel @ amb error absolut més
petit que &, imposarem

K" |og(5(1 — K)/ ’Xl —X0|)
— < > .
1_K|X1 x0]_€<:>n_ Iog(K)

La segona fita és una estimacié a posteriori, donat que, per poder
avaluar-la, s'han de fer tots els iterats fins a x,. Es, de fet, un
criteri de parada.

Notem que, si K > 0.5, llavors |x, — x,—1| < € (el criteri que fem
servir al metode de Newton) no és un criteri d'aturada acurat,
donat que % > 1 i no podem assegurar que |x, — a| < e.
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Corol-lari del Teorema de I'Aplicacié Contractiva

Corol-lari (del Teorema de I'Aplicacié Contractiva)

Sigui g: R — R de classe Ct. Suposem que « és un punt fix de g
(g(a) = ) i que |g'(a)| < 1. Llavors, existeix € > 0 tal que g és
contractiva a l'interval [a — e, o + €].

Demostracié

Aquesta tria d'e i el Teo-

Com que g és de classe C1, existeixen K i € > 0 tals que eI

< 1 com a constant
de contraccié.

lg'(a)| <K <1 i max |g'(x)| = K.

xE[a—e,a+te]
Per veure que g és contractiva a l'interval [« — &, + ¢] solament ens
queda demostrar que I'interval [a — ¢, a + €] és invariant per g. Sigui
x € [a —e,a+¢€]. Tenim,
lg(x) — al = lg(x) — g(a)l = |g'(&)| Ix —al < K|x—al < |x—aq].
Per tant, g(x) € [0 — &, + ¢]. O

Corol-lari del Teorema de I'Aplicacié Contractiva 1/2
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Corol-lari del Teorema de I'Aplicacié Contractiva (cont.)

Observacié

Si, al corol-lari anterior, tenim g’(x) # 0, Vx € [a, b], aleshores
qualsevol successié generada per iteracié directa dins de |'interval
convergira a « pero cap dels seus elements pot “aterrar’ a «
(llevat que agafem el mateix o com a condicié inicial).

Ho provem per reduccié a I'absurd. Sigui {xp},cz+ una successié
generada per iteracié directa amb xg # «;, i sigui k el primer
subindex tal que xx_1 # g(xk—1) = xk = a. Llavors, g(xx) = xx i

0= g(xk) — g(xk—1) = &' (&) (xk — xk—1) #0;

contradiccid.
Aixi malgrat que x, pot ésser tan a prop d'a com vulguem, mai
arribara a ser igual a a.

Corol-lari del Teorema de I'Aplicacié Contractiva 2/2
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Notacié (sobre la contractivitat local)

@ El cas estudiat al corol-lari anterior, és dir |g'(a)| < 1,
s'anomena punt fix atractor per g. Tota successié d'iterats
Xp+1 = g(xn) a [ — €, + €] convergeix a a.

@ Si |g'(a)| > 1, una aplicacié del Teorema del valor mig com la
d’abans ens mostra que, localment,

lg(x) —a > [x —q
i diem que « és un punt fix repulsor per g. En particular, la
successi6 d'iterats x,11 = g(x,) no convergeix a «, per a tot xp
dins un entorn arbitrariament petit de «. Tot i aixi, en aquest cas,
g'(a) #0i per tant,
1

—1/@ _
(&Y= Ty =

Es a dir, a és un punt fix atractor per g~1. Aixd ens déna
algorismes efectius de calcul d'a suposant que la funcié g=1 és
efectivament calculable. Notacié (sobre la contractivitat local) 1/2
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Notacid (sobre la contractivitat local) (cont.)

@ |g’/(a)] = 1. En aquest cas la successié d'iterats pot ser o no
convergent, com mostren els segiients exemples:
Q zg(x) =sin(x), x € [0, 5]. El zero és I'inic punt fix de g a l'interval
especificat i es té g’(0) = 1. Per xo € (0, %), la successié d'iterats:
X1 = g(Xn) = g(xn) — £(0) = &'(cn) - Xn = cos(cp) - X < Xn

és monotona decreixent i esta afitada inferiorment per zero. Per
tant x, és convergent a un punt fix que ha de ser zero (és I'tinic
punt fix disponible en aquest interval).

@ g(x) =sinh(x) = €=, x € [0, +00). El zero és un punt fix per g
amb g’(0) = 1. Ara la successié d'iterats satisfa que per a cada n
existeix ¢, tal que

e e~
Xnp1 = 8(xn) = — X > Xp
i per tant la successié és monotona creixent i no pot convergir al
punt fix a = 0.

Notacié (sobre la contractivitat local) 2/2
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Exemple sobre la contractivitat local

Suposem que volem resoldre e¥ — 2x — 1 = 0, que podem
reescriure com x = g(x), on g(x) = In(2x + 1).

Com que g és creixent, g(1) =In3~1.1>1i
g(2) =In5~ 1.6 < 2. Resumint, tenim g([1,2]) C [1,2]. La
derivada, g’(x) = 2/(2x + 1) és decreixent, d'on, per a x € [1,2]
2
gl <lg'(W)]=3=K<1,

i per tant, segons el Teorema de I'Aplicacié Contractiva, I'esquema
iteratiu xx11 = g(xx) és convergent a I'inica arrel ..  Exemple sobre Ia

contractivitat local 1/4
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Exemple sobre la contractivitat local (cont.)

Si prenem xg = 1.5, llavors
X1 = g(Xo) ~ 1.3863 — ’Xl — X0| ~ 0.1137.

Si volem trobar o« amb error absolut fitat per € := 107> en tindrem

prou de fer
log(107°(1 — 2/3)) — log(0.1137
g(10°°(1~2/3)) —log(0.1137) _ o) o6
log(2/3)
iterats. lterant amb 12 xifres decimals (només n'escrivim 6), surt
Xn n | x, n | x, n | X,
1.5 7 | 1.26052 || 14 | 1.25651 || 21 | 1.25643
1.38629 || 8 | 1.25876 || 15 | 1.25648 || 22 | 1.25643

1.32776 || 9 | 1.25775 || 16 | 1.25646 || 23 | 1.25643
1.29624 || 10 | 1.25718 || 17 | 1.25645 || 24 | 1.25643
1.27884 || 11 | 1.25686 || 18 | 1.25644 || 25 | 1.25643
1.26911 || 12 | 1.25668 || 19 | 1.25644 || 26 | 1.25643
1.26362 || 13 | 1.25657 || 20 | 1.25643

Exemple sobre la contractivitat local 2/4
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Exemple sobre la contractivitat local (cont.)

A la taula anterior podem observar que els iterats s'estabilitzen
abans del previst. De fet, sembla que I'iterat 20 ja satisfa la
tolerancia demanada.

Per a explicar aix0, anem a fer servir |'estimacié a posteriori
trobada abans amb una petita trampa: substituirem K per
lg’(xn)|. Aixd esta justificat pel fet que, per cada n, podriem
aplicar el teorema de I'aplicacié contractiva amb I'interval

In:=[a—|x,—a|,a+ |x, —af].
Anomenem K, := sup, ¢, |g'(x)| el valor de K que hauriem
d'emprar al teorema de I'aplicacié contractiva. Com que
limp—oo Kn = |g’'(a0)] = limp—oo |8’ (xn)|, podem considerar
K, =~ |g'(xn)|. Aixi, a cada iterat calculem també la segiient
aproximacié de la fita a posteriori:

g'(x
fn = 1 | (/n)| |Xn—Xn_]_|.
- |g (X”)| Exemple sobre la contractivitat local 3/4
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Exemple sobre la contractivitat local (cont.)

Els resultats sén

Xn fn n Xn fn n Xn fn

1.5 - 9 25775 | 1.32x 1073 || 18 | 1.25644 | 8.30 x 10~°
1.38629 | 1.28 x 10~! || 10 25718 | 7.52 x 10~% || 19 | 1.25644 | 4.73 x 10~°
1.32776 | 7.07 x 1072 || 11 25686 | 4.28 x 10~% || 20 | 1.25643 | 2.69 x 10~°
1.29624 | 3.96 x 1072 || 12 25668 | 2.44 x 10~% || 21 | 1.25643 | 1.53 x 10~°
1.27884 | 2.23 x 1072 || 13 25657 | 1.39 x 10~% || 22 | 1.25643 | 8.72 x 10~
1.26011 | 1.27 x 1072 || 14 25651 | 7.90 x 10~° || 23 | 1.25643 | 4.97 x 10~
1.26362 | 7.18 x 1073 || 15 25648 | 4.50 x 10~° || 24 | 1.25643 | 2.83 x 10~
1.26052 | 4.08 x 1073 || 16 25646 | 2.56 x 10~° || 25 | 1.25643 | 1.61 x 10~
1.25876 | 2.32 x 1073 || 17 25645 | 1.46 x 10~° || 26 | 1.25643 | 9.17 x 10~8

0N WNRO|S
R R R e e

D’acord amb aix0, ens podriem aturar a |'iterat 18.

Exemple sobre la contractivitat local 4/4
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Exemple: Fites d’error i els criteris d'aturada

Suposem que volem trobar un zero de
f(x)=x-— V1+x2+40.05
i considerem la iteracié simple xx11 = g(xx) amb
g(x) = V1+x2 - 0.05.
La solucié de x = g(x) es pot trobar exactament, i és
o = 9.975.

Suposem que previament hem localitzat I'arrel entre 9 i 10, i
prenem com a K una fita de |g’(x)] a [9,10], i.e.,

K :=|g'(10)| ~ 0.9950372.

Exemple: Fites d'error i els criteris d’aturada 1/3
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Exemple: Fites d'error i els criteris d'aturada (co

Suposem que volem trobar I'arrel amb tolerancia ¢ = 1074, i

iterem a partir de xg = O:

n Xn—1 Xn xn = xn—1| | £ |x0 — xo—1| | Ixn —

1 9.0000 000 9.0053 851 0.0053 851 1.0797 135 0.9699 149

2 9.0053 851 9.0107 374 0.0053 522 1.0731136 0.9642 626
300 9.7726 149 9.7736 450 0.0010 301 0.2013 550 0.2013 550
500 9.9015003 | 9.9018 696 0.0003 693 0.0731 304 0.0731 304
758 9.9548 754 | 9.9549 760 0.0001 006 0.0201 648 0.0200 240
759 9.9549760 | 9.9550761 0.0001 001 0.0200 639 0.0199 239
760 9.9550 761 9.9551 756 0.0000 996 0.0198 244 0.0198 244
1500 | 9.9745084 | 9.9745108 0.0000 025 0.0004 916 0.0004 892
1817 9.9748 992 9.9748 997 0.0000 005 0.0001 008 0.0001 003
1818 9.9748 997 9.9749 002 0.0000 005 0.0001 002 0.0000 998
1819 9.9749 002 9.9749 007 0.0000 005 0.0000 997 0.0000 993

Lluis Alseda
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Exemple: Fites d'error i els criteris d’aturada (cont.)

Si féssim servir |x, — xp—1| < £ com a criteri d'aturada, ens
aturariem a l'iterat 760, per al qual la diferencia entre x, i I'arrel
(darrera columna) és més gran que 0.01. En canvi, si fem servir
ﬁ |Xn — Xxn—1| < € com a criteri d'aturada, ens aturem a l'iterat
1819 i tenim la precisié que voliem.

Exemple: Fites d'error i els criteris d'aturada 3/3
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Exemple — diversos zeros

Considerem I'equacié f(x) = x> — 4x +1 =0.

Es facil veure f(x) = 0 té tres zeros reals a; < ap < 3, que estan
localitzats a | = [-2.5,—-2], b =[0,0.5] i 5 =[1.5,2],
respectivament.
L'equacié f(x) = 0 es pot reescriure x = ¢(x) amb
@(x) = (x> +1). Pertant ¢/(x) = 3x2, ¢” = 3x i tenim els
seglients resultats.

@ Sobre h =[-2.5,-2], ¢'(x) > ¢'(-2) =3

e Sobre /, =[0,0.5], ¢’(0) = 0 < ¢/(x) < ¢/(3) = 0.1875

@ Sobre 3 =[1.5,2], ¢/(1.5) = 1.6875 < ¢/(x)

Solament g € kb és un punt fix atractor de .

Exemple — diversos zeros 1/3
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Exemple — diversos zeros (cont.)

Donat que ¢'(x) > 0 per a tot x € k, obtenim que ¢ és creixent i

o) = [0(0), ()] = [, 53] € 0. 5] = b
A més, 0 < ¢'(x) <0.1875 = K

Per tant, pel Teorema de I'Aplicacié Contractiva, la successié
Xn+1 = @(xn) convergeix al punt fix ap per a tot xg € h. A més,

(0.1875)"
= 08125

|Xn—a2| |X1—X0’.
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Exemple — diversos zeros (cont.)

Per a aproximar a; € [—2.5, —2], prendrem la funcié inversa de ¢:

P(x) = vAx — 1.
Sigui 11 = @(h) = [-3.65625, —1.75], que satisfa (/1) = h C I

iperatotx € /y:

0.0163819. .. ~ ¢'(—3.65625) < ¢'(x) < 1'(—1.75) ~ 0.0625

Per tant, K = 0.0626 i tindrem convergéncia usant el metode 1.

Per a trobar el tercer zero, a3 € I3, cal usar técniques similars.
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Ordre de convergencia — Introduccié

Comengarem amb una observacié i un parell d'exemples
motivadors, en |'esperit del corol-lari anterior.

Observacié

Sigui g: R — R de classe C! i suposem que « és un punt fix de g
amb |g’(a)| < 1. Pel Teorema del valor mig tenim,

Xp+1 — @ g(Xn) — g(Oé) _ gl(gn)

Xp — Q& Xp — @

)

amb &, entre x, i a. Per tant,

. Xp4+l — &
lim 22— —

/ ~ /
n—oo X, — « =g (a) = |xot1 —af = ‘g (O‘)‘ Xn — @

i, per tant, |g’(a)| és una mesura de la velocitat de convergéncia
de la successi6 {xp}nez+-

v
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Ordre de convergencia — Introduccié (cont.)

Exemple (re-visitat)

Volem resoldre I'equacié e* = 3x que té per solucié:
a = 0.6190612867 . ...

La taula seglient mostra un estudi comparatiu de diverses funcions

d'iteracid, les seves derivades al punt fix i el nombre d'iterats

requerits per iteracié directa comencant a xg = 0.6 amb precisié
1078, Observeu la correlacié entre |g’(c)| i el nombre d'iterats.

Comparativa entre |g’(«)| i nombre d'iterats

Metode lg’ ()] # d'iterats
a(x) =% a 36
g2(x) = log(3x) 1.61... divergeix
g3(x) = &= 0.42... 21
ga(x) = & — 2x 0.142. .. 10
BNewton(X) = X — eex__3:;< 0 3
Ordre de convergencia — Introduccié 2/3
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Ordre de convergencia — Introduccié (cont.)

Exemple (Newton)

Volem resoldre I'equacié f(x) = 0 per a calcular un zero simple «

d'f (f'(«) #0). El Métode de Newton per aquest problema és:

gNewton(X) =X - %

Com que f(a) =0, tenim

(o)) —f(a)f" (o
gll\lewton(a) =1- L ))1”(01:)()2)’r = 1-1=0

Aix0 mostra que la darrera linia de la taula anterior no és una
casualitat propia de la funcié f concreta considerada, i que el
metode de Newton per zeros simples sempre és molt rapid.
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Ordre de convergencia — Definicié

Definicié (Ordre de convergencia)

Sigui {x}n C R successié amb limit a.. Direm que la successié té
ordre de convergencia (exactament) p (pot ser p ¢ N, p > 0) si
4C > 0 tal que

lim 7’X"+1 |

n—oo |x, — a|P

=C (#0,00).

La quantitat C s'anomena constant asimptotica de I'error. En el
cas p =1, demanem, a més, que C < 1. Per p =1 parlem de
convergéncia lineal, per p = 2 de convergéncia quadratica i, per
p = 3, cubica.

Si es compleix

. ’Xn+1 - a|

lim

n—oo |xn — a|p

=0

direm que la successié té ordre de convergéncia almenys p.

v
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Ordre de convergencia — Definicié (cont.)

Observacié

n P . Ny
Suposem que x, —> « té ordre p amb constant asimptotica de
I'error C. Si pensem x, com a aproximacié de «, llavors

@ — [ IXnt1 — @ — |ea(Xn+1»O‘)|'
n—o0 |Xn — a‘p n—o00 ’ea(xn,a)‘p
Per tant, lea(Xns1, )| = C |es(xn, )P

Formalment: Ve > 0 dng : Vn > ng
|ea(xnt1, )| = (C + €n) [€a(xn, @) [°

amb |ey| < e. Per tant, llevat de la constant C, el nombre de
decimals correctes essencialment es multiplica per p a cada iterat
(preneu logaritmes). Es per aixd que podem considerar I'ordre de
convergencia com una mesura de la velocitat de convergencia.
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Ordre de convergencia — Definicié (cont.)

Exemple (Comprovacié de |'observacié anterior)

Prenem p = 2 i suposem que |e;(xp, )| = 1072,
|ea(x1, @)| & C |ea(x0,a)> = C - 107*
lea(x2, )| &~ Cles(x1, @) = C- C?- 1078
lea(x3, )| = Cles(x2, @) = C- C%. C*. 10716
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Ordre de convergencia — Definicié (cont.)

Exemple (Ordre de convergencia d'algunes successions)

@ La successi6 x, := (1/2)" convergeix a 0. Té ordre 1:

i (1/2)"1 — 0] i L1
rooo |(1/2)"—0]  mooe2 2

i per tant la constant asimptotica de I'error és 1/2.

./ n . Ve
@ La successid x, := (%)2 convergeix a zero. Té ordre 2:

n+1 n+1
b0l GFT ()
1
3

n—o00 ’Xn _ 0‘2 B nl~>n;o (( )2”)2 B nLn;o (%)2"+1

)

i, per tant, la constant asimptotica de |'error és 1.
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Ordre de convergencia d'un metode iteratiu

Definicié (Ordre de convergencia d'un metode iteratiu)

Sigui g: [a, ] — R, a = g(«) punt fix. Direm que el metode
iteratiu

Xo aproximacid inicial
Vn=20,1,2,...
Xnt1 = &(Xn)

té ordre p si existeix € > 0 tal que Vxp € (v — &, + €) es compleix
que xpr1 = g(x») — a amb ordre de convergencia p.

A continuacié anem a obtenir condicions suficients per a que un
metode iteratiu tingui ordre de convergencia p.

Seguidament estudiarem I'ordre de convergéncia d'alguns meétodes
concrets.
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Condicié suficient d'ordre de convergencia p

Teorema (Condicié suficient d'ordre de convergencia p)

Sigui g: R — R de classe CP i sigui o un punt fix de g. Suposem
que ga)=g"(@)=--=gPD(a)=0

amb |g'(a))| < 1 si p=1. Aleshores, la funcié d'iteracié g ddna
lloc a un métode iteratiu d’ordre almenys p per trobar c.

Si, a més, gP)(a) # 0, I'ordre del métode iteratiu donat per g és

(p)
exactament p, amb constant asimptotica de I'error C = w.
Observacié
Si0#|g'(a) <1, el Exercici (per lliurament suplementari)
)
meétode x,+1 = g(x,) té Demostreu que |'ordre de convergencia
ordre de convergencia del metode de la secant és p = %

lineal.

Condicié suficient d’ordre de convergéncia p 1/3
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Condici6 suficient d'ordre de convergencia p (cont.)

Demostracié

En aquestes hipotesis, pel corol-lari de |'aplicacié contractiva,
existeix € > 0 tal que g és contractiva a I'interval [a — €, + €].
Per altra banda, pel Teorema de Taylor en dimensié 1,

— / Xn — (X Mx_apfl
80 = £(0) +8/(@)xn — ) -+ § P — )L
(p)fxn
: P(! )(x,,—a)p
(p)
_a—l—gp(gx")(x,,—a)p

per a tot x, € [ — e, + €] i &, entre a i x,.
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Condici6 suficient d'ordre de convergencia p (cont.)

Demostracié (cont.)

Per tant, com que g és de classe CP,

Xns1 — @ _ |g(P)(§X,,) n—co M —

|xn — aP p! p!

Si ‘g(p)(a)| = 0 llavors C = 0 i el metode té ordre almenys p.
Si g(P)(a) # 0 llavors C # 0 i el metode té ordre exactament p (en
el cas p =1 tenim C = |g'(a)| < 1). O

v
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Ordre de convergencia del metode de Newton

Teorema (Ordre de convergencia del metode de Newton)

Sigui f: [a, b] — R de classe C?, f(a) =0 i f'(a) # 0 (i.e. a és
un zero simple de f). Si, f"(a)) # 0, aleshores el métode de
Newton per trobar o com a zero de f(x) = 0 és quadratic amb

T si F(a) =0 el

constant asimptotica de I'error C = % ‘

métode és al menys clibic.

SifeCm™2 f(a)=0iaésunzerod'f de multiplicitat m > 1,
llavors el métode de Newton és lineal.

Ordre de convergencia del metode de Newton 1/6
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Ordre de convergencia del metode de Newton (cont.)

Demostracié

El métode de Newton consisteix a iterar

a partir d'una llavor inicial xg.
D’altra banda,

g, (x) =

(F(x))*

Ordre de convergéncia del metode de Newton 2/6
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Ordre de convergencia del metode de Newton (cont.)

Demostracié (cont.)

Com que f(a) =0, si f'(a) # 0, tenim g, (a) = a, g/ (@) =0
g (a) = f"(a)/f'(a). Si f’(c)) = 0 llavors, pel Teorema de la
condicié suficient d’ordre de convergeéncia p, el metode de
Newton és al menys ctibic. Si, en canvi, f”(a) # 0, tenim que
g/ (a) #0'i, per tant, el métode de Newton és exactament

' (cx)
f'(a)

quadratic i té constant asimptotica de |'error C = %

Ordre de convergencia del métode de Newton 3/6
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Ordre de convergencia del metode de Newton (cont.)

Demostracié (cont.)

Suposem ara que « és un zero d'f de multiplicitat m > 1. Tenim:
f(x)=(x—a)™h(x) amb  heC?ih(a)#0.

Ara,

f(x) (x = a)™h(x)
f'(x)  m(x —a)™1h(x)+ (x — a)m™H(x)
_ (x — a)h(x) xsa. 0
mh(x) + (x — a)H'(x) mh(«)

=0.

Per tant, g, (a) = a.
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Lluis Alseda Meétodes Numerics: Zeros de funcions Sota llicencia CreativeCommons [©389) 68/175



Ordre de convergencia del metode de Newton (cont.)

Demostracié (cont.)

Pel que fa a la derivada:
()f"(x) _ (x = a)"h(x)f"(x)
(F(x)*  (m(x — )™ Lh(x) + (x — @)™ (x))’
f"(x) = m(m — 1)(x — @)™~ 2h(x) + m(x — a)™ ' (x)+
m(x —a)™ ' (x) + (x — a)"h"(x).

f‘

g, (x) =

Per tant, dividint el numerador i el denominador de g (x) per
(x — a)?™=2 i agrupant termes obtenim

h(x) [m(m —1)h(x) +2m(x — @) (x) + (x — a)zh”(x)] ‘
[mh(x) + (x — &) (x)]?

g,(x) =

Ordre de convergencia del métode de Newton 5/6
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Ordre de convergencia del metode de Newton (cont.)

Demostracié (cont.)

Llavors,

g, (a) = lim g (x) = %;()Z)(a) =1- i

X—sau m

Quan m > 1 tenim % < % i0< g,’v(a) < 1. Per tant, el métode de
Newton és lineal. ]

<
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El metode de Newton modificat

En el cas de zeros de multiplicitat m > 1 el metode de Newton es
pot modificar per a recuperar la convergeéncia quadratica.

En les hipotesis esmentades es defineix el métode de Newton
modificat com

&y (X) = x — m:/(();))

Proposicié

El métode de Newton modificat té convergéncia al menys
quadratica.

El métode de Newton modificat 1/2
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El metode de Newton modificat (cont.)

Demostracié

Observem que

e )

=x(1—m)+ mg,(x) i
&y (x) = (1 — m) + mgy (x)

Llavors, usant els calculs anteriors,

Eum(@) = a(l—m)+ mg,(a) =a(l —m) + ma = ai
g;m(a)=(1—m)+mg;(a>=(1—m)+m<1_;) —0

i el Teorema de la condicié suficient d’ordre de convergencia

p ens assegura que el métode de Newton modificat té convergencia
al menys quadratica. [
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Control de I'error en funcid de 'ordre

Lema Tecnic (Control de I'error en funcié de I'ordre)

Suposem que g: (o — e, +¢) — R, i que existeixen
e>0, K>0ip>1tals que

lg(x) — af < K|x —af?
si |x — a| < e (és adir, g(x) — a = O(]x — a|P)). Aleshores, g
déna lloc a un metode d'odre almenys p, i x,+1 = g(x,) convergeix

per a |xp — o < min(K~Y(P=1) ¢). A més, tenim I'estimacié

Xy — a < K1 (KT |xp — a|)".

Control de I'error en funcié de I'ordre 1/2
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Control de I'error en funcié de I'ordre (cont.)

Demostracié

Si|x —a| < K VP = |x —alp~! < K1,
g(x) —al < Klx =l = (K|x — o]’ )|x —a| < |x —a,

d'on, si xg és t.q. |xo — a| < min(e, K~V (P=1) i x,.1 = g(xn),
llavors |x, — a| < min(e, K~Y/(P=1)) ¥n. A més,

Ixn —a] < Klxp—1 —alP
< K(K|xo—z2 — alP)P = K9Px, 5 —a|”
< KYP(K|xp_3 — a|p)p2 — K1+”+”2|x,,,3 _ a|p3
< < K1+p+---+p"‘1’XO _ a|p” _ K%‘Xo _ a|p”
= 711(KP l\xo—a\)p =2 0.
d’on x, — & amb ordre almenys p. ]

Control de I'error en funcié de I'ordre 2/2
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Exemple realista: aplicant el metode de Newton

Imaginem-nos que estem implementant I'aritmética de punt flotant
d'un processador, que ja tenim fetes la suma, el producte i la
divisié i volem fer I'arrel quadrada. Podem emprar el métode de
Newton. Anem a provar la convergencia del métode de Newton, a
partir d’'una aproximacio inicial adequada, en un nombre d'iterats
“raonable” i independent del nidmero del que busquem [|'arrel
quadrada.

Suposem que volem trobar 1/c, on ¢ = mb9 > 0, amb m mantissa
normalitzada (m > b™1). Aixd és equivalent a trobar el zero
positiu de f(x) = x> — c. Els iterats del metode de Newton sén

B B f(xn) 1 c
Xn+1 = g(Xn) = Xn f/(xn) - 5 <Xn + Z)

Exemple realista: aplicant el métode de Newton 1/5
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Exemple realista: aplicant el metode de Newton (cont.)

Una aproximacié inicial de I'arrel que podem trobar sense fer cap
operacid és

xp = b2
donat que, si g és parell b%/2 es pot calcular trivialment, i si no,
només cal tenir emmagatzemat b'/2. Aleshores

a=+/c=+mb¥? < pI/? = x,
d'on xp > a. A més, pel Teorema de Taylor i usant que g(«) = «,

Vx > a, g(x)—a:g”(;x)(x—a)2>02>g(x)>a,

donat que g”(x) = ¢/x3 > 0si x > 0. A més, com que g”(¢) és
decreixent a [a, 00) podem prendre com a constant asimptotica de
I"error

7
K = max L(f)_ ¢ :—1

tefa,00) 2 N ﬁ 2ﬁ
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Exemple realista: aplicant el metode de Newton (cont.)

Ara, d’acord amb el Lema Teécnic sobre el control de |’error en
funcié de I'ordre

o — o < KK |x0 — al)?, (2)

pero, per tenir convergeéncia, cal que K |xp — o < 1:

1 1

Kbo—al = 57200 =ve) = o mpp (6"~ m'b7%)
1w 152 Vbl
T omi/2 = op12 T 5

Per b =2 tenim (v/b —1)/2 ~ 0.207 i per tant tindrem
convergencia. Per a b = 10 tindriem (v/b—1)/2 > 1, i per tant no
podriem assegurar convergeéncia (necessitariem una condicié inicial
Xo més acurada).

Exemple realista: aplicant el métode de Newton 3/5
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Exemple realista: aplicant el metode de Newton (cont.)

Suposem que estem implementant I'aritmética |IEEE doble, per la
qual b = 2. Substituint el valor de K i K |xg — «| en (2), obtenim

ol a2y

d'on, si volem ‘e,(x,,, \E)| < e, one > 10710 & |'gpsilon-maquina
de 'aritmética IEEE doble, només cal demanar

—16 — log1(2) N
n > log, <|0g10((\£— 1)/2)> ~ 4.5.

Exemple realista: aplicant el métode de Newton 4/5
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Exemple realista: aplicant el metode de Newton (cont.)

Per tant, per a qualsevol niimero maquina ¢ = mb9, prenent xg =
b9/2 i fent 5 iterats de Newton obtenim fl(y/c) amb error relatiu més
petit que I'epsilon-maquinal. Cada iterat de Newton només consta
d'una divisié i una suma (no comptem la divisié per dos perque,
en una aritmetica binaria, només cal decrementar |'exponent en una
unitat).

'Estem suposant que no cometem errors a les operacions. Aquesta suposicié
és realista si les operacions a nivell intern es fan amb una aritmeética més precisa
que la IEEE doble, cosa que passa a la practica totalitat dels processadors

actuals. Exemple realista: aplicant el métode de Newton 5/5
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Metode de Txebishev

Suposem que f € C3(R,R) i que a és una arrel simple de f:
f(a) = 0. Denotem per h = f~1 la inversa local d'f al voltant de
0: a = h(0).

Tal com varem fer a la deduccié analitica del metode Newton com
a metode de Taylor invers suposem que x, és una aproximacié d’'a.
Tenim x, = h(y,) on y, = f(x,). Expandim h(0) per Taylor fins a

ordre 2 amb punt base y,:

h"(yn)
2

a = h(0) = h(yn) — W (yn)yn + e +0(y7).

Per altra banda f(h(y)) = y i, derivant per la regla de la cadena,
tenim

f'(h(y))H(y) =11
'(h(y))(H (v))* + H'(y)f'(h(y)) = 0.

Metode de Txebishev 1/5
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Metode de Txebishev (cont.)

Per tant, donat que h(y,) = xn,

, 1 1
") = o) T Pl
W = F(hOn) ()

(F(h(yn)))®*  (F(xn))*

Llavors, com que y, = f(x,),

hl/ -
o ~xnin =hyn) — Kyl + I y2

_ fOm) - On)(F(xn))?
Fiom)  2(F(xa))*

:Xn

que suggereix que x,+1 hauria de ser una millor aproximacié d'«
que Xp.

Metode de Txebishev 2/5
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Metode de Txebishev (cont.)

Proposicid

El Métode de Txebishev g,(x) = x — :,(();)) - fl;(();),((i()))(gy té ordre

de convergéncia al menys 3 per a zeros simples.

Demostracié
Sigui « un zero simple d'f (f(a) =0 f'(«) # 0). Llavors,
clarament, g, (a) = «, que és equivalent a resoldre f(a) = 0.

Anem a veure que el meétode és convergent. Farem servir el
Corol-lari del Teorema de I’Aplicacié Contractiva que diu que
si |g/ ()| <1 llavors g, és localment contractiva.

Metode de Txebishev 3/5
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Metode de Txebishev (cont.)

Demostracié (cont.)

Tenim,

o PR | PO(F)R + 2 (0P (F ()
&)=ty 27 ()

3 (F"(x))(F(x))*

2 (F(x)*

Donat que els denominadors sén diferents de zero al punt « i que
els tres numeradors tenen f(x) (que s'anul-la al punt «)
multiplicant, és obvi que g7 (a) = 0 i el métode és convergent.

Ara ens cal veure que té ordre 3. Ho podriem fer demostrant que
g (a) = 0 pero és més facil a partir de la definicié usant el
Teorema de Taylor.

Metode de Txebishev 4/5
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Metode de Txebishev (cont.)

Demostracié (cont.)

|

Precisant el terme d’error al desenvolupament de Taylor anterior tenim

f Xn £ X f Xn 2 h" . h" .
@z f’((Xn)) g(fggxf))g) N (6£y )y’? B (5y )(f( )
Com que f(a) = 0, pel Teorema del valor mig,
s — o= 88 (1) — (g = ) 10 )20, —

Donat que el métode és convergent, per a tot xp prop d'« tenim

n—o0 n—o0 - n—o0 - s
Xp = &r(Xn—1) —— a. Per tant, v, —— a i §,, —— 0. Aixi, com
que f € C3,

’Xn 1— a| hm(f n) n— 00
s = | ()| S RO (@)Y,
i Txebishev té ordre al menys 3. []

Metode de Txebishev 5/5
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Eficiencia computacional

La comparacié entre Newton i Txebishev planteja una pregunta
natural: quin métode és millor? El d'ordre més alt? La resposta
obvia a la pregunta és: el que convergeixi més rapid en temps. Si
una iteracié de Txebishev necessita molt més temps de calcul que
una de Newton, encara que Txebishev necessiti menys iterats, pot
ser més lent.

Una manera de formalitzar aixo és amb la seglient:

Definicié (eficiencia computacional)

L' eficiéncia computacional és una funcié E(t, p) on t és el temps

que tarda cada iterat del metode i p és I'ordre del metode.

La funcié E(t, p) ha de complir les segiients propietats naturals:
@ E(t,p) és creixent en p i decreixent en t.

@ E(t,p) = E(mt, p™) (I'eficiencia es conserva a I'escalar el
temps i I'orde del metode de manera homogenia).

v

Eficiencia computacional 1/4
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Eficiencia computacional (cont.)

Funcions senzilles que compleixen les condicions anteriors sén

E(t,p)zlogfp) i E(t,p)zp%-

Prendrem la segona de les dues funcions.

Exemple (Comparem Newton i Txebishev al resoldre cos(x) = x)

Tenim
f(x) =cos(x) —x; f'(x) = —sin(x) —1i f"(x) = —cos(x)

i les funcions d'iteracié de Newton (p = 2) i Txebishev (p = 3)
son:

SO0 N Wi )1 )&
I L I L)

Eficiencia computacional 2/4
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Eficiencia computacional (cont.)

Exemple (Comparem Newton i Txebishev al resoldre cos(x) = x)

Anem a comptar el cost computacional amb la taula seglient

+ — | x /| avaluacions trigonometriques
f 1 0 1
f' 1 0 1
710 0 1 (ja calculat abans)
8y 3 1 2
gr 4 7 2

Per a avaluar el temps normalment no es tenen en compte les
sumes i restes (sén molt rapides) i, per simplificar, suposarem que
tant els productes i quocients com les avaluacions trigonometriques
costen una unitat de temps (poc realista).

Eficiencia computacional 3/4
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Eficiencia computacional (cont.)

Exemple (Comparem Newton i Txebishev al resoldre cos(x) = x)

Aixi els cost de Newton és de 3 unitats de temps mentre que el de
Txebishev és de 9. Per tant,

1
= 39U

Aixo explica perquée Newton és tan popular mentre que Txebishev
es tan desconegut.

Eficiencia computacional 4/4
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Metode d'acceleracid Aitk

. N .z n— oo
Suposem que tenim un métode que ens dona una successié x, — «. Volem

accelerar la velocitat de convergencia.

Denotem Ax, = X511 — x,. Podem
pensar que Ax, és una mesura de
I'error de x,, donat que Ax, — O.
Si considerem que a x, cometem
“error’ Ax, i a xp,+1 cometem er-
ror Axpt1, podem fer “extrapolacié
dels errors cap a zero”: prenem la
recta per (Xn, Axp) i (X1, AxXnt1) i
la tallem amb I'eix x.

Yn

La recta esmentada és

y = Ax,+ 7AX"+1 — X (x — xn)
Xn+1 — Xn
2
= Ax,+ AA;;" (x — xn),

on hem denotat A%x, := Axpr1 — DXy = Xnt2 — 2Xnt1 + X

Metode d’acceleracié Aitken 1/6
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Metode d'acceleracié Aitken (cont.)

Si imposem y = 0, obtenim
X = X,— Ax ﬁ
n nA2Xn
(Xnt1 — Xn)2
Xpt2 — 2Xpy1 + Xn

= Xn—

2
XnXn42 — Xy
Xpt2 — 2Xpy1 + Xn

(noteu que el que hem fet equival a fer un iterat del metode de la
secant a partir de (x,, Axp) i (Xp+1, Axnt1)). Esperem que x sigui
millor aproximacié de o que Xy, Xp+1, Xnt2. D'acord amb aixo,
podem considerar una nova successié “accelerada”:

(Ax,)?

Yn = Xn — ATxn (3)

(és per aquesta férmula que aquest metode es coneix com “la A2
d’Aitken” ) Metode d’acceleracié Aitken 2/6
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Metode d'acceleracié Aitken (cont.)

Ens preguntem: esta ben definida (el denominador es podria
anul-lar)? Convergeix a & més rapid que {x,}n?

Teorema

Suposem x, =3 «, x, = « per tot n, i que existeix una constant
C amb |C| < 1 tal que

Xpt1 — @ = (C + 6,)(xp — @)

amb 6, — 0. Aleshores la successié {y,}, de (3) esta ben
definida per n prou gran, i

. Yn— &
lim

n—00 X, —

=0

(i.e., yn tendeix a o més rapid que xp).

v

Metode d’acceleracié Aitken 3/6
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Metode d'acceleracié Aitken (cont.)

Observacio
Si g: [a,b] — R és de classe C!, g(a) = a, g'(a) #0,
lg’(e)| < 1, llavors, per a xg prop de « i x,+1 = g(xs), si prenem
C=g'(a)i
§p =l 7 ¢
Xp —

estem en les hipotesis del teorema.

Metode d’acceleracié Aitken 4/6
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Metode d'acceleracié Aitken (cont.)

Tenim ( )2
Xn+1 — Xn
= Xp — . 4
Y " Xnt2 — 2Xpy1 + Xn ( )
Definim
en:=xnp—a = epy1 = (C+dn)en.
Aleshores

Xnt2 — 2Xpy1 + Xn = €n42 — 2€n41 + €

- en<(C+ 32)(C + 8mp1) — 2(C + 80) + 1)

= en((C = 12+ C(6n + 6n41) + Sndnis — 25,

::,u,,—n>0

Metode d’acceleracié Aitken 5/6
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Metode d'acceleracié Aitken (cont.)

Demostracié (cont.)

Per n prou gran, |un| < (C —1)?, d'on Xpi2 — 2Xp41 + Xo # 0 i,
com que e, # 0 per hipotesi, y, esta ben definida.
També

Xntl — Xn = €nt1 — €n = e,,((C+5,,) — 1) = e,,((C —1) +5,,).

Per tant
2
Yn— & Yn — o (4) 1 (en(C_1)+5n) n—oo
= =1—— 2 — 0,
Xp — en en en(C—1)2+ pup,
donat que &, itn 25 0. O

Metode d’acceleracié Aitken 6/6
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Metode d'acceleracié Steffensen

En comptes d'accelerar una successié ja generada, podem emprar
la A2 d'Aitken per a accelerar un metode. Concretament, donat

un meétode iteratiu A
Xp aproximacié inicial

n>0, Xxpr1=g(xn)
podem considerar una nova iteracié
Yo = Xo
(8yn) —yn)°
g(g(yn)) — 28(¥n) + v
yog (&(yn) — (g(yn))”
g(g(vn)) —28(yn) + yn’

que consisteix a aplicar la A? d'Aitken a y,, g(y,) i g(g(y,,)).
Aquesta estrategia és coneguda com a acceleracié d’'Steffensen.

n>0, Yor1 = Yn—

Metode d’acceleracié Steffensen 1/10

Lluis Alseda Meétodes Numerics: Zeros de funcions ©oee] 95/175



Metode d'acceleracié Steffensen (cont.)

Steffensen usa els iterats accelerats mentres que Aitken sempre fa
servir els iterats originals:

Exemple (Diferéncies entre Aitken i Steffensen)

Considerem el metode d'iteracié directa g(x) =1+ % +

convergeix a s = 1.839287

Xn

g

Aitken

1
X2 que

Steffensen

X0
X1
X2
X3
X4
X5
X6

2.0000000000
1.7500000000
1.8979591837
1.8044860678
1.8612836844
1.8259158061
1.8476132213

2.0000000000

1.8429487179
1.8406751916
1.8398159694
1.8394879875
1.8393634113

Yo
g(yo)
Y1
g(y1)
2
g(y2)
¥3

2.0000000000
1.7500000000
1.8429487179
1.837032892

1.8392889123
1.839285424

1.8392867552

Lluis Alseda
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Metode d'acceleracié Steffensen (cont.)

Esperem que aquesta estratégia doni millors resultats que aplicar
Aitken a una successid ja generada, donat que reciclem quantitats
accelerades. Concretament, tenim el seglient resultat.

Proposicié

Sigui g: [a, b] — R de classe C?, a € [a, b] amb g(a) = «,
g'(a) # 1. Aleshores, la funcid d'iteracié

(g(x) —x)?
g(g(x)) —2g(x) + x

G(x)=x—

déna un métode almenys quadratic.

Metode d’acceleracié Steffensen 3/10
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Metode d'acceleracié Steffensen (cont.)

Demostracid

Anem a veure que podem suposar que o = 0.
Per a « qualsevol, definim y i h(y) per

X=a-+ty,
g(x) = a+ h(y),

aleshores h(0) =0 A'(0) # 1.

Metode d’acceleracié Steffensen 4/10
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Metode d'acceleracié Steffensen (cont.)

Demostracié (cont.)

Llavors, la funcié d'iteracié d’Steffensen que correspon a la funcid
h és

Observem que g(g(x)) = o+ h(g(x) — ) = a + h(h(y)). Per

tant, )
N (g0 =x)
S0 =~ Tt)) 280 1 x
iy arh) —(aty)
a+h(h(y)) —2(a+h(y)) +a+y
=a+ H(y).

Metode d’acceleracié Steffensen 5/10
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Metode d'acceleracié Steffensen (cont.)

Demostracié (cont.)

Suposem que hem demostrat que la funcié d'iteracié H(y) déna
lloc a un metode almenys quadratic.

Donat xp qualsevol, prenem yp amb xg = « + yp, llavors, si definim
Xnt1 = G(xn) i Ynt1 = H(yn), de la férmula anterior, obtenim per
induccié que x, = @+ y, Vn, i, com que y, té ordre de
convergencia almenys quadratic, x, també.

Per tant, n'hi ha prou de demostrar la proposicié en el cas a = 0.

4

Metode d’acceleracié Steffensen 6/10
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Metode d'acceleracié Steffensen (cont.)

Demostracié (cont.)

Expandim g per Taylor al voltant de a = 0:

£() = 8(0) + &/(0)x + 28" (6)2 = Ax + O(2),  (5)
amb a A=g'(0) #1.

Recordem que es defineix

f(x) = O(g(x)) per x—a
< JK,e>0: |[f(x)| < Klg(x)| per |x—al<e.

(en aquesta demostracid, totes les O seran per x — 0).

Metode d’acceleracié Steffensen 7/10
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Metode d'acceleracié Steffensen (cont.)

Demostracié (cont.)

Tenim
g(g(x)) = g(AX + O(x2)) ® A(AX + O(xz)) + O(x2)
= A%+ O(x?), (6)
(g(x))2 = (Ax+ (’)(x2))2 ©) p2,2 2AxO(x?) + (O(x2))2,
= A%+ 0O(x%), (7)
on, en la darrera igualtat, hem usat que xO(x?) = O(x3) i
(0(x2))? = O(x*) = O(x3).

Metode d’acceleracié Steffensen 8/10
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Metode d'acceleracié Steffensen (cont.)

Demostracié (cont.)

Usant (6) i (7), obtenim (recordem que estem suposant que o = 0)
oy~ EER) ()
g(g(x)) — 2g(x) +x
x(A%x + O(x?)) — A%x? — O(x3)
A?x + O(x?) — 2Ax — 20(x?) + x

_ O(x%)

 (A-1)2x+ O(x?)

_ XO(X2) . O(XZ)
 (A-1)2x+x0(x)  (A—1)24+0(x)
= O(x?).

Per tant, d’acord amb el Lema Tecnic sobre el control de
I’error en funcio de l'ordre, la funcié d'iteracié G déna lloc a un
metode d’ordre almenys 2. O

v

Metode d’acceleracié Steffensen 9/10
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Metode d'acceleracié Steffensen (cont.)

Observacié

© Noteu que, a la proposicié anterior, no ens cal demanar
lg’(e)| < 1. D’aqufi se segueix que el métode de Steffensen fa
convergents esquemes iteratius divergents.

@ Es pot demostrar que, si una funcié d’iteracié g déna lloc a
un métode d'ordre p > 2, aleshores I'acceleracié de Steffensen
produeix un metode d'ordre 2p — 1. En aquest cas no val la
pena fer-la, donat que g o g déna lloc a un metode d’odre p?
(comproveu-ho!!), i g o g és un calcul necessari en I'avaluacié
de G.

Metode d’acceleracié Steffensen 10/10
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Exemple d'acceleracié

Suposem que volem resoldre x = cos(x). Definim
f(x) := cos(x) — x, g(x) := cos(x).

Com que f(0.73) ~ 0.0152 i f(0.74) ~ —0.0015, per Bolzano
tenim que Ja € [0.73,0.74] =: [a, b] tal que

f(a) =0« g(a) = a. Com que g'(x) = —sin(x) és decreixent i
negativa a [a, b|, tenim que

8'(x)] < |g(0.74)] < 0.675 =: K.

Per tant, les iteracions amb g(x) = cos(x) sén convergents a
[0.73,0.74].

Anem a estimar el nombre d'iterats necessaris per tenir
|, — ] <1078, suposant xg = 0.735 i x,11 = g(xn) = cos(xy).

Exemple d’acceleracié 1/5
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Exemple d'acceleracié (cont.)

Tenim x; ~ 0.7418 3076, d'on |x; — xp| ~ 0.00683, i, d'acord amb
la fita de I'error a posteriori, volem &0.00683 <1078 que és
equivalent a

_ —8+log(1 — K) — log(0.00683)

= 37.040
"= log(K) ’
i per tant calen 38 iterats.
Generem la successio:
Xn n | x,
0.735 5 10.7396 5084
0.74183075 | : :

0.73723287 || 35 | 0.7390 8514
0.74033157 || 36 | 0.7390 8513
0.73824494 || 37 | 0.7390 8514
38 | 0.73908513

Exemple d’acceleracié 2/5

Lluis Alseda Meétodes Numerics: Zeros de funcions ©oee] 106/175

A ONR OlS




Exemple d'acceleracié (cont.)

Usem Aitken:
L (Xn+1 — Xn)2
VYn 1= Xp — .
Xnt2 — 2Xpy1 + Xn
Ara surt
n _yn n Yn
01]0.73908265 || 6 | 0.73908511
110.73908401 || 7 | 0.73908512
210.73908462 || 8 | 0.73908513
31 0.7390 8490 :
36 | 0.73908513

En aquesta taula, els iterats a partir del 8 ja no canvien.

Exemple d'acceleracié 3/5
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Exemple d'acceleracié (cont.)

Si usem Steffensen:

(g(zn) - Zn)2
g(g(zn)) —28(zn) + zn’

20 = X0, Zn+1 = Zn —

surt
E

0.735
0.7390 8265

0.73908513
ja no canvia

W N = OS>

Exemple d'acceleracié 4/5
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Exemple d'acceleracié (cont.)

Si iterem la funcié inversa: xg = 0.735, x,+1 = arccos(x,),
obtenim una seqiiéncia divergent:

n| X, n | X
01]0.735 4 |0.7191 3445
1| 0.74512965 | : :
2 10.73006711 || 11 | 1.047 70623

310.75237617 || 12 | complex

mentre que, si fem Steffensen: 5
(arccos(z,) — zp)

arccos(arccos(z,)) — 2 arccos(z,) + z,
surt n |z,

0]0.735

1] 0.73907308

210.73908513

3 | no canvia

20 = X0, Zn+1 = 2Zn —

i encara tenim convergencia quadratica.

Exemple d’acceleracié 5/5
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Arrels de polinomis de grau baix

El calcul de les arrels d'un polinomi a coeficients reals és un problema
especific amb una metodologia estandard. El Teorema fonamental de
|"algebra ens diu que el nombre de solucions coincideix amb el grau del
polinomi i que si tenim una arrel complexa també tenim la seva
conjugada.

La metodologia de calcul de les arrels consta de tres etapes:
@ Localitzacié i comptatge del nombre d'arrels de certes classes (reals,
positives, negatives — fitacié amb resultats analitics)
@ Aillament/separacié de les arrels (Sturm)
© Calcul aproximat (Regula Falsi + Newton)

Abans de desenvolupar i estudiar aquesta estratégia farem un repas dels
(pocs) cassos en que sabem trobar les solucions analiticament. La Teoria
de Galois ens diu qui no hi ha férmules per a les solucions d'equacions
polinomiques de grau més gran que 4. Per altra banda la solucié per grau
1 és trivial i per grau 2 és ben coneguda. A continuacié estudiarem la
solucié de la cibica (Tartaglia-Cardano) i de la quartica (Ferrari).
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Solucié de la ctbica. Férmula de Tartaglia-Cardano

L'equacié general de tercer grau
AP+ B>+ Cx+D=0

amb A,B,C,D € Ri A## 0 es pot convertir a forma normal sense
canviar les seves solucions dividint per A :

[x3+ax2+bx+C:0.]

Seguidament, fent una transformacié de Tschirnhaus, (que
consisteix a substituir x = z — £) s'elimina el terme quadratic de la

forma normal i s'obté la forma reduida:

N

p= b-—%
3 —
[z —|—pz+q_0] on o= C—%’-I—%

En realitat es resol I'equacié en forma reduida, desfent la
substitucio per a trobar les solucions de I'equacié
en forma normal. Solucié de la cibica. Férmula de Tartaglia-Cardano 1/5
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Solucié de la cibica. Férmula de Tartaglia-Cardano (cont.)

Partint de la forma reduida z° + pz + g = 0 es realitza una
substitucié del tipus i s'obté:
0= +pz+qg=(u+v)P+plu+v)+g
=P +3uv(ut+v)+ Vi plutv)+gq
=4+ +Buw+p)(ut+v)+g
Observem que si trobem una solucié del sistema
B+vi4g =0 P+ =—g
= 3
3uv+p =0 udv3 =5

obtenim una solucié de I'equacié reduida. El darrer sistema és
equivalent a afirmar que u3 i v3 sén les solucions de I'equacié

Solucié de la cibica. Férmula de Tartaglia-Cardano 2/5
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Solucié de la cibica. Férmula de Tartaglia-Cardano (cont.)

Per tant,

3—q+\/Z . 3—q—\/Z

u = e e— | vV =

2 2

3 Ve . . . . .
on |A=q¢g*>+ 45—7 és el discriminant, i les solucions de

I'equacié en forma reduida sén:

Zo0=UuU-+v
z1=Ju+jvi
2 :j2u —i—j2v:ju + jv

(observeu que j2 =7).

amb
2
[j:e ¥ =248y

Solucié de la cibica. Férmula de Tartaglia-Cardano 3/5
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Solucié de la cibica. Férmula de Tartaglia-Cardano (cont.)

En funcié del signe del discriminant s'obtindran unes solucions o
unes altres:

u i v sén reals i diferents. Per tant zp és real i z1 i zp s6n
arrels complexes conjugades.

En aquest cas v = . Per tant obtenim tres solucions
reals diferents (encara que I'expressié inicial sigui complexa). Les
solucions es poden escriure en forma trigonometrica:

zK = 2\/>cos( arccos <2ﬁ) + %) amb k€ {0,1,2}.

Solucié de la cibica. Férmula de Tartaglia-Cardano 4/5
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Solucié de la cibica. Férmula de Tartaglia-Cardano (cont.)

De les férmules anteriors obtenim

- 3 : .
u=v=y/5l=1 %f—; = 3—2, sign(u) = —sign(q),
u® = udvd = —% i p <0 <= u=sign(u)\/ 5> = —sign(q)y/ 3

Llavors, com que j +7= —1, I'equacid té dues solucions reals, una
de simple i una de doble:

Solucié de la cibica. Férmula de Tartaglia-Cardano 5/5
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Solucié de la quartica. Férmula de Ferrari

Comencem amb I'equacié en forma normal

[x4+ax3+bx2+cx+d:O.]

En aquest cas la transformacié de Tschirnhaus per a obtenir la
forma reduida és Llavors la forma reduida queda:

_ 3a2
p= b—=% i
[24-|-p22+qz+r:0] on qg= c—%b—i—%
= meE-B

Per a resoldre la quartica en forma reduida primer s'escriu com
z* 4+ pz> = —qz — r i es completa el quadrat per obtenir

244 2p2° 4 p? = p? —qz—r+p? = (2% +p)? = p22—qz—r+p°.

Solucié de la quartica. Férmula de Ferrari 1/3
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Solucié de la quartica. Férmula de Ferrari (cont.)

Ara el truc: per a cada y tenim
(Z+p+y)P=p®—qz—r+p>+2y(* +p) +
=(p+2y)z* — gz + (p* — r +2py + y°)

i el terme de la dreta és quadratic en z. Per tant, podem triar y de
manera que sigui un quadrat perfecte. Aixo es fa igualant el
discriminant a zero:

0=(—q)>—4(p+2y)(p* — r+2py +y?)
== 8y® — 20py® + (—16p° + 8r)y + (q° — 4p° + 4pr))

que és una cubica en y (anomenada resolvent ciibica de la
quartica). Donat que la resolvent té grau 3 sempre té una arrel
real @ que podem calcular amb la férmula de Tartaglia-Cardano.
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Solucié de la quartica. Férmula de Ferrari (cont.)

Prenent y = a, el polinomi (p +2y)z? — qz + (p? — r + 2py + y?)
té 2(# com a arrel doble. Per tant,
p+2a)

2 2
(p+20)2% =gz +(p* —r+2pa+a?®) = i (2 51)" = (nz—35)
amb |u=+/p+2a.| Llavors, (8) queda

(2 +p+a) = (uz— )%

que ens dona les dues equacions quadratiques segiients:

{22—|—p+a :Mz—%

2 9\ —
= |zZ2Fpz+(p+axts)=0
z2—|—p—|—a :—,uz—l—%. [ ( 2”)

Cada una de les dues equacions ens dona dues solucions de
I'equacié reduida.
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Localitzacié de les arrels de polinomis

Sigui p(z) = ap+ a1z + -+ + apz" amb a, # 0 un polinomi
arbitrari a coeficients complexos i sigui

a0

an

a1

an

an—1

9 g ooy an

A= max{

Llavors, |s| < A+ 1 per a tota arrel s de p(z).

| \

Demostracié
A =0 implica que p(z) = a,z", que té una arrel s =0 de
multiplicitat n. Clarament |s| =0 < 1= A+ 1 el lema és cert.
Suposem ara que A > 0. L'equacié p(s) = 0 és equivalent a

n an—1 .n—1 a a
5+37n5 +"‘+;i5+;2—0.

\
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Localitzacié de les arrels de polinomis (cont.)

Demostracié (cont.)

Llavors,

|s| +

20
an

an—1 a
an

an

|5|”"1 dh ool

|s” <

n

~1

gA(\sy”‘1+---+\s\+1) k=t
|s|—1

Ara suposem |s| > A+ 1 i arribem a contradiccié. En aquest cas

tenim [s| =1 >A>0i

1
0< < —.
Is|]—1 "~ A
Per tant, .
[s|" =1
|S|n§)\|s|_1 ||n_1;

contradiccid. O
Localitzacié de les arrels de polinomis 2/2
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Separacié de zeros de polinomis. Méetode de Sturm

L'objectiu d'aquest apartat és separar les arrels reals d’una equacié
f(x) = 0. Aixo és, determinar intervals / C R que continguin una
tnica arrel.

L'eina fonamental per a aix0 seran les successions de Sturm.

Separacié de zeros de polinomis. Métode de Sturm 1/25
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Separacié de zeros de polinomis. Métode de Sturm (cont.)

Definicié (Successié de Sturm)

Sigui f: [a, b] — R de classe C1. Una successié finita de funcions
continues o, fm: [a,b] — R

es diu una successio de Sturm per f a [a, b] si es compleixen les
propietats seglients:

Q =",

Q@ acab], fiy(a)=0= f'(a)a(x) >0,

Q@ i=1+-m-1, a€lab], fila)=0= fi_1(a)fit1(a) <0,
Q fm(x) #0Vx € [a, b).

En aquesta situacid, per a cada x € [a, b], denotarem per V/(x) el
nombre de canvis de signe de la successidé

{fo(x), fa(x),..., fm(x)}

(sense tenir en compte els valors zero).

v
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Separacié de zeros de polinomis. Métode de Sturm (cont.)

L'aplicacié de les successions de Sturm ve donada pel

Teorema (de Sturm)

Sigui f: [a, b] — R de classe C* amb un nombre finit de zeros.
Suposem, a més, que tots els zeros d'f sén simples. Sigui fy, . .. fy,
una successio de Sturm per a fy = f a [a, b].

Aleshores, el nombre de zeros de f a [a, b] és V(a) — V/(b).
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Lluis Alseda Meétodes Numerics: Zeros de funcions @S0 123/175




Separacié de zeros de polinomis. Métode de Sturm (cont.)

Localitzacié

Sigui p(x) un polinomi i ¢ = A+ 1 on A és la donada pel teorema
de fitacié d'arrels anterior, de manera que sabem que l'interval
[—0, 0] conté totes les arrels reals de p(x). Llavors, pel Teorema de
Sturm V(—o0) — V(o) és exactament el nombre d’arrels reals de
p(x).

La localitzacié de les arrels de p(x) consisteix a trobar exactament
V(—0o) — V(o) subintervals de I'interval [—o, o] tals que cada un
d’ells conté exactament una arrel. Aixo es pot fer automaticament
usant técniques de biseccid.

Observacié

| \

Com veurem més endavant, en el cas de polinomis i per a
localitzacié i calcul d'arrels, podem esquivar facilment els efectes
de la hipotesi que tots els zeros d'f sén simples

V.
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Separacié de zeros de polinomis. Métode de Sturm (cont.)

Calcul efectiu

El calcul efectiu de cada arrel, donat I'interval de localitzacié donat
per I'aplicacié del Teorema de Sturm, es fa amb una técnica mixta.
En primer lloc s'usa biseccié o Regula Falsi per a “aprimar”
I'interval de localitzacié fins a un interval prou petit [a, b] perque el
metode de Newton pugui convergir.

Seguidament s'usa el métode de Newton per a aproximar
rapidament |'arrel amb precisié.

Un control de qualitat de que l'interval [a, b] és prou petit, és que
el Métode de Newton convergeixi amb pocs iterats (4 o 5) a una
(la dnica) arrel continguda a [a, b].
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Separacié de zeros de polinomis. Métode de Sturm (cont.)

Demostracié (del Teorema de Sturm)

Suposem que movem x continuament d'a a b. Cal veure que V/(x)
decreix en una unitat cada cop que travessem un zero d'f.

Si x € (a, b) és tal que fo(x)...fm(x) # 0, com que fy...fy, sén
continues, tenim que V/(-) és constant a un entorn de x.

Per tant, V() només pot canviar de valor a un punt X tal que
fi(x)=0amb i € {0,...m— 1} (no pot ser f,(X) = 0 per (4)).

Considerem un tal X, i suposem primer que i > 1.
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Separacié de zeros de polinomis. Métode de Sturm (cont.)

Demostracié (del Teorema de Sturm — cont.)

Les possibilitats per als signes de f;_1(x), fi(x) i fit1(x) a un
entorn de X sén:

X fi1(x) | fi(x) | fip1(x) Els signes a la fila x = X
X—¢ + ? — se segueixen de la
% + 0 — propietat (3).
X4e + ? — A partir d'aquests, els
signes de la primera i
x| fii(x) | fi(x) | fiz1(x) tercera columnes se
X—¢ - ? -+ segueixen per continuitat
X - 0 + de fi_1 i fiy1, per a € prou
X+e — ? + petit.

D’aquestes taules se segueix que V/(x) es manté constant quan
travessem X.
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Separacié de zeros de polinomis. Métode de Sturm (cont.)

Demostracié (del Teorema de Sturm — cont.)

Suposem ara i = 0. Aleshores, les possibilitats sén:

Els signes a la columna fy(x) tenen

AX fo(x) | Ai(x) en compte que els zeros d'f sén
X N €l + - simples i, per tant, f és localment
X 0 B estrictament monotona.
Kere | = B Fixats aquest signes, els signes a la
v e | i) fila x = X, se segueixen de la
S = - propietat (2). .
s 0 " A partir d'aquests, els signes de la
Sael + i tercera columna se segueixen per
continuitat de f; per a € prou petit.

En tots dos cassos, V/(x) decreix en una unitat al passar per X, tal
com voliem veure. Ol
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Separacié de zeros de polinomis. Métode de Sturm (cont.)

Ara que coneixem la utilitat de les successions de Sturm,
necessitem una manera de generar-les. No existeix un procediment
general per funcions qualssevol, pero si per polinomis usant
I'algorisme de la divisié.

Sigui p(x) polinomi de grau n amb totes les arrels simples. Definim

po(x) := p(x),

pi(x) = p'(x),
p2(x) : po(x) = p1(x)qi(x) — c2p2(x), 2 >0, gr(p2) < gr(p1),
p3(x) © p1(x) = pa(x)q2(x) — c3p3(x), c3 >0, gr(ps) < gr(p2),

pm(X) : pm—2(X) = pm—l(X)qm—l(X) - Cmpm(x)a cm >0,
0 =gr(pm) < gr(pm-1) (pm(x) = constant),
(on gr(-) denota el grau d'un polinomi).
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Separacié de zeros de polinomis. Métode de Sturm (cont.)

A la definicié anterior, per a obtenir py dividim pg per p; i prenem
com a p; el reste de la divisié, pero canviat de signe i multiplicat
per una constant positiva, que podem triar lliurement. A
continuacié dividim p; per p> i prenem p3 com el reste de la
divisid, pero canviat de signe i multiplicat per una constant. | aixi
successivament, fins que arribem a pp,(x) = constant.

Notem que gr(p;) < n—1i, i per tant m < n (i.e., com a molt
podem fer n passos).

Notem també que, llevat del canvi de signe de la resta i el
producte per la constant, aquest és |'algorisme d'Euclides per
trobar el maxim comu divisor de polinomis. En particular,

B L
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Separacié de zeros de polinomis. Métode de Sturm (cont.)

Proposicio

Si p(x) té totes les arrels simples, llavors la successié {po, ..., Pm}
definida abans és una successié de Sturm per a p.

Observacié

| A

Suposem que p(x) té una arrel & amb multiplicitat m > 1 (és a dir
p(x) = (x — a@)™p(x)). Clarament, p'(x) = (x — a)™1q(x) i, per

tant, el polinomi mcd(p, p’) conté el factor (x — )™ L. De fet, el

mcd(p, p’) esta format per tots els factors d'aquesta mena, potser

multiplicat per una constant.

Per altra banda, quan m = 1 tenim que « no és arrel de p’. En
particular, si p(x) té totes les arrels simples llavors p(x) i p’(x) no
tenen cap arrel en comd.
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Separacié de zeros de polinomis. Métode de Sturm (cont.)

Demostracid

Hem de comprovar que la successié compleix les propietats de les
successions de Sturm. La propietat (1) es compleix per definicid.

La hipotesi que p té totes les arrels simples implica que p i p’ no
tenen cap arrel en comu (veure la observacié anterior). En
particular, si p(a) = 0 tenim p/(«) # 0. Llavors (2) és obvia
perque p; = p;.

Hem vist abans que si p,(x) = 0, llavors med(p, p') = pm—1(x)
amb gr(pm—1) > 1. Per altra banda, pm—1(x) = mcd(p, p’)
divideix p(x) i p'(x). Sigui « tal que pm—1(a) = 0. Clarament,
p(a) = p'(a) = 0, que contradiu que les arrels de p sén simples.

v
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Separacié de zeros de polinomis. Métode de Sturm (cont.)

Demostracié (cont.)
Ara demostrem (3). Suposem que « € [a, b] és tal que p;(a) =0
per cert i € {1,...,m—1}. De la definici6 tenim que

pi—1(a) = pi(a)gi(a) — cip1piti(e) = —ciyipiyi(a), cip1 > 0.

Si pi—1(a) # 0, (3) és cert. Per tant, suposem que p;_1(e) =01
arribarem a contradiccié. Aplicant recurrentment la definicié del
p;'s tenim:

pi—2(a) = pi-1(a)gi-1(a) — cipi(a) =0,

pi—3(a) = pi—2(a)gi—2(a) — ¢i—1pi-1(a) = 0,

que acaba amb pg(a) = p1(a) = 0. Aixd contradiu novament que
les arrels de p sén simples. O
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Separacié de zeros de polinomis. Métode de Sturm (cont.)

Com que no podem saber a priori si p(x) té o no arrels miltiples,
el procediment efectiu de construccié d'una successié de Sturm per
a localitzar les arrels reals de p(x) és com segueix:

@ Apliquem I'algorisme de calcul dels polinomis p; descrit abans.

@ Si pm(x) # 0 el polinomi p té totes les arrels simples i la
successié que hem construit és de Sturm pel Teorema anterior.

@ Si pm(x) = 0 llavors pm—1(x) = med(p, p') i, per la observacié
anterior, g(x) = p(x)/pm—1(x) és un nou polinomi que té les
mateixes arrels que p pero totes elles simples. Apliquem la
definicié anterior a construir una successié de Sturm g; pel
polinomi g. Aixo ens permet localitzar les arrels de g que sén
les mateixes que p. Un cop les hem calculat, la seva
multiplicitat la podem saber o bé per deflacié o bé avaluant
les derivades successives de p(x) a cada una de les arrels.
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Separacié de zeros de polinomis. Métode de Sturm (cont.)

Exercici (per lliurament suplementari)

Demostreu que si p(x) té arrels multiples, amb la notacié de les
planes anteriors, la successié donada per

qo(x) = a(x) = p(x)/Pm-1(x) i
qi(x) = pi(x)/pm-1(x) peri=1,...,m—1

és de Sturm.

Separacié de zeros de polinomis. Métode de Sturm 15/25

Lluis Alseda Meétodes Numerics: Zeros de funcions ©oe 135/175



Separacié de zeros de polinomis. Métode de Sturm (cont.)

Exemple | de localitzacié i separacié d'arrels

Volem localitzar les arrels de

p(x) :=x3—3x2+x—2.
Prenem
po(x) = p(x)=x>=3x*+x -2,
p1(x) = pp(x)=3x>—6x+ 1.
Llavors, si dividim py per pi, obtenim

Po = p191 + rn = p1gq1 — C2p2,

amb quocient g; = %X — % i reste rn = —%x — % Amb la finalitat
que la segiient divisié sigui més facil, prenem ¢, = % i pp =4x+5.
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Separacié de zeros de polinomis. Métode de Sturm (cont.)

Exemple | de localitzacié i separacié d'arrels (cont.)

Dividim p; entre p, i obtenim

pP1 = P2G2 + 13 = p2g2 — C3p3,
amb quocient go = 3x — 32 i reste r3 = 24, d'on prenem ¢; = 24

ip3:—]..

Com que p3 és constant, diferent de zero, p té totes les arrels
simples (si no hagués estat aixi, haguéssim hagut de tornar a
comencar amb p/p3). Per tant, per la proposicié anterior,

{P05P17P27P3} = {X3 - 3X2 +Xx— 27 3X2 - 6X+ 17 4x + 5’ _1}

és una successié de Sturm per p.
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Separacié de zeros de polinomis. Métode de Sturm (cont.)

Exemple | de localitzacié i separacié d'arrels (cont.)

La fita donada pel teorema de fitacié d'arrels anterior és o = A+ 1 =4
(A = 3). Aixi, l'interval [—4, 4] conté totes les arrels reals de p(x).

Separem les arrels de p(x) a la segiient taula (notem que la successié de
signes a £4 coincideix amb la de 00, més facilment calculable):

X -0 —4 0 2 3 +4 +o0
signepo(x) | — - - — + + +
signepi(x) | +  + + + + + +
signepp(x) | — - 4+ + + + +
signeps(x) | - - - — — — =

V(x) 2 2 2 2 1 1 1

Aixi V(—o0) — V(400)

V(—4) — V(4) =2—1=1inomés tenim una
arrel real. A més, com que V(0) =2, V(0) — V(+0)=2—-1=1

deduim que I'arrel és positiva.

Finalment, V(2) — V/(3) = 1 = l'arrel és a l'interval (2, 3).

Lluis Alseda Métodes Numerics: Zeros de funcions
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Separacié de zeros de polinomis. Métode de Sturm (cont.)

Exemple |l de localitzacié i separacié d'arrels

Volem localitzar les arrels de
p(x) == x> +2x> — 31x + 28

(que sén —7, 1i 4). Prenem:
po(x) := p(x) = x3 + 2x? — 31x + 28,
pi(x) = py(x) = 3x* + 4x — 31,

(

(
pg(x)—x—%l

(

oot ()5 (- 12).

859 156816
p1(x) = p2(x) (3X + 97> ~ 9409
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Separacié de zeros de polinomis. Métode de Sturm (cont.)

Exemple Il de localitzacié i separacié d'arrels (cont.)

La fita donada pel teorema de fitacié d'arrels és o = A+ 1 = 32 (A = 31).
Per tant, I'interval [—32,32] conté totes les arrels reals de p(x).

Separem les seves arrels mitjancant la segiient taula:

X —o0 0 2 +4oo
signepo(x) | —  + — +
signepi(x) | + - — +
signepo(x) | — — 4+  +
signeps(x) | + + + +

V() 3 2 1 0

Aixi V(—o0) — V(+00) = 3 i les tres arrels sén reals. A més tenim:
V(—o0) — V(0) = V(—32) — V(0) =1 =1 arrel a I'interval (—32,0),
V(0) — V(2) = 1 = 1 arrel a I'interval (0,2),
V(2) — V(+o0) = V(2) — V(32) =1 =1 arrel a l'interval (2,32).
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Separacié de zeros de polinomis. Métode de Sturm (cont.)

Exemple Il de localitzacié i separacié d'arrels

Volem localitzar les arrels de
p(x) == x® —2x" — x® 4 4x5 — 6x* 4+ 8x3 + 4x*> — 16x + 8
(que sén 1 —doble, 4+1/2 —dobles— i +iv/2).
Tenim
po(x) := p(x) = x® — 2x7 — x® + 4x® — 6x* +8x> + 4x® — 16x + 8,
p1(x) := ph(x) = 8x" — 14x° — 6x5 + 20x* — 24x3 + 24x? + 8x — 16,
pa(x) = 11x°® — 21x° + 38x* — 68x> — 60x? + 220x — 120,
p3(x) = 59x> — 123x* — 52x3 4 244x% — 132x + 4,
pa(x) = —31x* + 67x> + 26x> — 134x + 72,
ps(x) = x>+ x% +2x — 2, i
ps(x) =0,
ja que

v

Separacié de zeros de polinomis. Métode de Sturm 21/25

Lluis Alseda Meétodes Numerics: Zeros de funcions ©oe 141/175



Separacié de zeros de polinomis. Métode de Sturm (cont.)

Exemple Il de localitzacié i separacié d'arrels (cont.)

po(x) = pl(X)L_l - 1i6 (11x6 —21x° + 38x* — 68x> — 60x° + 220x — 120)
pr(x) = pa(x) (4?2; 0 % (59x5 —123x* — 52x% + 244x% — 132x + 4)
pa(x) = pa(x) 649;‘421114 - gig? (—31x4 + 675 + 2657 — 134x + 72)

1820x + 140) 6962 (x4 2x-2) i

pa(x) = pe() <_ 961 961
pa(x) = ps(x) (—(31x — 36))
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Separacié de zeros de polinomis. Métode de Sturm (cont.)

Exemple Il de localitzacié i separacié d'arrels (cont.)
Per tant,

ps(x) = med{po(x), pr(x)}

i, conseqiientment (com que p;1(x) = pi(x)),

Po(x)

—ps(x)

x8 —2x7 — x® 4 4x%> — 6x* +8x3 +4x% — 16x + 8
x3 —x2 —2x+2

_ 5 4 _ 2 2

=x>—x"—4x+4=(x—1)(x*—2)(x*+2).

q(x) =

té les mateixes arrels que p(x) pero totes elles simples.
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Separacié de zeros de polinomis. Métode de Sturm (cont.)

Exemple Il de localitzacié i separacié d'arrels (cont.)

Ara, la Successié de Sturm per g(x) és:

go(x) == q(x) = x> —x* —4x + 4
qi(x) := go(x) = 5x" —4x> — 4

g2(x) = x* 4 20x — 24 (qo(x) = q1(x) 5X2; L % <x3 + 20x — 24))
g3(x) = x> —2x+1 (ql(x) = q2(x)(5x — 4) — 100 (X2 —2x+ 1))
Gu(x) = —23x + 26 (6a(x) = @a(x)(x + 2) — (~23x +26))

as(x) = -1 (000 = a0 (- Zi52) - 325¢-D)
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Separacié de zeros de polinomis. Métode de Sturm (cont.)

Exemple Il de localitzacié i separacié d'arrels
La fita donada pel teorema de fitacié d'arrels és 0 = A +1 =5 (A = 4).

Per tant, I'interval [—5, 5] conté totes les arrels reals de p(x).

Separem les seves arrels mitjancant la segiient taula:

X —o0 —2 0 125 2 +o0
signeqo(x) | — - 4+ — + +
signeqi(x) | + + - + + +
signega(x) | — - - + + +
signegs(x) | + + + + + +
signeqa(x) | + + + - — -
signegs(x) | - - - — — —

V(x) 4 4 3 2 1 1

Aixi V(—00) — V(400) =3 i g(x) (p(x)) té tres arrels reals. Una arrel
és a l'interval (—2,0); una altra és a l'interval (0,1.25) i la tercera és a

I'interval (1.25,2).

Lluis Alseda Meétodes Numerics: Zeros de funcions
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Localitzacié de zeros: Teorema de Budan-Fourier

Definicié

Donada una successié de nombres reals a = {ag, a1, ..., an}
denotarem per #cs(a) el nombre de canvis de signe (sense
comptar zeros) de la successié a.

Sigui p(x) un polinomi de grau n. Per a cada x € R, denotarem

0p(x) = #es({P(x), (), P (x), ... PP (x)}).

|

A\

Teorema (de Budan-Fourier)

Sigui p(x) un polinomi de grau n i sigui [a, b] un interval tal que
p(a)p(b) # 0. Aleshores, el nombre (comptant multiplicitats) de
zeros de p(x) a l'interval [a, b] és

6p(a) — 6p(b) — 2K amb K e Z™.

Localitzacié de zeros: Teorema de Budan-Fourier 1/14
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Localitzacié de zeros: Teorema de Budan-Fourier (cont.)

Corol-lari (Regla de descartes)

Sigui p(x) = ag + aix + - - - + apx" un polinomi amb ag, a, # 0 (és
a dir, el polinomi té grau n i p(0) # 0). Aleshores, el nombre
(comptant multiplicitats) de zeros positius de p(x) és

#cs({ao, a1,...,an}) —2K amb K eZ*.

Observacié

| \

Fent el canvi x — —x obtenim el polinomi

p(x) =ag— aix + -+ (—1)"apx" i les arrels negatives de p(x)
s6n les positives de p~(x). Per tant, el nombre (comptant
multiplicitats) de zeros negatius de p(x) és

#cs({ao,—31,32,...,(—1)"713,7_1,(—1)”an})—2K amb K € Z7.

o’
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Localitzacié de zeros: Teorema de Budan-Fourier (cont.)

Observacié (Aplicacié de la Regla de Descartes a un interval finit)

Farem com a exemple el cas de l'interval (0,1) i usarem un canvi
de variables adequat. La funcié
¢: [0,1) — [0,+00)
y +— i
és un isomorfisme. Aixi, podem fer el canvi x = % amb
y €(0,1) o, equivalentment, y = 75:
o (x ) _9)
p(y)=p (m) = m
amb

g(x) = apg(x+1)"+ arx(x + 1"+ . a,_1x" (x4 1) + apx".

Llavors el nombre d’arrels reals positives de g(x) coincideix amb el
nombre d’arrels reals de p(y) a l'interval (0,1).

v
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Localitzacié de zeros: Teorema de Budan-Fourier (cont.)

Exemple (d'aplicacié de la Regla de Descartes)

Considerem p(x) = ax" + bx™ 4+ c amb n > m i a,c # 0. Tenim
#cs({a, b,c}) < 2'i per tant p(x) té com a maxim dues arrels
reals positives.

Analogament, #cs({(—l)”a,(—l)mb,c}) <2 p(x) té com a
maxim dues arrels reals negatives. Per tant, p(x) té com a maxim
4 arrels reals (comptant multiplicitat).
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Localitzacié de zeros: Teorema de Budan-Fourier (cont.)

Demostracié (de la Regla de Descartes)

Pel Teorema de Budan-Fourier, el nombre de zeros positius de p(x)
és 6,(0) — dp(400) — 2K (formalment p()(4-00) = p{)(x) per x

prou gran).
Observem que
3p(+00) = #es({p(+00), p/(+00), p'(+00), . ., p"(+00)} )

- #cs({an, nan, n(n — 1)an, ..., (n!)an}) —0i
35(0) = #cs({p(0),(0). P(0)...... P (0)} )
— #cs({ao,al,2ag, .. (nl)a,,}>
= #tes({a0, a1, -, an} )

Per tant, 0,(0) — dp(+00) — 2K = #cs({ao, a1,...,an}) — 2K.
L]
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Localitzacié de zeros: Teorema de Budan-Fourier (cont.)

Demostracié (del Teorema de Budan-Fourier)

Com hem fet a la demostracié del Teorema de Sturm, comptarem

els canvis a dp(x) al moure x continuament d'a a b.

Concretament veurem que si o € (a, b) i € > 0 és prou petit,
llavors

(6p(c — £) — 0p(a + ) =
0 si p()(ar) # 0 per a tot i,
2K, si p(a) # 0 p)(a) = 0 per algun
i>0),
m+ 2K, si a és un zero de multiplicitat m de
‘ p(x),

amb K, € Z+.

<
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Localitzacié de zeros: Teorema de Budan-Fourier (cont.)

Demostracié (del Teorema de Budan-Fourier — cont.)

Observem que el nombre de zeros de les funcions p()(x) és finit.
Per tant, de les férmules (9) deduim que d,(a) — dp(b) és el
nombre (comptant multiplicitats) de zeros de p(x) a I'interval
[a, b] augmentat en un nombre 2K amb K € Z+.

Llavors, per a demostrar el Teorema de Budan Fourier n'hi ha prou
de mostrar que (9) és certa.

Ara comengarem la demostracié de la férmula (9) per cassos.

Cas: p()(a)#0 peratot i=0,1,2,...,n:

La continuitat de les funcions p{)(x) assegura que existeix un
entorn U, > « tal que, p{)(x) no s'anul-la (i per tant no canvia de
signe) per a tot x € U, i per atot i=0,1,2,...,n. Per tant, en
aquest cas, dp(x) és constant per a tot x € U(«).
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Localitzacié de zeros: Teorema de Budan-Fourier (cont.)

Demostracié (del Teorema de Budan-Fourier — cont.)

Cas: p)(a)=0peralgun i=1,2,....n
Suposem que pl~(a) # 0 i que o és un zero de multiplicitat
m > 1 de p{)(x). Es a dir,

p(a) = pi*0(a) = - = plI+"D(a) =

P D(a) #0i pl™(a) # 0.
Farem la demostracié en el cas plit™)(a) > 0. El cas
plit™ (@) < 0 es tracta analogament.

Com que « té multiplicitat m el Teorema de Taylor ens déna
(veure la transparéncia 11/175):

PN (x) = 220 (3 )™ 4 O((x — a)™ )

m!
i, derivant, per k =1,2,..., m obtenim:

i +m(q m— m
p<+k><x)='gm_2)?(x @)™k + O((x — a)™HH).

Localitzacié de zeros: Teorema de Budan-Fourier 8/14
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Localitzacié de zeros: Teorema de Budan-Fourier (cont.)

Demostracié (del Teorema de Budan-Fourier — cont.)

Llavors, per a x en un entorn prou petitdai k=0,1,2,..., m,
_ . . )™k six<a,
S|gne(p(’+k)(x)) = signe((x — a)m_k) = {( ) _
1 sl X > «,
donat que hem suposat que p{*™(a) > 0.
Llavors, la taula de signes de la subsuccessié
{PD(x), p)(x), pUF(x), ..., pUF™ ()}
és:
x | pD | p0 | p) | | pltmed) | plimd) | pliem)
a—¢ o D™ | (=)™ ... + — +
o o 0 0 0 +
a+te o + + -+ +
on o := signe(pli~Y(a)).

Lluis Alseda
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Localitzacié de zeros: Teorema de Budan-Fourier (cont.)

Demostracié (del Teorema de Budan-Fourier — cont.)

De la taula anterior deduim:

#es{p(a - £), p?(a — &), P — )., P (e — 2)}
. {m + v(o) si m és parell,
m—+1—v(o) si méssenar,
#es{p' Da+e),p(a+e),p™(a+e),....p"" (a+e)} = v(o)
0 sioc=+,

on denotem v(o) := {1 .
sio=—.

Per tant,
[ #es{pD(a—e),p(a—e), pDa—c),....p " (a—e)}—
#es{p a+e),p(a+e),pP(ate),....p " (a+e)} =
{m+v(0)v(0)—2’; si m és parell,} .

m+1—v(o)—v(c) =2 (22 —v(o)) si més senar,

2Ki(a) € Z*. |

V.
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Localitzacié de zeros: Teorema de Budan-Fourier (cont.)

Demostracié (del Teorema de Budan-Fourier — cont.)

Ara ja podem acabar la demostracié de la segona igualtat de (9).

La successié {p(a), p'(c), p"(v), .. .,p(”)(a)} descompon en unié
de subsuccessions com la d'abans i subsuccessions on cap de les
funcions p()(a) s’anul-la (és a dir, trossos

{pY)(a), pUtI(a),..., pitH(a)} tals que

pU(a) # 0; pUt(a) £0;...; pUth(a) # 0). A més, dues
d’'aquestes subsuccessions s'intersequen com a maxim al principi i
al final.

Com es dedueix de la demostracié del cas pl)(a) # 0 per a tot
i=012...n

#es{p(a—e), it (a—¢),...,p0 (o — )} -
#cs{p(j)(a +¢), i (a+¢),...,pUu R+ e)} =0

per un € adequat.
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Localitzacié de zeros: Teorema de Budan-Fourier (cont.)

Demostracié (del Teorema de Budan-Fourier — cont.)

Llavors, ajuntant tots els calculs anteriors, dp(a — ) — dp(a + ¢€)
és una suma d’enters parells no negatius i, per tant, la segona
igualtat de (9) és certa.

Cas: a és un zero de multiplicitat m de p(x):

Com abans farem la demostracié en el cas p{™(a) > 0. El cas
p{™(a) < 0 es tracta analogament.

El fet que a té multiplicitat m ens déna:
p(x) = %(f‘)(x — )"+ O((x — a)™1)

i, derivant, per k =1,2,..., m tenim:

pM(x) = B (x — )" * + O((x — a)™1 k).
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Localitzacié de zeros: Teorema de Budan-Fourier (cont.)

Demostracié (del Teorema de Budan-Fourier — cont.)

Llavors, per a x en un entorn prou petitd'ai k=0,1,2,..., m,
-1 m—k . <a,

signe (p(*)(x)) = signe((x — a)"¥) = {( o ensa

1 si x > a,

donat que hem suposat que p(™(a) > 0.

Llavors, la taula de signes de la subsuccessié
{P(x), P'(x), P"(x), -, P (x)}

és:
X o of e ‘ p(m=2) ‘ plm=1) ‘ p(m
a—e | (=)™ | (1) | (-1)"? + - +
(o 0 0 0 0 0 e
ate| + + + + - +
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Localitzacié de zeros: Teorema de Budan-Fourier (cont.)

Demostracié (del Teorema de Budan-Fourier — cont.)

De la taula anterior deduim:
#es{p(a pla—e),....pM(a—e )} -
#cs{p( a+5),p(a+5),...,p(’")(oz+5)} =m—0=

m = multiplicitat d'a.

Ara ja podem demostrar la tercera igualtat de (9).

La successié {p(a), p'(a), p"(a), ..., p(a)} descompon en unié
de subsuccessions com la d'abans i com les del cas anterior, on
dues d'aquestes subsuccessions s'intersequen com a maxim al
principi i al final.

Per tant, ajuntant tots els calculs anteriors, dp(a — ) — dp(a + ¢€)
és m+2K amb K ¢ Z+.

Aixd demostra la tercera igualtat de (9) i el Teorema de
Budan-Fourier. Ol
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Localitzacié de valors propis: Teorema de Gershgorin

Sigui A = (aj;) una matriu complexa n x n (a; € C).

Per a tot i,j € {1,2,...,n} definim:

n

r= Z |ajj| , Ri:={zeC: |z—aj| <ri},
J=Lj#i
n
g= Y laj, G ={zeC: |z- a5 < g}
i=1;ij

Teorema (Gershgorin)

Sigui A = (ajj) una matriu complexa n x n i sigui A\ un valor propi
d’A. Llavors, Ne |J!_{ Ri i\ € U?:j Cj. A més a cada component
connexa de |Ji_; R; (respectivament | Ji_; C;) hi ha tants valors
propis (comptats amb multiplicitat) com discs R; (respectivament
C;j) formen la component.

V.
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Localitzacié de valors propis: Teorema de Gershgorin (cont.)

El Teorema de Gershgorin per a una possible matriu complexa 7 x 7

%m
N

/
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Localitzacié de valors propis: Teorema de Gershgorin (cont.)

Exemple (Gershgorin)

Sigui
29 -3 4 0 O
1 —-12 1 -2 0
A=1|1 0 17 1 2
0 1 -2 -3 1
0 0O -2 0 4
que té,
W= oy =2 r3 =4 rp =4, rs =
c=2; o =4; c=09; c=3; Cs =
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Localitzacié de valors propis: Teorema de Gershgorin (co

Exemple (Gershgorin — cont.)

Si usem els discs C; tenim:

'A@l‘"m
CTAY,

Els discs sén disjunts dos a dos. Es a dir, cada component connexa esta
formada per un dnic disc. Llavors, cada disc conté un tnic valor propi.

Com que la matriu és real, els discs sén simetrics respecte de I'eix real i el valor
propi contingut a cada disc ha de ser real (altrament, n’hi hauria d’haver 2).
Per tant, els valors propis sén als intervals: [—16, 8], [-6,0], [1,7], [8,26] i
[27,31] i que cada un d'aquest interval conté un tnic valor propi.
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Localitzacié de valors propis: Teorema de Gershgorin (cont.)

Exemple (Gershgorin — cont.)

Si usem els discs R; tenim:

La situacié és analoga a la dels dics C; amb una localitzacié diferent:
[_167 8]7 [_77 1]7 [27 6]7 [137 21] [ [227 36]

Notem que intersecant aquests intervals amb els anteriors tenim una millor
localitzacié.
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Localitzacié de valors propis: Teorema de Gershgorin (cont.)

Exemple (Gershgorin — exemple analitic)

Volem localitzar les arrels reals i complexes del polinomi
zZ"™ 4 32"+ a, 12"+ -+ 3z +ay=0.

Considerem la matriu

—dp —dp-1 —dp-2 —d1 —Aao
1 0 0 0 0
A_| 0o 1 0 0 0
0 0 0 1 0

Veurem que el polinomi anterior és el polinomi caracteristic de la matriu
A. Amb aquesta finalitat calculem det(Ald —A), desenvolupant
successivament per la primera columna i usant que el determinant d'una
matriu triangular és el producte dels elements de la diagonal:
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Localitzacié de valors propis: Teorema de Gershgorin (cont.)

Exemple (Gershgorin — exemple analitic — cont.)

Ada, a1 a2 -+ ar ao
-1 A 0 -~ 0 0
det(Ald—4)=| 0 -1 A - 0 0
0 0 0 -1 A
dn—-1 an—2 a1 ao
A 0 0
= +an)\" !+ .
0 0 -1 A
an—2 ap-3 -"°-° ai ao
-1 X - 0 O
=A"+a A" ta A :
0 0 - -1 A
= =N+ a2 N T 2, A T ad - a.

Lluis Alseda
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Localitzacié de valors propis: Teorema de Gershgorin (cont.)

Exemple (Gershgorin — exemple analitic — cont.)

Ara, com que el polinomi que volem estudiar és el polinomi
caracteristic de la matriu A, podem usar Gershgorin per a localitzar
les arrels. Definim

n—1
c:=max{|ao|, lar| + 1, a2 +1,..., ap-a| + 1} i r:=)_ail.
i=0

Aixi,

spec(A) C (B(0,1) U B(—ap, r)) N (B(—an,1) U B(0,¢)).
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Localitzacié de valors propis: Teorema de Gershgorin (cont.)

Demostracié (del Teorema de Gershgorin)

Solament farem la demostracié de les fites per files. Les fites per
columnes es dedueixen de la mateixa manera usant la matriu AT
en lloc d’A ja que AT té els mateixos valors propis que A.

Sigui w = (wq, ws, ..., w,) # 0 el vector propi associat al valor
propi A. Existeix i tal que |w;| = ||w]|,, > 0 (és a dir |w;| > |w]|
per k =1,2,...,n).

Considerem la component / de I'equacié caracteristica Aw = Aw:

n
Ea;jvn/j:)\w,-(:)()\—a,, w; = E ajjw;.
j=1

J=Lj#i
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Localitzacié de valors propis: Teorema de Gershgorin (cont.)

Demostracié (del Teorema de de Gershgorin — cont.)

Afitant |'expressié anterior tenim

n n
N —aillwil < D lagliwl < | D0 lagl | wil = riwil
J=Ljti J=Lij#i

i, donat que w; # 0,
n
AN—aji| <<= \eR; C U Ry.
k=1
Aix0 acaba la demostracié de la primera afirmacié del teorema.

Ara demostrarem la segona afirmacid.
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Localitzacié de valors propis: Teorema de Gershgorin (cont.)

Demostracié (del Teorema de de Gershgorin — cont.)

Sigui D la matriu diagonal que té les entrades de la diagonal d’A
en el mateix ordre. Per a cada t € [0, 1] definim la matriu

A :=tA+ (1 —1t)D.
A; és una familia uniparametrica i continua de matrius que
comenca amb Apg = D i acaba amb A; = A. A més la diagonal
d’'A; coincideix amb la diagonal d'A per a tot t.

La demostracié consisteix a seguir els valors propis i els discs d’A;
comencant amb Ag i variant continuament el parametre t fins Az,
comprovant aixi que |'afirmacié es compleix per a cada t (veure la
figura de la transparéncia 174/175, que mostra 4 moments
successius del procés al variar t):
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Localitzacié de valors propis: Teorema de Gershgorin (cont.)

Demostracié (del Teorema de de Gershgorin — cont.)

Per construccid, el nombre r;(A;) corresponent a la matriu A; és
tr;. Denotarem R! := {z € C: |z — a;| < trj}.

La primera part del teorema ens diu que el conjunt dels valors
propis d'A; esta contingut a | J;_; R} per a tot t.

Notem que els valors propis de Ag = D sén a1, azp, . .., an, que, al
mateix temps sén els elements de la diagonal. Per altra banda, per
Ao tenim rp = rp =--- =r, = 0. En particular R; = {aj;} per a

cada i. Observem que si un element aj; apareix a la diagonal

m > 1 vegades llavors {a;;} és una component connexa de

Uk_1 Rk formada per m discs Ry (degenerats a un punt) mentre
que aquesta component conté m valors propis d’Ag = D. Aixo
mostra que |'afirmacié del teorema és certa per t = 0.

Ara anem a veure que aquest fet es conserva al moure la t.
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Localitzacié de valors propis: Teorema de Gershgorin (cont.)

Demostracié (del Teorema de de Gershgorin — cont.)

Els discs R,-t tenen mida tr;. Es va dir, augmenten de manera continua
sense que el seu centre es mogui de lloc. D’altra banda,

@ els elements de les matrius A; depenen continuament de t,

@ els coeficients del polinomi caracteristic d'una matriu depenen
continuament dels seus elements i, finalment,

@ les arrels d'un polinomi depenen continuament dels seus coeficients.
En conclusid, tots els valors propis d'A; varien continuament en t.
Si per un valor de t (inicialment per t = 0) a cada component connexa
de |J/_, R; hi ha tants valors propis (comptats amb multiplicitat) com

discs R;, aquesta propietat es mantindra al augmentar t mentre la
component connexa no intersequi amb una altra, ja que

@ la continuitat dels valors propis d'A; respecte de t i el fet que
@ els valors propis d'A; estan continguts a | J,_, Rf per a tot t,

no permet que aquests saltin a una altra component disjunta.
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Localitzacié de valors propis: Teorema de Gershgorin (cont.)

Demostracié (del Teorema de de Gershgorin — cont.)

Quan diverses components connexes intersequen (i passen a ser la
mateixa) els valors propis d'A; es poden canviar de disc de manera
continua dins de la component connexa (veure el cas 3 de la figura
de la transparéncia 174/175).

De tota manera, en aquest cas, el nombre de discs i de valors
propis d"A; que hi ha a la nova component connexa és la suma
dels nombre de discs i de valors propis d'A; que hi havia a les
components originals (que han quedat integrades a I'actual).

Donat que aquests nombres coincidien per hipotesi, les seves sumes
continuen coincidint i, per tant, la tesi del teorema es compleix per
a cada t. O
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Localitzacié de valors propis: Teorema de Gershgorin (cont.

Veure la pel-licula completa

2: Cada VaP és al seu disc

La zona
vermella és
prohibida
pels valors
propis:

han de ser
dins dels
discs

Aquest moviment
esta prohibit per
la continuitat

y o’

Localitzacié de valors propis: Teorema de Gershgorin 15/15

174/17

Zeros de funcions

Lluis Alseda Meétodes Numeric:




Lluis Alseda Meétodes Numerics: Zeros de funcions > » Index General 17




	Introducció
	Mètode de la bisecció
	Mètode de Regula Falsi
	Mètode de la secant
	Multiplicitat dels zeros
	Mètode de Newton
	Iteració directa — Mètodes de punt fix
	Teorema de l'Aplicació Contractiva i fites de l'error
	Ordre de convergència i control de l'error
	Mètode de Txebishev
	Eficiència computacional
	Mètode d'acceleració Aitken
	Mètode d'acceleració Steffensen
	Arrels de polinomis de grau baix
	Localització de les arrels de polinomis
	Separació de zeros de polinomis. Mètode de Sturm
	Més sobre localització de zeros de polinomis:  Teorema de Budan-Fourier i Regla de Descartes
	Localització de valors propis: Teorema de Gershgorin

