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Introduccid

Suposem que tenim una familia de funcions R — R que depenen
de n+ 1 parametres,
®(x; ag, ..., an)

on ap, ..., an sén els parametres. Suposem també que tenim n+ 1
punts {(x;, yi)}o-

El problema d'interpolacié de {(x;, yi)}!_, per ® consisteix a
determinar ag, ..., a, tals que

S(xi;a0,---,an) =yi, i=0+n.

Els {(xi, yi)}/_, es diuen punts de suport, els {x;}!_, abscisses de
suport i els {y;}7_, ordenades de suport.
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Introduccié (cont.)

Es diu que el problema d'interpolacié és lineal si ® depén
linealment dels parametres,

®(x; ag, ..., an) = agPo(x) + a1P1(x) + - -+ + anPn(x),
per exemple, la interpolacié polinomial,

®(x; a0, ...,an) = a0 + a1x + x> + - - - 4 apx",
o la interpolacié trigonométrica,

®(x;a0,...,an) = ao + are™ + 262X + ..+ a,e™.
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Introduccié (cont.)

Exemples d'interpolacié no lineal sén la interpolacié racional
(interpolacié de Padé),

ap + aix + -+ apx”

®(x;a0,...,an bo,...,bm) = bo - bix -t byx™’

i la interpolacié exponencial,

D(x; 80,580, A0y -5 An) = a0’ + a1eM* 4 ... 4 ap e’

També hi ha la interpolacié amb splines i d'Hermite (que té en
compte les derivades). Aquests tipus d'interpolacid, els veurem en
detall més endavant.
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Interpolacié de Lagrange. Existéncia i unicitat

Denotem per [1,, el conjunt de polinomis de grau < n. El problema
d’interpolacié de Lagrange consisteix a, donats {(x;,y;)}7_, C R?,
amb x; # x; per i # j, trobar P € I, tal que

P()=y, i=0+n. (1)

Proposicié

El problema d'interpolacié de Lagrange (1) té solucid dnica.
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Introduccié (cont.)

Abans de I'aparicié de les calculadores, la principal aplicacié de la
interpolacié era obtenir, a partir de taules, valors no tabulats (de
funcions trigonomeétriques, logaritmiques, distribucions de
probabilitat,...). En I'actualitat, la interpolacié continua essent
una eina fonamental per I'aproximacié de funcions, que és el
fonament d'altres métodes numerics, alguns dels quals els veurem
durant el curs. També és important per a la representacié grafica.

En aquest tema només tractarem la interpolacié polinomial i per
splines.
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Interpolacié de Lagrange. Existéncia i unicitat (cont.)

Demostracio
Per a veure I'existéncia de solucié, anem a construir-la explicitament.

Primer pensem en un problema més simple: Suposem que y, =1 i
que y; =0 peratot i # k, i € {0,1,...,n}:

X‘Xo X1 Xk—1 Xk  Xk+1 Xn
ylo o ... 0 1 0 .. 0

Considerem el polinomi:

Ak(x) = H(x —x)=(x—=x0) ... (x = xk—1) (X = Xkt1) - - - (X = Xn)-
i=0

iy

Llavors, el polinomi interpolador buscat és
oM(x) (x=x0) - (X = xk—1) (X = Xkq1) - (X — Xp)
L (x)

o )\k(Xk) N (Xk — X()) v (Xk - Xk—l)(Xk - Xk+1) 000 (Xk — Xn) ’ )
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Interpolacié de Lagrange. Existéncia i unicitat (cont.)

Demostracié (cont.)
Els polinomis Ly, ..., L, € 1, s'anomenen polinomis basics de
Lagrange, i verifiquen

|1 sii=],
L'(XJ)_{ 0 siij.
Aleshores, el problema d'interpolacié general

X’XO X1 Xk—1 Xk  Xk+1 Xn
Yy v yvi o Yeer Yk Yks1 oo Ya

el resol el polinomi

P(x) = yoLo(x) + y1L1(x) + - - - + yaLn(x) € M,

que, clarament, verifica P(x;) = y;, per i = 0= n.

v
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Interpolacié de Lagrange. Existéncia i unicitat (cont.)

x|-1 3 4
y|la B ~
Llavors,
. (x=3)(x—4) (x+1)(x—4) (x+1)(x—3)
P =i P e ne-9) e ne-3)
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Interpolacié de Lagrange. Existéncia i unicitat (cont.)

Demostracié (cont.)

Per veure'n la unicitat, suposem que P, Q € I, verifiquen
P(xi) = Q(x;) = yi per i =0+ n. Aleshores P—Q €, té n+1

zeros diferents, xq, ..., x,. Pel teorema fonamental de I'algebra,
necessariament ha de ser el polinomi zero, i per tant P = Q. [

Els polinomis basics de Lagrange donen un métode de calcul del
polinomi interpolador. Tot i que és interessant des del punt de vista
teoric, altres metodes que veurem més endavant sén més adequats
per calculs efectius. No obstant aix0, la férmula de Lagrange pot
ser interessant en situacions en les quals s'han de resoldre molts
problemes d'interpolacié per les mateixes abscisses de suport.
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Interpolacié de Lagrange. Existéncia i unicitat (cont.)

Demostracid re-visitada — usant sistemes lineals

Anem a imposar la condicié d'interpolacié (1) a un polinomi

geneéric
P(x) = ap+ aix + -+ + apx".
Obtenim
o + axo + @ ++ axd = v
a + ax1 + axi +-+ ax = n
)
a0 + axp + ax? +-+ apx? = y,

que és un sistema lineal (n+ 1) x (n+1).

Tindra solucié Unica si i només si el determinant de la seva matriu
de coeficients és no nul. )
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Interpolacié de Lagrange. Existéncia i unicitat (cont.)

Demostracié (re-visitada — usant sistemes lineals — cont.)

El determinant esmentat és

1 xo xg ooXy
1 x4 x% oo Xx{ =l B
: =TI =) =11 II i —x) #0,
, . i>j j=0 i=j+1
1 x, Xxj X}
que es diu determinant de Vandermonde. ]
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- Algorisme de Neville

Considerem els punts de suport {(x;, )}/ i, pera k < n, i una
successié {i, 1, ---,ix} € {0,1,2,...,n}. Denotem per

Pig.ir,....i € Mk (2)
I"Gnic polinomi que resol el problema d'interpolacié
Pigiy,.i(xi;) = fi;,  j =0+ k. (3)

Exemple n =2 (xo, o) = (0,1), (x1,f) = (1,3) i (x2, 2) = (3,2)

@ Py(x) és el polinomi de grau zero que satisfa Py(xo) = fy, i.e.
Po(0) = 1. Amb les notacions anteriors, Py = P;,, amb iy = 0.

@ Py2(x) és el polinomi de grau < 1 que satisfa Pga(xp) = fo i
P0’2(X2) = f2, és a dil’, P0’2(0) = ]., P0’2(3) = 2. Amb les

notacions anteriors, Po> = Pj, i, amb ip =0, i1 = 2.

@ Py12(x) és el polinomi de grau < 2 que satisfa Py 12(0) =1,

w

Algorisme de Neville 1/5

Lluis Alseda

Meétodes Numeérics: Interpolacié

Algorisme de Neville (cont.)

Vegem la recurréncia que déna lloc a I'algorisme de Neville en
forma de proposicid.

Proposicié (Algorisme de Neville)
Se satisfa

Pi(x) = f;, (4)

(x = Xi))Piy iy, (X) — (X = X0, ) Py iy iy (X) (5)

Xiy Xio

Piii(x) =

10501551k

Demostracié

La igualtat (4) és trivial. Per veure (5), denotem per R(x) la part
dreta de la igualtat i provem per induccié que satisfa (2) i (3).
Llavors, per unicitat del polinomi interpolador, tindrem

R(X) = 'Dl'oi1-~~l'k(x)'

|
| \

v
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Demostracié (cont.)

Es clar que (2) es compleix ja que
Pil,i27---7l'k(x)7 ’Dio,il,...,ik_l(x) € Mg_q.

Per altra banda,
R(Xfo)
R(Xik) =

a aala) = i,
P ilog ) = i

%)

degut a les propietats d'interpolacié de P;; ;. i P .

Finalment
R(x;) = (5 = %)y = 06 = xi)fy _ fi, j=1=k—1,
J xik _ Xio J
com voliem veure. O

v
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Algorisme de Neville (cont.)

Donat x, suposem que volem avaluar P(x), on P és el polinomi
interpolador de Lagrange amb punts de suport {(x;, f;)}"_,.
Segons les notacions anteriors, P(x) = Pg 1, a(X).

L'organitzacié dels calculs de la recurrencia (4), (5) en la segiient

taula
k=0 k=1 k=2
xo | fo = Po(x)
Po,l(X)
x| A= Pi(x) Po,1,2(x)
P1.2(x)
X2 fg = P2(X)

que s'omple columna a columna d'esquerra a dreta, es coneix com
a Algorisme de Neville.
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Metode de les diferencies dividides de Newton

Algorisme de Neville (cont.)
Exemple n =2 (xo, fo) = (0,1), (x1,f) = (1,3) i (x2, 2) = (3,2)

Volem avaluar el polinomi interpolador a x = 2, és a dir, volem trobar Py 1(2).
La taula de I'algorisme de Neville és

| k=0 k=1 k=2
xo=0|fh="P(>2)=1
Po,1(2) =5
x=1|f=P(2)=3 Po,12(2) = 10/3
Pi12(2) =5/2
xx=3|h="P(2)=2
Po1(2) (X_XO)PI(Q:iz_Xl)PO(X) (2—0)§:82_ Dl _ ¢
Pn(2) = (x — x1)P2(>)2 : E:; — x2) P1(x) _ = 1); : 52 ~3)3 _ g
AR G2 MO RICEEY G -0 -(2-35 _10

X2
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El metode de Neville és adequat per a avaluar el polinomi
interpolador a un punt una unica vegada, pero és ineficient per a
avaluar-lo diverses vegades. Per a aixo, el que voldrem és tenir
I'expressié general del polinomi interpolador i avaluar-la tantes
vegades com calgui. D'aix0 ens ocuparem en aquesta seccid.

Suposem que volem trobar P, € I, polinomi interpolador de
Lagrange amb punts de suport {(x;, f;)}7_,.

Es convenient escriure’l en la forma:

Pn(x) =ao + a1(x — x0) + a2(x — x0)(x — x1) + a3(x — x0)(x — x1)(x — x2)
+ o Fan(x —x0)(x —x1) ... (X — Xp—1) (6)
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Metode de les diferencies dividides de Newton (cont.)

En primer lloc, aquesta formulacié permet avaluar facilment el
polinomi interpolador mitjancant |'esquema de Horner, per exemple

P3(x) = a0 + (x — x0)|a1 + (x — x1)[a2 + (x — x2)a3]]. (7)
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Metode de les diferencies dividides de Newton (cont.)

Per altra banda, si imposem la condicié d’interpolacié a (6),

Aquest és un sistema d’equacions lineal (n+ 1) x (n+ 1),
triangular, que es pot resoldre recurrentment:

ag = fo,

a1 = (i —a0)/(x1 — x0),

ajy = (fg —dag — 21(X2 — Xo))/((XQ — Xo)(X2 — Xl)),. ..

En particular, té solucié dnica (i aquesta és una altra demostracié
d’existéncia i unicitat del polinomi interpolador).
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obtenim
fo = Pux) = ao
i = Pu(x1) = ao+ailxi—x)
fo = Pu(xs) = ao+ai(xn—x0)+ -+ an(xn—x0) - (X0 — Xn—1)

Metode de les diferencies dividides de Newton (cont.)

Per a estudiar el cas general introduim la notacié segiient:

Definicid

Sigui f : R — R funcié, {x;}%_, C R diferents dos a dos. Definim
la diferéncia dividida d’ordre k de f aplicada als arguments

X0, - - -, Xk, que denotarem per f[xp, ..., xx], com el coeficient de
grau més gran del polinomi interpolador de Lagrange amb punts de

suport {(x;, f(xi)) }io-

Nota

Les diferencies dividides estan ben definides degut a I'existéncia i
unicitat del polinomi interpolador.

| N\

A
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Metode de les diferencies dividides de Newton (cont.)

El polinomi interpolador de Lagrange amb punts de suport
n z
{0 Fa)) }iig s
Pn(x) = flxip] + flxig, xi ] (x = xip) + Flxig Xiy Xip | (x = xip ) (x — i)

4+ - Xy Xy - -5 X0 J(X = Xig (X — X)) .- (x = x5,_,)-

Demostracié

Recuperem les notacions de |'algorisme de Neville: per a
{io, ..., ik} €{0,...,n} denotem per P, I'inic polinomi de
grau < k que verifica Pio,...,ik(Xij) = f(x;) per j =0+ k.
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Metode de les diferencies dividides de Newton (cont.)

Demostracid

Observem que, per definicié, Pj, .. i, (x) — Pi,....i_4 (
polinomi de grau < k que té zeros Xy, ..., X ;.

x) és un

Per tant, existeix una dnica constant f;, _; tal que

Pi07~~~7ik(x) - Pio,~~~,ik—1(x) = f}07~~~7ik(x - Xio) CROC (X - Xik—l)‘

A més, com que Pj, ;. ,(x) té grau < k—1,f; i ésel
coeficient del terme dominant de P, (x).

Llavors,

PiO»-qu (X) — Pj ,~~~Jk—1(x) = f[xioa iy oo ’Xik](x - Xio) coc (X - ka—1)'
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Metode de les diferencies dividides de Newton (cont.)

Demostracié (Demostracié (cont.))

Aleshores, per la unicitat del polinomi interpolador,
Pn(x) = Pj,....i,(x) per a tota eleccié de iy, ..., i, i, per tant,

Pio.....in(x) =Piy. iy (X) + FXigs X5+« 5 X0, (X = X5) -+ - (X = X;,_,)
:Pi07---7in—2(x) + f[Xioa Xiyy oo - 7Xin_1](x - Xio) oco (X - Xin—z)

+ F[Xigs Xirs - - -5 Xi J(X = %) - - - (X — Xx;,_,)

=Pjy(x) + f[xio, xi ] (x — xip )+
+f[Xio’Xwaiz](X_Xio)(X_Xf1)+”'+ (8)

+ F[Xigs Xigs - - 5 Xi, J (X — X ) (X — i) - - (X — xi,_,)

A més, per definicid, P, (x) = f(xi, x;) = f[Xi]- O
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Metode de les diferencies dividides de Newton (cont.)

Metode de les diferencies dividides de Newton (cont.)

A la vista de la proposicié anterior, per a calcular el polinomi
interpolador ens falta una férmula (recursiva) per les diferencies
dividides.

Proposicié (Metode de les diferencies dividides de Newton)

Per x € R, se satisfa
flx] = f(x),

i, per n € N, xp,...,x, C R diferents dos a dos,

flx1, -y xa] — f[x0, - s Xn—1]

flxo0y- -y %n] = o
n

(9)

v
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Demostracié

La primera igualtat és obvia a partir de les definicions (ja la hem
justificat abans).

Per la Proposicié de I'algorisme de Neville, sabem que

_ (x=x0)P1,...n(x) = (x = xn)Po,...n-1(x)

PO,...,n(X) - X — Xo )
n
d'on
flx1, ..oy %n] — f[x0, - -y Xn—1]
flx05---,%n] = PR . (10)
n
O

v
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Metode de les diferencies dividides de Newton (cont.)

El calcul del polinomi interpolador de Lagrange mitjancant les
diferencies dividides de Newton se sol organitzar en una taula
semblant a la de I'algorisme de Neville:

Exemple n =2 (xo0,fo) = (0,1), (x1,) = (1,3) i (x2, ) = (3,2)

La taula de diferencies dividides és

Xo = 0 f[Xo] =1
f[Xo,Xl] =31 2
X1 = 1 f[X1] = 3

f[X07X1aX2] = _3_0 = _%

w
|

=l

N=

f[Xl,Xz] = = —

X2 = 3 f[Xz] =2

que s'omple per columnes, d’esquerra a dreta (observeu com es tradueix la recurréncia
(9) sobre la taula). El polinomi interpolador és, d’acord amb la proposicié anterior,

P(x) = f[xo] + flxo, x1](x — x0) + f[xo0, X1, X2](x — x0)(x — x1)
= 14+2x— gx(x—l).
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Metode de les diferencies dividides de Newton (cont.)

Exemple n =2 (xo, fo) = (0,1), (x1,f) = (1,3) i (x2, ) = (3,2) (cont.)

Noteu que els coeficients que entren al polinomi interpolador sén els de la part de dalt
de la taula de diferencies dividides.

Anem a trobar el polinomi interpolador per Neville:

Xo:0 PQ(X):fo:].

Po,l(X) =2x+1
xa=1|P(x)=h=3 Poi2=—3x*+Tx+1
Pia(x)=-%+1
=3 | PAx)=FHL=2

on els calculs intermedis per completar la taula sén

_(x=x0)P1(x) = (x —=x1)Po(x) _ (x—=0)3—(x—1)1

Po.i(x) = P = - =2x+1
Pra() =X Pel) — (= x)Pib) x| 7
X2 — X1 2 2
PO}LQ(X) :(X — XO)PIQ())Z : f(;( — X2)P0»1(X) — _gxz —+ %X ar 1
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Metode de les diferencies dividides de Newton (cont.)

Exemple n =2 (x, o) = (0,1), (x1,f1) = (1,3) i (x2, f2) = (3,2) (cont.)

El polinomi interpolador és, per tant,

P(x) = —gxz + 16—7x +1,
que coincideix amb el que haviem calculat amb diferéncies dividides (expandiu-lo). A

més,

flxo,x1] = 2 = coeficient de grau maxim de Po 1,
flxi,x] = —=1/2 = coeficient de grau maxim de P,
flxo,x1,x2] = —5/6 = coeficient de grau maxim de Py 1>,

d’acord amb la definicié de diferencies dividides.

Tot i que aqui ho hem fet amb finalitats il-lustratives, noteu que no és eficient trobar
I'expressié general del interpolador pel métode de Neville, donat que requereix
manipulacié simbolica. El métode de Neville és adequat per a avaluar el polinomi
interpolador a un punt una tnica vegada.
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Comparacié entre els diversos metodes

Hem vist tres meétodes de calcul del polinomi interpolador de
Lagrange:

@ usar polinomis basics de Lagrange,

o l'algorisme de de Neville, i

@ les diferencies dividides de Newton.

Si hem d’avaluar el polinomi interpolador de Lagrange P € I,
corresponent a determinats punts de suport {(x;, fj)}"_, una tnica
vegada (per exemple, només necessitem P(3)), la millor opcié és
usar |'algorisme de Neville, donat que ens estalvia construir
explicitament P(x).

Si hem d’avaluar P a diversos punts, llavors és més eficient
construir explicitament P(x) mitjangant les diferencies dividides de
Newton, i llavors avaluar-lo tants cops com calgui (aprofitant
I'esquema de Horner). Recordem que amb aquest algorisme podem
afegir nodes d'interpolacié i re-calcular el polinomi interpolador
sense perdre els calculs ja realitzats. Comparacis entre els diversos metodes 1/2
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Comparacié entre els diversos metodes (cont.)

L'expansié en polinomis basics de Lagrange és d'interes
principalment teoric. No obstant, hi ha una situacié practica en la
que pot ser interessant, i és quan hem de treballar amb diversos
polinomis interpoladors amb les mateixes abscisses de suport.
Concretament, si definim

(x —x0) .. (x = xi—1)(x = xix1) - .. (x — xn)

L,’(X) =

(X,' — Xo) N (X,' — X,'_l)(X,' — X,'+1) Ce (X,' — Xn),
llavors el polinomi interpolador de Lagrange amb punts de suport
{(xi, fi)}iig és

P(x) = foLo(x) + fAili(x) + -+ - + faln(x).
Si ara necessitem el polinomi interpolador amb punts de suport
{(xi, &)} (o sigui, només canviem les ordenades de suport), el
podem escriure com

Q(x) = goLo(x) + g1L1(x) + - + gnLn(x),
on les L;j(x) sén les mateixes d'abans.

Comparacié entre els diversos métodes 2/2
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Error a la interpolacié de Lagrange Error a la interpolacié de Lagrange (cont.)

.
Demostracié (cont.)

Sigui f : [a, b] - R dfalclasse C™ L {x;}7_, C [a, b] diferents dos a Suposem x ¢ {xo, ..., xn}. Considerem la funcié

dos, P € I, polinomi interpolador de Lagrange amb punts de f(x) — P(x)
suport {(xj, f(x;)) }1_o. Aleshores, Vx € [a, b], F(z) :=f(z) = P(z) —w(2)5(x), on S(x)= w(x)

f(n+1)(§(x)) (recordeu que x esta fixada, i noteu que S(x) és constant respecte
f(x) = P(x) = ——— 57 "wn(x), de z).
(n+1)! )
] Es immediat comprovar que F té n+ 2 zeros (respecte de z):

onw(x) = (x—x0)(x —x1)...(x —xn) 1 &(x) € (x0,--.,Xn,X) € X0, -+ s Xy X:

una funcié desconeguda de x. | o F(x) = f(x) — P(x) — w(x)S(x) = 0 — 05(x) = 0.

_ _ _ f(x)=P(x) _

7 )= e ==l g = =0

Fixem x € [a, b]. Ordenem-los i canviem-los de nom: siguin

(0) £(0) 0y ._
Si x = x; per i € {0,...,n}, aleshores w(x;) =0 i {& 7,67 &t = X0, - -, Xn, X}
f(xi) — P(x;) = 0; i el teorema es compleix escollint {(x) arbitrari. amb g(()o) < 5&0) << < 5,(321_ |
Error a la interpolacié de Lagrange 1/14 Error a la interpolacié de Lagrange 2/14
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Error a la interpolacié de Lagrange (cont.) Error a la interpolacié de Lagrange (cont.)

SRTISSHRED (€00
Ara, apliquem el teorema de Rolle n + 1 cops: Aillant S(x) de la férmula anterior tenim
1) (¢(n+1)
F té n+ 2 zeros: {61(0)}7201 Flrt )(§n+1 ) — 5(x) = f(x) — P(x)
Rolle pri¢ p + 1 zeros: {551)}7;“11, 5,(1) € (5,(3)1, ,(0)) (n+ 1)l i)
Rolle a ) 2 1 2 1 1 i només cal multiplicar per w(x).
= Frénzeos {731, P el g?) oty g o ) -

) Noteu que &, depen de x, donat que x surt a la llista de punts
R:H : amb la que comencem a aplicar Rolle. ]
= F(" té 2 zeros: {ff")}fir}, 5,(") € (5}1;1),5,("_1)) <
e o) g1 zerr (67} 60D € (60, 6)

Llavors tenim @ No tenim cap control sobre £(x), de manera que la fitacié més
fina de I'error d'interpolacié que podem fer és
+1 +1
0= F(n+1)(§,(711 )) _ f(n+1)(€'(1'_7+_1 )) — (n+1)!S(x), . ‘f(n+1)(y){
b
donat que : P és un polinomi de grau n i, per tant, la seva |f(x) — P(x)| < ye[(a’;]—i_ ol lw(x)|
derivada n + 1 és zero, i que w(z) és un polinomi monic de grau _ '
n+ 11, per tant, la seva derivada n+1 és (n+ 1) (on [a, b] el prenem tan petit com puguem). )
Error a la interpolacié de Lagrange 3/14 Error a la interpolaci6 de Lagrange 4/14
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Error a la interpolacié de Lagrange (cont.)

Observacions (veieu les figures de la plana segiient)

@ Per a abscisses equiespaiades, la funcié w(x) és simetrica
respecte de (xo + X5)/2 per n senar, antisimeétrica respecte
del mateix punt per n parell. La podeu dibuixar amb Maple fent
plot (mul(x-i/n,i=0..n), x=0..1);
(proveu diversos valors de i vegeu la figura segiient).

© Observeu que |w(x)| és més petita al mig que a les puntes.
Per aixo convé que les abscisses d'interpolacié estiguin
distribuides el més simetricament possible respecte del punt
on interpolem.

O La funcié |w(x)| creix molt rapidament fora de (x, ..., Xp).

Aixo ens diu que extrapolar (avaluar el polinomi interpolador
fora de I'interval generat per les abscisses d'interpolacid, i.e.,

fora de (xp, ..., xn)) és perillés i s’ha de fer amb compte.

v

Error a la interpolacié de Lagrange 5/14
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Error a la interpolacié de Lagrange (cont.)

Exercici (per lliurament suplementari)

Demostreu que per punts equiespaiats (és a dir, x; = xp + ih amb

hi= xa=)

l(w(x)] < A" Lnl.

Error a la interpolacié de Lagrange 7/14
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Error a la interpolacié de Lagrange (cont.)

fa\ /N A
00002 / / 0.00037 [ |
| \ X / \ |
02 04 06 08 1 0.0002 1|
0 | \ | |
| \ ‘ | ‘
| \ | \
. 1 | \ ‘ 0.0001 \
0.0002 | A\ | | I \ N\
| \ \ /
‘ \ /
| | | \ /
| | | | o \ / |
-0.0004 | \ | 0.2 / 04 06/ 08|
| | / / |
00006 || | . -0.0001 1 W
| \ | \
“ |
| |
0.0008 | | 0.0002
|
| |
—0001] | | \ 0.0003 \
% | ‘V‘

Figura: Representacié grafica de w(x) = (x — x0) ... (x — x,) amb
abscisses equiespaiades a [0,1] (x; =i/n, i=0+n), pern=5
(esquerra) in=6 (dreta). Error a la interpolacié de Lagrange 6/14
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Error a la interpolacié de Lagrange (cont.)

Exemple (sobre I'error d'interpolacid)
Considerem el segiient problema d'interpolacio:

100 | 101 | 102 | 103 1005
log(100) | log(101) | log(102) | log(103) || P3(100.5)

on P3(100.5) denota el valor obtingut al avaluar el polinomi
interpolador de grau 3 al punt 100.5.
En aquest cas,

FW(x)=-§.

v
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Error a la interpolacié de Lagrange (cont.)

Exemple (sobre I'error d'interpolacié — cont.)

Per tant,
6 .
log(x) — P3(x) = —m(x — 100)(x — 101)(x — 102)(x — 103) i
0g(100.5) — P5(100.5) = —zrvd (<) (<3) (-3)

amb £(x) € [100,103] (o, equivalentment, 15z < @ < 155)-

Llavors (suposant que log(100), log(101), log(102) i log(103) siguin

exactes),

6-3-5 15 1
log(100.5) — P3(100.5)| = <&
|log(100.5) — P5(100.5)| €4 (x)-41-2-2-2-2 ~ 64100

~2.34-107°.

Error a la interpolacié de Lagrange 9/14
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Error a la interpolacié de Lagrange (cont.)

Observacié

Una altra expressié per I'error d'interpolacié és

f(x) — P(x) = f[xo, - - . , Xn, X]w(x), (11)
donat que

f(x) = f[xo] + f[x0, x1](x — x0) + - - + f[x0, . - -, Xn] (X — X0) - . . (X — Xn—1)

=P(x)

+ flxoy .-y Xn, X](x — X0) - - . (X — Xn—1)(X — Xn)

i aquesta igualtat se segueix la unicitat del polinomi interpolador i
del fet que la part de la dreta és |'expansié en diferencies dividides
del polinomi interpolador als punts {(xo, f(xp)),- - -,

(Xm f(xn))a (X7 f(x))}

D'acord amb aquesta observacid, tenim el segiient

Error a la interpolacié de Lagrange 11/14
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Error a la interpolacié de Lagrange (cont.)

Exemple (sobre I'error d’interpolacié — cont.)

Si log(100), log(101), log(102) i log(103) no fossin exactes
tindriem

100 | 101 | 102 | 103 | 1005

log(100) & £1 | log(101) £ &> | log(102) % e5 | log(103) + &4 || P5(100.5)

on |e1|,|ezl, le3] i ea] < €i 133(100.5) és |'aproximacié de
P3(100.5) tenint en compte els errors. En aquest cas,
‘P3(100.5) - /’53(100.5)‘ <6

per un cert § que podem estimar amb la férmula de propagacié
d’errors, i

‘Iog(lOO.S) - 53(100.5)( < |log(100.5) — P5(100.5)| + ‘P3(100.5) — P4(100.5)
~2.34-107° + 6.

v
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Error a la interpolacié de Lagrange (cont.)

Corol-lari

Sigui f : [a, b] = R de classe C"™1, {xo,...,x,} C [a, b] diferents
dos a dos, x € [a,b], x ¢ {x0,...,Xxn}. Aleshores existeix
&x € (x0,.-.,%n, X) tal que

Frt (&)

flxo0y .-y Xnyx] = (1)

Observacié

| \

Noteu que el que hem provat equival a dir que per {x;}"_,

diferents dos a dos existeix £ € (xp, ..., Xxp) tal que
£(n)
flxo0s- - xn] = nl(é).

Noteu també que |'ordre de la derivada és el nombre d'arguments
menys un.

o

Error a la interpolacié de Lagrange 12/14
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Error a la interpolacié de Lagrange (cont.) Error a la interpolacié de Lagrange (cont.)

Proposicié (simetria de les diferéncies dividides)

|

Demostracié Siguin {x;}_, C [a, b] diferents dos a dos, f : R — R funcig,

Sigui P(x) el polinomi interpolador als punts o € 5p permutaao. Aleshores

{(x0, F(x0))5 - - - (Xn, F(xn))}

L'error d'interpolacié és, d'acord amb el teorema i observacié

anteriors, v
Demostracid

flx0,- s Xn]l = f[X5(0)5 - - - » Xo ()]

v

FIrH1(&) En les notacions de la proposicié de la recurréncia de I'algorisme de
f(x) = P(x) = ———=xw(x) = f[x0, -, xn, X]w(x), )  Proposieio Ny S
(n+1)! Neville, f[xo, ..., Xs] és el coeficient de grau maxim de Py p, i
f[Xs(0)s - - - » Xo(n)] és el coeficient de grau maxim de P, (), . (n)-
i, com que x ¢ {xi}"_,, podem dividir per w(x) i tenim la igualtat Perd Po,_n i Py()....o(n) resolen el mateix problema d'interpolacié
que voliem. D) de Lagrange, i, per unicitat de solucié del problema d'interpolacié
de Lagrange, han de ser iguals. [
.
Error a la interpolacié de Lagrange 13/14 Error a la interpolacié de Lagrange 14/14
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Interpolacié en nodes equiespaiats Interpolaao en nodes equiespaiats (cont.)

Demostracid

Direm que les abscisses d'interpolacié sén equiespaiades si . - , .
Demostrarem el lema per induccié. El cas n =1 és un calcul

Xi=xp+ ihperi=0,1,...,n amb h::X"_XO. directe: f(x1) — f(xo)
n Af(x0) = F(xo + h) — F(x0) = h—2——20 — hf[xg, x1].
X1 — Xo
Definicié Ara suposem que el lema és cert per k i demostrem-ho per k + 1.

Af(x) = f(x+ h) — f(x) i
A" (x) = A (A"f(x)).

AL (x0) = A (Akf(xo)) — A*F(x) — A (x0)

= k! . hk . (f[Xl, 500 ,Xk_|_1] — f[Xo,Xl, 500 ,Xk])
El lema segiient dona una férmula per a calcular les diferencies — k- b5 (k+1)h- flx, ..o Xkq1] — Fxo, xt, - oo Xk
dividides a partir de les diferencies A™1f(x). ' Xk+1 — X0

= (k+ 1) A fxox, ..o Xiq1]-

A"f(x0) = n!-h" - f[xo, X1, .-, Xn]. O]

Interpolacié en nodes equiespaiats 1/7 Interpolacié en nodes equiespaiats 2/7
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Interpolacié en nodes equiespaiats (cont.)

Exemple (Férmules de la suma de quadrats)
Volem trobar les férmules per 1¥ 425 + ... + n¥ sabent que sén
un polinomi Py1(n) de grau k + 1 avaluat a n.
Comencem amb k =1: S(n) =1+2+---+ n. Tenim
n |0|1]2]3]4]|5
S(my[0[1[3[6]10]15
i la corresponent taula de diferéncies és:
x  f(x) Af(x) A%f(x) A%(x)
0 0
1
1 1 1
2
2 3 1
3
3 6 1
4
4 10 1
5
5 15
Interpolacié en nodes equiespaiats 3/7
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Interpolacié en nodes equiespaiats (cont.)

Exemple (Férmules de la suma de quadrats — cont.)
Anem a fer ara k =2: S(n) =11 +22+ ... + n2.
Tenim:
x f(x) Af(x) A%f(x) A3f(x)
0 0
12
1 1 3
22 2
2 5 5 0
32 2
3 14 7 0
42 2
4 30 9
52
5 55 |
Interpolacié en nodes equiespaiats 5/7

Interpolacié en nodes equiespaiats (cont.)

Exemple (Férmules de la suma de quadrats — cont.)

Llavors, pel lema anterior usant el fet que h =1,

S(n) = flxo] + f[xo0, x1](x — x0) + f[x0, x1, X2](x — x0)(x — x1)

X 2 X
= #(0) + 2100 )+ BTN (- )
:O+%(n—0)+%(n—0)(n—1):n+n(nz_l) = n42—1‘

Interpolacié en nodes equiespaiats 4/7
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Interpolaao en nodes equiespaiats (cont.)
Exemple (Férmules de la suma de quadrats — cont.)

Metodes Numerics: Interpolacié

i, per tant,
S(n) = f(x0) + Afl(lxo) (x —x0) + %FXO)(X —x0)(x — x1)
3
+ %()(x —x0)(x — x1)(x — x2)
=0 3 1 2 1 2
= +n+§n(n— )+6n(n— )(n—2)

:%n(n-l-l)(n-i-%).

Es pot veure a I'exemple que les columnes A2 en el primer cas i
A3 en el segon sén constants. Aixd es verifica, en general, en el
cas de polinomis com mostra el corol-lari seguient.

Interpolacié en nodes equiespaiats 6/7
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Interpolacié en nodes equiespaiats (cont.) Interpolacié d'Hermite. Existéencia i unicitat

En aquesta seccié volem trobar polinomis dels quals, a més de
prescriure’n valors, volem prescriure valors de les seves derivades.

Corol-lari (Test de “polinomialitat”)

Suposem que la funcié f és un polinomi de grau n i que la
interpolem en nodes equiespaiats. Llavors, Concretament, donats

o {xj}", CR, verificant xp < --- < xp, (abscisses
d’interpolacid),

o {n;}™, C N (ordres maxims de derivacié decrementats en una
unitat),

° {y,.(k)},-:o+m7k:0+,,i_1 C R (ordenades d'interpolacid),

A"f(x) = constant.

Demostracié

| \

Pel lema i corol-lari anteriors,

A"f(x)=n!-h"-f[ ]—nl.h".w_hnf(n)(g)
o oA Al n X cerquem H, € I, amb

amb & € (xo, Xp)- no+nm+---+np=n+1

Si f és un polinomi de grau n, f(") = constant. Aixd acaba la tals que

demostracié del corol-lari. my H,(,k)(x,-) = y,.(k), i=0+m, k=0-=+n—1.

Interpolacié d’'Hermite. Existéncia i unicitat 1/4
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Interpolacié d'Hermite. Existéncia i unicitat (cont.) Interpolacié d'Hermite. Existéncia i unicitat (cont.)

Proposic

El problema d'interpolacio d’Hermite té solucid tnica.

Suposem que cerquem Hs € [5 verificant

Observacié
El problema d’interpolacié de Lagrange és el cas particular
n=n=--+=n,=1.

HS(]-) =1L H5(2) = 4, H5(3) =0,
() =2 H(2) =5,
HI(L) = 3.

| \,

Demostracié

Llavors, en les notacions anteriors, - o e -
Vegem primer la unicitat. Siguin Hy, H> € I, solucié del problema

xo =1, x1 = 2, x» = 3, d'interpolacié d'Hermite. Aleshores
ng =3, n =2, n, =1,
k k k . . .
VO —1 O O HO ) = HF ) =y®, i=0+m, k=0+n—1.
%2) ) 1 ) El polinomi @ := Hy — Hy té ng +ny + -+ + ny, = n+ 1 zeros
Yoo =9 comptant multiplicitats. Com que és de grau < n, pel teorema

fonamental de I’Algebra necessariament Q = 0.

v
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Interpolacié d'Hermite. Existéncia i unicitat (cont.)

Demostracié (cont.)

Per veure'n |'existéncia, considerem un polinomi general

X) = ¢ 1X + - nX u<n. P(x 2 ucioé
P co+cix+ -+ c,x" de grau < n. P(x) sera solucié del
problema d'interpolacié d’'Hermite si i només si

P(k)(x;):yi(k), i=0+m, k=0+n—-1

Aquest és un sistema d’'equacions lineals en ¢, ..., c,, de
ng+ny+---+ nn=n+1 equacions i n+ 1 incognites. Com que
sabem que té solucié (nica, la seva matriu de coeficients
necessariament és no singular, i per tant té solucid. O

v
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Calcul del polinomi interpolador d'Hermite

Es pot fer mitjancant les diferéncies dividides de Newton, de
manera completament analoga a la interpolacié de Lagrange.

D’ara endavant, els parells
0 -1
(XOJ’(S ));---7(X07Yén0 ))a

(X17y£0))7 sy (X17y1(n171))7

(s Y, s (s i),
els denotarem per:

(507 fb): ceey (gnofla fn071)7
(51707 fno)’ RN (fno—i-nl—l, fno—l—nl—l)’

(£n0+_..+nm71, fno+---+nm,1), s (gnoJr---Jrnm*l? fno+---+nm*1)

(recordeu que ng + -+ 4+ nym — 1 =n).

Calcul del polinomi interpolador d’Hermite 1/7
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Calcul del polinomi interpolador d'Hermite (cont.)

Com que xp < x1 <+ < Xm, tenim &g < &1 < --- <&, El
polinomi interpolador d'Hermite és

Ha(x) = fl] + f[€o, §1](x — &o) + F[€o, &1, §2](x — &o)(x — &1)
4+ oy Enl(x = o) (x = &1) - (X — &n-1)

Ara,el calcul de les diferencies dividides donat per la Proposicio
de la recurréncia de les diferencies dividides, s'ha de modificar,
donat que poden haver-hi arguments repetits.

Observem que |'expressié

flxiy ... xn] = f[x0y- -+ Xn—1]

Xpn — X0
no esta definida quan x, = xg.

Calcul del polinomi interpolador d’Hermite 2/7
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Calcul del polinomi interpolador d'Hermite (cont.)

Per a resoldre aquest problema usarem el resultat que diu que per
punts diferents dos a dos, existeix &x € (xp,. .., Xxn) tal que

F (&)
flxo0s- -y %n] = 7IX,
n!
i farem un pas al limit:

. (&) F(x)
f[xo0, X0, - -, X0 z)qlg)nx0 fxos -+ Xn] :X]![PXO PR

n+1 x2jx0 X2._..)X0

Xpn—>X0 Xn—>X0

Aixo justifica la seglient definicié generalitzada de les diferencies

dividides: FlEstyobin]— i 1]
‘ o si & # Sitjs
Fl&iy - &irj] = yj_(f) si & =&y
on / és tal que xp = &;
(noteu que si & = &4, llavors & = &1 = Eipo = -+ = &jyj).

Calcul del polinomi interpolador d'Hermite 3/7
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Calcul del polinomi interpolador d'Hermite (cont.)

Exemple (continuem I'exemple anterior)

Siguin {x;}2_q, {ni}2, i {yiU)}i:0+2J:0+ni_1 donats per les taules

i |0 1 2 N0 1 2
Gy | 0|1 4 6

X 1 2 3 y.

n|3 2 1 I LA e

! 2 |3
Amb les notacions anteriors,
50 = X0, 51 = X0, 62 = X0, 53 = X1, 54:)(1’ 55 = X2,
=y A=y 6=y, 5=y a=yY, £=y"

V.

Calcul del polinomi interpolador d’Hermite 4/7
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Calcul del polinomi interpolador d'Hermite (cont.)

V.

Exemple (continuem |'exemple anterior)
Obtenim,
1 1
2
1 1 3/2
2 -1/2
1 1 1 3/2
3 1 —13/8
2 4 2 —7/4
5 —5/2
2 4 -3
2
8 6
i, per tant, el polinomi interpolador d'"Hermite buscat és
Calcul del polinomi interpolador d'Hermite 6/7
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Calcul del polinomi interpolador d'Hermite (cont.)

Exemple (continuem |'exemple anterior)

Els calculs es poden organitzar aixi:

X0 f[Xo]
f[Xo,X()]
X0 f[Xo] f[Xo, X0, Xo]
f[x0, x0] f[x0, X0, X0, X1]
X0 f[Xo] f[Xo,Xo,Xl] f[Xo,X(),Xo,Xl,Xl]
f[Xo,X1] f[Xo,Xo,Xl,Xl] f[Xo,Xo,Xo,Xl,Xl,XQ]
xi | flx] f[x0, x1, x1] fxo, %0, x1, X1, 2]
f[Xl,X1] f[Xo,Xl,Xl,Xg]
X1 f[X1] f[Xl, X1, X2]
fx1, x2]
X2 f[XQ]
on
ol = ¥, flal = 12, el = ¥5°,

f[xo0, x0] = yél)/ll, flx,x] = yl(l)/l!, f[x0, X0, X0] = yéz)/2!.
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Calcul del polinomi interpolador d'Hermite (cont.)

Exemple (continuem I'exemple anterior)

Hs(x) = f[xo] + f[x0, X0](x — x0) + f[X0, X0, X0] (X — X0)?
+ f[x0, X0, X0, x1](x — X0)*
+ f[XO)X07X07X17X1](X - X0)3(X - Xl)

+ f[X07X07X03X17X17X2](X - XO)3(X = X]_)2

:1—|—2(X—1)—|—g(x—1)2—%(x—1)3

3 13
+5(x =1 (x=2) - Fx - 1)(x - 2)%

U)

Comproveu que es compleix Héj)(x,-) =y;
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Error a la interpolacié d'Hermite Error a la interpolacié d'Hermite (cont.)

Tenim un resultat analeg al del cas de Lagrange.

Teorema

Sigui f : [a, b] — R de classe C", {xo,...,xm} C [a, b],

X0 <x1<-<Xm, {N0y---sMm} CN, ng+---+nn=n+1.
Sigui H,, el polinomi interpolador d’Hermite corresponent, i.e.,

H(k)() f(k)( ), i=0+m, k=0=+n;—1.

Aleshores, per tot x € [a, b] existeix {x € (Xo, - - -, Xm, X) tal que

n+ 1
F) — Hoo) = &) oy

(n+ 1) SE=eai

Error a la interpolacié d’Hermite 1/5
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Demostracié
Només fem un cas particular (en general és molt pesat).
Suposem m=2,np=2,n =1, n=3,donn=>5.
Fixem x € [a, b].
Si x = x; per a algun i les expressions a ambdds costats del signe
igual sén 0 i podem prendre qualsevol &,.
Suposem x # x; per i =0+ m i definim
F(x) := f(z) — Hs(z) — w(z)S(x), on
S(x) := %, i

w(x) = (z— X0)2(Z —x1)(z — x2)3

(noteu que S no depen de z).

v
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" Error a la interpolacié d'Hermite (cont.) [} Error a la interpolacié d’Hermite (cont.)

Degut a les propietats d'interpolacié d'Hs, F té zeros xp, x1, X2 i X:

(*] F(X,') = (f(X,) — H5(X,')) — w(x;)S(x) =0-— OS(X) =

0 F(x) = f(x) — Hs(x) — w(x) L=t — 0.
Escrivim-los ordenats i repetits amb multiplicitats, i apliquem el teorema de
Rolle sis vegades (per concretar suposem que x € [x1, x2]):

F s'anul-laa xo xo X1 X X X2 Xo
— F'sanullaa x &Y & &Y % x
= F" s’anul-la a ff) ff) gff) §é2) X2
— F" s'anul-la a §3) 5;3) _5,3) é3)

— F® s'anul-la a §£4) §é4) §é4)
— F® s'anul-la a ) )
— F® s'anul-la a §é6)

on l'element de cada fila esta inclos a I'interval obert format pels dos elements

més propers de la fila anterior.
v

Error a la interpolacié d’'Hermite 3/5

Lluis Alseda Meétodes Numerics: Interpolacié ta llicencia immons (©OSC)

Demostracié (cont.)
Ara prenem &, := £é6) € (X0, X1, X2, X), | tenim

0= FO)(&,) = rO(£,) — 615(x),
ja que Hé6)(x) =0 w®(x) = 6!. Per tant,

F(x) = Hs(x) _ ¢\ _ FO&)
w(x)5 =50 = 6!

i només cal multiplicar per (x — x0)%(x — x1)(x — x2)3. O
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Error a la interpolacié d'Hermite (cont.)

Lluis Alseda

Observacié

Per m =1, el polinomi interpolador d’'Hermite és el polinomi de
Taylor, donat que np = m+1,

Ho(x) = flxo] + f[x0, x0](x — x0) + f[x0, X0, X0](x — x0)?

+ -+ + f[xo, ’.7—.F.1,Xo](X —x0)"
= f(x0) + f'(x0)(x — x0) + f S(O)(X = XO)2
+ -+ f"-/ ( )(X X())n.

A més, l'error d'interpolacié d'Hermite és, en aquest cas, la resta
de Lagrange del polinomi de Taylor:

AR ()

o X x0)"".

F(x) — Ha(x) =

Error a la interpolacié d’Hermite 5/5
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Interpolacié per splines (cont.)

Lluis Alseda

1.

0.

2 Figura (Fenomen de Runge):
corba vermella és la funcié de
Runge f(x) = ;15:2 a l'interval
[-1,1]. La corba blava és la grafica
del polinomi interpolador de grau 5
(amb 6 nodes d'interpolacié
igualment espaiats). La corba
verda és la grafica del polinomi
interpolador de grau 9 (amb 10
nodes equiespaiats).

Notem que, d'acord amb la teoria,
I'error entre la funcié i el polinomi
interpolador és zero mentre que

2 I'error fora dels nodes d'interpolacié

empitjora per als polinomis d’ordre
superior.
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Interpolacié per splines

Comencem aquesta seccié fent paleses algunes limitacions de la
interpolacié de Lagrange, que fan necessari considerar altres tipus
d'interpolacié.

Suposem que volem aproximar f : [a, b] — R. Prenem
a=xp <x1<---<x,=Dbiconsiderem P,(x) polinomi
interpolador de Lagrange a {(x,, f(x,)) . Pot semblar que
pujant el grau (és a dir el nombre de nodes) podem millorar
arbitrariament |'aproximacié, és a dir,

Vx € [a,b], Pn(x) =X f(x).

Aix0 no és cert en general com mostra |'exemple segiient degut a
Runge (que ha donat nom al que es coneix com fenomen de
Runge).
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Interpolacié per splines (cont.)

Voldriem un procediment interpolador que

@ Mantingués una certa regularitat global.

@ Permetés millorar |'aproximacié arbitrariament en augmentar
el nimero de nodes.

Una manera natural d'aconseguir el segon punt seria usar no un
polinomi interpolador de grau elevat, sind diversos polinomis
interpoladors de grau més petit. Llavors, si volem tenir regularitat
globalment, cal que empalmin de manera suau.

Aix0 porta de manera natural a la nocié de spline.
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Interpolacié per splines (cont.) Interpolacié per splines (cont.)

Treballarem amb splines clibics, que sén els més emprats. De fet hi

. . . i ha teories que mantenen que la regularitat que pot percebre I'ull
Don;.at.}m_ interval tancat [a, b], direm que A := {xi}{_o n'és una huma és C2. Aixd fa ideals els splines ciibics (que sén d'aquesta
particio sia = xp < x1 < -+ < Xp-1 < Xp = b. Els punts x; classe de regularitat) per a representar grafiques “suaus”.

s'anomenen nodes.

Definicié

Definicié Siguin {(xi, i)}y C R? amb xo < x; < -+ < x,. Anomenarem
spline ctibic interpolador amb punts de suport {(x;,yi)}"_o C R? a
tota funcié s € S3({xj}}_,) verificant

| A\

Un spline de grau p associat a la particié A := {x;}"_, d'un

interval tancat [a, b] és una funcié s : [a, b] — R de classe CP~?
verificant s(xi) = yi, i=0=n.
€ M, Vi=0+n-1.

S| [xi,Xi 1]

Denotarem per S,(A) el conjunt d'splines de grau p associats a A.

Observacié

| A\

S1(A) correspon a interpolar linealment entre els nodes, mentre
que Sz(A) correspon a la interpolacié parabolica.

Interpolacié
per splines
5/27

v

Interpolacié per splines 4/27

Lluis Alseda Meétodes Numeérics: Interpolacié

Lluis Alseda Meétodes Numeérics: Interpolacié @086 ! nel

Interpolacié per splines (cont.) Interpolacié per splines (cont.)

Donats els punts de suport {(x;, y;)}?_, amb
ilo 1 2 Anem a determinar condicions d'existéncia i unicitat de splines
x |10 1 2 cubics interpoladors.
yi|l 0 3 Fixem {(xi,yi)}_o punts de suport amb xp < x; < --- < X,. Per a
I'spline cubic interpolador corresponent és: s € S3({x;}"_,) qualsevol, i denotem
i= !
o 3 - o . , 20 a3
s(x) = so(x) =1-2x+x . Sf x € [0,1], 5= s‘[x,-,xm] =:aj0+ aj1x + aj2x" + aj3x".
si(x) =3 —-8x+6x— x> sixe([l2].
[Foea @ G Tenim un total de 4n coeficients a determinar.
s0(0) =1, so(1) = s1(1) =0, s1(2) =3,
so(1) =s1(1) =1
(1) = s1(1) = 6 J

Interpolacié per splines 6/27 Interpolacié per splines 7/27

©O50)

Lluis Alseda Meétodes Numerics: Interpolacié ©Oe0) de enera Lluis Alseda Métodes Numerics: Interpolacié




Interpolacié per splines (cont.)

Comptem el nombre de condicions:
o Regularitat: per a que s € C?([xo, x,]), cal demanar

si—1(xi) si(xi)
siaa(x) = si(xi) i=1l+n-1,
siq(xi) = s(x)
que ddna un total de 3(n — 1) condicions.
o Interpolacio: cal
s(xi)=yi, i=0-=n,

que sén n+ 1 condicions.

En total tenim 3(n —1) 4+ n+1 = 4n— 2 condicions. Per igualar el
nombre de coeficients a determinar, ens calen dues condicions més.
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Interpolacié per splines (cont.)

Noteu que totes les condicions que hem proposat sén lineals en els
coeficients i, com que tenim tantes equacions com coeficients a
determinar, |'existéncia de solucié equival a la unicitat. Anem a
trobar un algorisme de calcul, del qual se'n seguira |'existencia de
solucié (i per tant la unicitat).

Definicid

Per a s € S3({xi}]_y). definim els seus moments per

M; = s"(x;).

Nota:

Si s és spline interpolador d'Hermite, natural o periodic, els seus
moments el determinen completament.

| N\

v

Farem la deduccié pel cas d'splines naturals (encara que quasi tota
la deduccié és valida pels tres cassos).
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Interpolacié per splines (cont.)

Se sol triar entre:
e condicions d’extrem d’Hermite: : per y{, y, € R donats,

demanem
s'(x0) =y0, () =yn (12)
@ condicions d’extrem naturals: : demanem
s"(x0) = " (xn) = 0, (13)
@ condicions d’extrem periodiques: : demanem
s'(x0) = ' (xn), §"(x0)=5"(xn). (14)

Noteu que, perqué aixo tingui sentit, cal que yg = yn!!

Els corresponents splines es diuen d’Hermite, naturals o periodics,
respectivament.
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Interpolacié per splines (cont.)

Recordem que haviem definit s; := s‘[X, xisa] € 3. Per tant,
1R+
s;’ € My d'on, interpolant els nodes (xj, M;) i (xj+1, Mi+1) emprant

polinomis basics de Lagrange, tenim

SI{/(X) — Miw + Mi—i—lg
Xi — Xi+1 Xi41 — Xi
= Miixi+1 X4 Mi+1x - Xi,
hiy1 hit1
on hem denotat: hi = x; — xj_1, i=1-+n.
Integrant dos cops:
2 2
Xiy1 — X X — X;
Sf(X):—MiMﬁLMiH( /) + G,
2hiy1 2hit1 (15)
3 3
Xiy1 — X X — X; ~
S,'(X) = M,’M + Mi.}-lu + C,'(X — X,') + G;.
6hit1 6hii1
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Interpolacié per splines (cont.)

Les constants d'integracié C; i C; es dedueixen de les condicions
d'interpolacié:

~ h?
vi = si(x) = G =y — Mi—1
sy by (19
Yir1 = si(xiy1) = G = Il A (Miy1 — M) sy

hit1 6

Les expressions anteriors ja permetrien avaluar s;(x) per /i arbitraria
(donats els moments), pero és més practic (per estabilitat numerica
i perqué permet usar I'esquema de Horner) usar |'expressié

[ si(x) = aj + Bi(x — xi) + 7i(x — x;)® + 8i(x — x;)3, ]

(que, per unicitat de I'interpolacid, coincideix amb s;).
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Interpolacié per splines (cont.)

Seguidament calculem els moments imposant continuitat de la
primera derivada: per i =1+ n—1, volem

si_1(xi) = si(x)-

Usant (15) i (16), obtenim

hi yi—yi1 hj
> T h ( 1%
h: Ly h:
— M i+l Yite1 — Vi (Misq — M;) i+1 (17)
2 hit1 6
d'on
hi hi + hjq1 hivi  Yiv1—Yi  Yi—Yi1
Mi1— + M, M; = - .
g i3 T Mg his1 h;
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Interpolacié per splines (cont.)

Ara anem a deduir els coeficients «;, 8;,7; i 0;.

ai =si(xi) =y,
—v OM-+ M-
8 = 5,{(Xi) _ Yielr — Vi i+ M hi+1a
hit1 6
1 Mi;
Yi = ESI{I(XI') = 7,’
1 M;i1 — M;
5= 1oy = Miv1 = Mi
i = g% ) 6hi1

(recordeu que s/'(x;) = M; per definicié dels moments).
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Interpolacié per splines (cont.)

Multiplicant la darrera equacié per 6/(h; + hi+1), obtenim

[,u,,'Mi—l + 2M,’ + )\,'M,'_H = d,',] i=1+n-— 1, (].8)

essent
h; h;
pi= A=
hi + hit+1 hi + hit1
__ 6 (yi+1 —Yi Vi~ }/i—1>
" hi+hipz\ hig hi

Per a determinar My, ..., M, (total n+ 1 moments) hem
d'especificar quin tipus d’splines prenem i aixo ens determina les
condicions a la frontera.

Com hem dit considerarem splines cubics naturals.

Interpolacié per splines 15/27

Lluis Alseda Meétodes Numerics: Interpolacié (@)




Interpolacié per splines (cont.)

Cas natural: Per definicié tenim:
My =5"(x0) =0l
0= o) (19)
M, = s"(xn) =0,
Ara, de I'equacié (18) amb / =1 tenim:
1Mo +2My + AMiMp = di <= 2My + A\ M = di, (20)
i,peri=n—1,
,un—an—Z +2Mp1 + ApoiMy = dp1 = (21)

pn—1Mp_2 +2M,_1 = dp_1.

Ajuntant (18) amb (19), (20) i (21), hem provat
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Interpolacié per splines (cont.)

Exemple (Interpolacié per splines)

Anem a determinar |'spline cibic natural amb punts de suport
donats per la seglent taula:
i

Xi
Yi

N[ R o
BN =
w| w| N
= w
N o &

Primer trobem els moments. Sabem que My = My = 0, i que els
altres moments satisfan el sistema d’'equacions:

Tenint en compte que
2 X\ O My di h; =1Vi=1-=4,
w2 2 Ao My | = o teni.m:
0 us 2 M3 ds i A i d;
112 —9
on i, A\j i d; sbn els que apareixen a 2|11/2 1/2 -3
la proposicid. 3 1/2 9

v
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Interpolacié per splines (cont.)

Proposicid

Siguin {(x;, yi)}"_o C R? punts de suport, xg < - -+ < x,. Sigui

s € S3({xi}7_,) el corresponent spline cibic natural. Aleshores,

My = M, =0 i els moments My, M,, ..., M, — 1 de I'spline satisfan el
segtlient sistema d’equacions

2 )\1 Ml dl
2 2 X M, d»
Hn—1 2 My 1 dn—1
on . hi __hin
M’_hi+hi+17 " b+ hig’
6 Yier—Yi  Yi—VYi-1
d; = - .
hi + hiy1 ( hit1 hi )

peri=1=+n—1.

v
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Interpolacié per splines (cont.)

Exemple (Interpolacié per splines — cont.)

Resolem el sistema per Gauss:

2 1/2 0 |-9 2 1/2 0 -9
1/2 2 1/2|-3 — 0 15/8 1/2 | -3/4
0 1/2 2 9 0 1/2 2 9
2 1/2 0 -9
— 0 15/8 1/2 |-3/4
0 0 28/15]| 46/5
d'on 3 = 46/5 — @
28/15 14
My — —3/4 —(1/2)(69/14) _ _E
15/8 7
My = -9 —(1/2)(-12/7) _ _i
2 14

v
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Interpolacié per splines (cont.)

Exemple (Interpolacié per splines — cont.)

Ara, per trobar s, s1, S2, 53, recordem que hem definit

si(x) = ai + Bi(x — xi) + vi(x — %)% + 8i(x — x;)?,

on
M;
o =Yi, Vi = o
iv1—Yi  2Mi+ M; Mii1 — M;
B = Yiv1r — Vi +1 hist, 5 = +1
hit1 6 6hit1
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Interpolacié per splines (cont.)

A continuacié donarem una interpretacié “mecanica” dels splines.
Definicié

Sigui f: [a, b] — R una funcié de classe C2. Definim la (semi)
norma d'f a [a, b] com

b
Ifll = / (f"(x))?dx < 4o00.

Aquesta semi-norma es pot interpretar (mol informalment) com el
treball que realitza la funcié en anar del punt (a, f(a)) al punt

(b, f(b)).
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Interpolacié per splines (cont.)

Exemple (Interpolacié per splines — cont.)

Llavors, els «;, Bi, i, 0; surten

I 0 1 2 3

o 2 4 3 1

Bi | 75/28 9/14 —9/4 —9/14
| 0  —57/28 —6/7 69/28

0; | —19/28 11/28 31/28 —23/28

Per tant, I'spline és:

so(x) =2+ g(x—l)—é—g(x—lf, x €[1,2],
s(x) = si(x) =4+ %(x —-2)— g—;(x — 2)2 + %(x — 2)3, x € [2,3],
2(x)=3-9(x—3)—S(x—3)>+&(x-3)}, x€[3,4],
53(x):1—%(x—4)-}—g—g(x—4)2—£(x—4)3, x € [4,5]
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Interpolacié per splines (cont.)

Teorema

Sigui f: [a, b] — R una funcié de classe C?> que interpola els
nodes {(xi,yi)}"_g CR? amb a < xg < -+ < x, < b. Sigui
s € S3({xi}}_y) el corresponent spline ciibic natural. Llavors,

Il = lIsll -

Observacié

El teorema anterior diu que la forma que pren la funcié spline és la
que minimitza el treball d'anar del punt (a, f(a)) al punt (b, f(b))
passant per tots els punts (x;, ;).
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Interpolacié per splines (cont.)

Per a demostrar el teorema usarem la seglient proposicid.

Proposicid

En les hipotesis del teorema es té

Hf—ﬂf:nﬂf—nﬂz—z(au_ap"“—Eju_skmﬁ).

Demostracié (del teorema)

El fet que tan f com s interpolen ens diu que (f — s)’; =0 per a tot /.
i—1

Per tant, > ., (f — s)s”’|i"+ = 0. Per altra banda, com que s és natural,

s"(x0) = s"(xn) = 0. Llavors, (f’' —s’)s” ;")
2 2 2
IF1I7 = lIsll® = [If = s[I” > 0,

que és el que voliem demostrar. [l

= 0. En conseqténcia,

v
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Interpolacié per splines (cont.)

Demostracié (de la proposicié — cont.)

Ara desenvolupem el terme fab s"(x)(f"(x) — s"(x))dx.

El volem integrar per parts prenent u=s"i v/ =f"—s" (v =5""i
v =1f"—5s'), perd aixo té problemes formals ja que s””” pot no estar
definida als nodes d'interpolacié x;. De tota manera, com que s és un
spline cibic, s”(x) i s”’(x;") si que estan ben definits. Per tant,
descomponem la integral en suma d'integrals sobre els intervals de la
forma [x;, Xi+1], on s’ esta ben definida i integrem per parts. Tenim

b
/ s"(x)(F"(x) — s"(x))dx
-y / S(x)(F"(x) — s”(x))dx

— (f/ _SI)SI/
1

i=

LY [~ oy

v
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Interpolacié per splines (cont.)

Demostracié (de la proposicid)

A partir de les definicions amb manipulacions elementals obtenim
b
IF =2 = [ (") - 5" ()2
b b b
_ / (F(x))2dx — 2 / F1(x)s"(x)dx + / (s"(x))dx
a . a . a
= ||f||2 — 2/ f"(x)s" (x)dx + 2/ (s"(x))?dx
Z a
GG
’ b
=12 = 51 =2 [ 5" ()(F"(x) = ()
a
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Interpolacié per splines (cont.)

Demostracié (de la proposicié — cont.)

El primer terme de la desigualtat anterior és una suma telescopica:
n / N (gt AWIEY
Yo (ff=9)s B (f'—=5')s o
Per altra banda, donat que s es un spline ciibic, s’”|(x_ ) és constant

i—15Xi

per tot i. Per tant, podem integrar trivialment:
Jot 8" 0)(F'(x) = ' (x))dx = 5" (x)(F(x) = s(x)) [ -
i—1 i—1
Llavors, ajuntant tot el que hem dit,

b
/ﬂWWﬂMW
_ Z(f/ _ SI)SH

Xi

S [ S0 - s

Xi—1 .

n —
Xp X;
=(f'=s)s"| =) §""(x)(f(x)—s L
( )| ;:1 ()(f(x) = s(x)) .
Aix0 acaba la demostracié de la proposicid. O

v
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... AND, IN CONCLUSION,
1 DON'T KNOW WHAT IM
TALKING ABOUT-- HEY !
WHICH ONE OF YOU GUY5
INTERPOLATED MY
SPEECH!I [T

i
interpolate

) ALTL 4=
( in-tur po—lat)vzns
TO ALTER OR CORRUPT, AS
A TEXT, BY INSERTING
NEW OR FOREIGN MATTER,
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