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Introduccid

A qualsevol calcul numeéric és imprescindible controlar I'efecte dels
errors. N'hem de considerar de tres tipus:

© Errors en les dades d’entrada, deguts a mesuraments
incorrectes o a la finitud de la seva representacié a |I'ordinador.

@ Errors a les operacions, deguts a que emprem aritmeética de
punt flotant finita.

© La major part de metodes que veurem durant el curs no
produeixen la solucié exacta del problema que aborden, ni tan
sols en el suposit que poguéssim representar exactament les
dades d’entrada i no es produissin errors en les operacions. Els
errors deguts a aquest fet es coneixen com a errors de
truncament.

En aquest tema tractarem els dos primers tipus d'error. Dels errors
de truncament, que sén especifics de cada métode, ens ocuparem
més endavant.
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Representacié en punt flotant

El seglient teorema garanteix |'existéncia teorica de representacié
(infinita) en punt flotant de qualsevol ndmero real.

Teorema (Representacié en punt flotant en base b)

Fixem b€ N, b > 2. Tot x € R, x # 0 pot ser representat de la

forma -
x = s(; a,-b*’>bq, (1)

ambse {-1,1}, g€ Z ia; €{0,1,...,b—1}. Amés, la
representacié anterior és tinica si a1 # 0 i els aj no sén tots b — 1
d’una posicié en endavant, i.e.,

VipeN Ji>ip Ozi#b—l.

Representacié en punt flotant 1/8
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Representacié en punt flotant (cont.)

Escriurem (1) abreujadament com
x = s(0.a1ap03 ... )pb7. (2)

El subindex b dels paréntesis indica que els digits ajapas ... es
troben en base b.

Exemple (representacions normalitzades)

e x = —315.487 = —0.315487 x 103,
o x = 0.00343434 ... = +0.34 x 1072,
o x=1%0 = 10.333333 .- x 102 = +0.3 x 102,

e x =+/2=+0.14142135... x 10! (la representacié és infinita
perd no periddica).

Representacié en punt flotant 2/8
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Representacié en punt flotant (cont.)

Exemple (pas a binari)

Suposem x = (0.1)19, b = 2. Per passar a binari un nombre que només té part

decimal, només cal multiplicar-lo per dos, la part entera déna el primer digit,

quedar-se amb la part decimal, multiplicar-la per dos, la part entera déna el

segon digit, quedar-se amb la part decimal i aixi successivament.
01x2=02—[0]

02x2=04—[0]
0.4x2=08—[0]

0.8x2=16— 1]
06x2=12—[1]

Com que la part decimal de 1.2 és 0.2, que ja ha sortit, es tornara a repetir el
grup 0011 “ad infinitum"”. Per tant, la representacié binaria de 0.1 és

(0.1)10 = (0.00011), = (0.1100), x 2>,

Noteu que, tot i que la representacié decimal de 0.1 és finita, la binaria no ho
és pas.

Representacié en punt flotant 3/8
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Representacié en punt flotant (cont.)

La representacié numeérica més emprada en ordinadors i
calculadores és la coneguda com a

Definicid:

Es la versié finita de la representacié (2). En aquesta
representacid, tot nombre x consta de

o el signe, s,

@ la mantissa, que només consta d'un nombre finit de digits,
01,...,0¢, expressats en base b, i

o l'exponent, g, que esta limitat a un rang prefixat,

Amin < 9 < Gmax-

Representacié en punt flotant 4/8
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Representacié en punt flotant (cont.)

D’acord amb la notacié introduida a (1), un nombre representat en
punt flotant s’escriu

X = 5(0.(51(52 ce (5t)bbq (3)
(el subindex b als paréntesis indica que la base és b).

Abreujadament,
x = smb9,

amb
m=(0.6003...0:)p=061b" L+ 8ob 24 - 4 6:b "

Direm que un nombre en punt flotant x donat per (3) esta
normalitzat si 91 # 0 (i.e., m > 1/b). Llevat de casos excepcionals,
considerarem sempre nombres normalitzats.

Representacié en punt flotant 5/8
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Representacié en punt flotant (cont.)

Les bases més habituals sén b = 2 (binari), b =8 (octal) i b= 16
(hexadecimal), emprades per la practica totalitat d’ordinadors, i

b =10, emprada per moltes calculadores. Tant el nombre de
digits, t, com el rang d'exponents, gmin, Gmax. €S trien segons un
compromis entre la quantitat de nombres que volem representar i
la quantitat de memoria que cada representacié volem que ocupi.

Exemple: Parametres d'alguns formats de punt flotant existents

Format ‘ b t @lsnia Jmax  bits
IEEE simple 2 24 -126 127 32
IEEE doble 2 53 -1022 1023 64
HP-48 real 10 12 -498 500 64
HP-48 real estes | 10 15 -49998 50000 84

Representacié en punt flotant 6/8
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Representacié en punt flotant (cont.)

Observacié

La major part d’ordinadors implementen els formats IEEE
(Institute of Electric and Electronic Engineering) i, quan és aixi, els
tipus float i double del llenguatge C corresponen a les
aritmetiques IEEE—simple i doble, respectivament.

Observacié

Com a exemple de formats de punt flotant de calculadora, s’han
pres els de la HP—48. El format real és el que es fa servir a nivell
d'usuari, mentre que el real estes només el fa servir internament el
sistema operatiu de la calculadora per a operacions intermedies.

Representacié en punt flotant 7/8
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Representacié en punt flotant (cont.)

Observacié

De fet, fer operacions intermédies amb precisié superior és una
practica molt comu, que garanteix que |'inic error que es comet a
les operacions en precisions estandard és del de representacié en
punt flotant, com suposarem més endavant.

Per exemple, els processadors de la familia Intel i386 (8088, 8086,
80286, 80386, 80486 i totes les variants de Pentium de 32 bits)
tenen un tipus “real temporal” de 10 bytes (supera lleugerament la
precisié |EEE doble).

Els processadors de tipus RISC (com ara les families HP PA-RISC i
Sun SPARC), emprats en estacions de treball per calcul cientific,
acostumen a treballar internament en precisié quadruple (16 bytes).

Representacié en punt flotant 8/8
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IEEE 754 single-precision binary floating-point format:

binary32 (extret de la wikipedia)

The IEEE 754 standard specifies a binary32 as having:

e Sign bit: 1 bit

o Exponent width: 8 bits

e Significant precision: 24 bits (23 explicitly stored)
This gives from 6 to 9 significant decimal digits precision (if a
decimal string with at most 6 significant decimal is converted to
IEEE 754 single precision and then converted back to the same
number of significant decimal, then the final string should match
the original; and if an IEEE 754 single precision is converted to a
decimal string with at least 9 significant decimal and then
converted back to single, then the final number must match the
original).

As with single-precision floating-point format, it lacks precision on
integer numbers when compared with an integer format of the
same size. IEEE 754 single-precision binary floating-point format 1/8
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IEEE 754 single-precision binary floating-point format:

binary32 (extret de la wikipedia) (cont.)

@ Sign bit determines the sign of the number, which is the sign of
the significant as well.

@ Exponent is an 8 bit unsigned integer from 0 to 255. The
exponent value used in the arithmetic is the exponent shifted by a
bias of 127. Thus, an exponent value of 127 represents the actual
zero (i.e. for 267127 to be one, e must be 127).

@ The true significant includes 23 fraction bits to the right of the
binary point and an implicit leading bit (to the left of the binary
point) with value 1 unless the exponent is stored with all zeros.
Thus only 23 fraction bits of the significant appear in the memory
format but the total precision is 24 bits (equivalent to

log1(224) ~ 7.225 decimal digits). The bits are laid out as follows:

5|gn exponent (8 blts) fraction (23 bits)
H [l |°|0I0| |°|°|0|0|°|°|°|0|0|°|°|0|0|0|°|°|0|0|0|°|°I 0.15625
31 30 23 22 (bit index) O

IEEE 754 single-precision binary floating-point format 2/8
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IEEE 754 single-precision binary floating-point format:

binary32 (extret de la wikipedia) (cont.)

The single-precision binary floating-point exponent e is encoded
using an offset-binary representation, with

Exponent bias = 7Fy = 127
Thus, the true exponent is
e—TFq =e—127.

Moreover,

@ gmin =01y — 7Fy = —126,
@ Gmax = FE4 — TFy = 127 (FEH = 254).

IEEE 754 single-precision binary floating-point format 3/8
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IEEE 754 single-precision binary floating-point format:

binary32 (extret de la wikipedia) (cont.)

The real value assumed by a given 32 bit binary32 data with a
given biased exponent e (the 8 bit unsigned integer) and a 23 bit
fraction is

(—l)Sign(l.bzzbgl...bo)z x €127

where, more precisely, we have

23
value = (~1)%" (1 3 b23i2_i> < 2(e12D)
i=1

Note that the number is positive if sign = 0 and negative
otherwise.

IEEE 754 single-precision binary floating-point format 4/8
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IEEE 754 single-precision binary floating-point format:

binary32 (extret de la wikipedia) (cont.)

Example from the figure

@ sigh=0

014+ 32 by 271 =14+22=125

@ biased exponent e = 20 4 25 4 2% + 23 1 22 = 124
o 2(e—127) _ 9124-127 _ 53

thus:

value = 1.25 x 273 = 0.15625.

IEEE 754 single-precision binary floating-point format 5/8
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IEEE 754 single-precision binary floating-point format:
binary32 (extret de la wikipedia) (cont.)

Exemple: representacié de fl4(0.1) en bin32

A un exemple anterior hem vist
(0.1)10 = (0.1100); x 273 = (1.1001100), x 2~*
Llavors,
s =0 (és un ndmero positiu)
e = (—4) + 127 = 123 (en binari) i
m = 10011001100110011001101 — la mantissa és directament
1001100 truncada a 23 digits amb arrodoniment (el darrer
bit — 1 en comptes de 0 — prové de I'arrodoniment).

Ara cal passar |'exponent a binari.
Per passar un niimero natural a binari, hem de dividir per dos; el

reste déna el primer digit (de dreta a esquerra); ens quedem amb el
quocient i iterem el procediment fins que obtinguem quocient zero.

IEEE 754 single-precision binary floating-point format 6/8
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IEEE 754 single-precision binary floating-point format:
binary32 (extret de la wikipedia) (cont.)

Exemple: representacié de fl4(0.1) en bin32 (cont.)

En el nostre cas,

123+2 = 61 =% [1]
61+2 = 30 — [1]
302 = 15 — [0]
15+2 = 7 — [1]
e = 8 —— 1
g9 = i — {1
1+2 0o — [1],

d'on 123 = (1111011),.
Per tant, fl4(0.1) en format IEEE simple queda

[oMo[[a]1[2]o[a]s 1 ofo]1]1]e[o1]s]o]o[1]1]ofo]1 1[0 o]1]1]o]1]

IEEE 754 single-precision binary floating-point format 7/8
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IEEE 754 single-precision binary floating-point format:
binary32 (extret de la wikipedia) (cont.)

Encoding of the IEEE 754 single-precision binary floating-point format:

The 00y and FFy are interpreted specially
Significant
Exponent zero ‘ non-zero Equation
00y zero, —0 ‘ denormal numbers (—1)°* x 27 x 0.m
Oln,..., FEx normalized value (—1)° x 257" x 1.m

FFy +oo ‘ NaN (quiet, signalling)
where s denotes the sign-bit, m denotes the significant-bits and e
denotes the exponent-bits.

@ The minimum positive (denormal) value is

27149 ~ 1.4 x 107%.
@ The minimum positive normal value is 27120 ~ 1.18 x 10738,
@ The maximum representable value is

(2 —2723) x 2127 ~ 3.4 x 10%,

IEEE 754 single-precision binary floating-point format 8/8
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Endianness (extret de la wikipedia)

The terms endian and endianness refer to the convention used to
interpret the bytes making up a data word when those bytes are
stored in computer memory. Memory commonly stores binary data
by organizing it linearly into 8-bit units called bytes. When reading
or writing a data word consisting of multiple such units, the order
of the bytes stored in memory determines the interpretation of the
data word. Register

Memory |OAOBOCOD

Big-endian systems store the most significant byte i
. a:|0A|
of a word in the smallest address and the least +1./oB]
. . . . @ !
significant byte is stored in the largest address. P A P —
a+3:|0D| «<—M—
H Big-endian
Register
0AOBOCOD Memory
Little-endian systems store the least significant L_> a;}o},
byte in the smallest address. T erljec

> a+2:|0B
> a+3:|0A|
Little-endian H

Endianness 1/2
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Endianness (extret de la wikipedia) (cont.)

The ubiquitous x86 of today use little-endian storage for all types
of data (integer, floating point, BCD). However, there have been a
few historical machines where floating point numbers were
represented in big-endian form while integers were represented in
little-endian form.

The widespread IEEE 754 floating point standard does not specify
endianness. Theoretically, this means that even standard |IEEE
floating point data written by one machine might not be readable
by another. However, on modern standard computers (i.e.,
implementing |EEE 754), one may in practice safely assume that
the endianness is the same for floating point numbers as for
integers, making the conversion straightforward regardless of data

type.

So, to make low level manipulations, it may be necessary to know
the endianness of the system.

Endianness 2/2
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IEEE 754 double-precision binary floating-point format:

binary64 (extret de la wikipedia)

Double-precision binary floating-point is a commonly used format
on PCs, due to its wider range over single-precision floating point,
in spite of its performance and bandwidth cost. It is commonly
known simply as double. The IEEE 754 standard specifies a
binary64 as having:

@ Sign bit: 1 bit

@ Exponent width: 11 bits

e Significant precision: 53 bits (52 explicitly stored)
This gives 15-17 significant decimal digits precision. If a decimal
string with at most 15 significant digits is converted to IEEE 754
double precision representation and then converted back to a string
with the same number of significant digits, then the final string
should match the original. If an IEEE 754 double precision is
converted to a decimal string with at least 17 significant digits and
then converted back to double, then the final number must match

the Orlglnal' IEEE 754 double-precision binary floating-point format 1/8
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IEEE 754 double-precision binary floating-point format:

binary64 (extret de la wikipedia) (cont.)

@ Sign bit determines the sign of the number, which is the sign of
the significant as well.

@ Exponent is an 11 bit unsigned integer from 0 to 2047. The
exponent value used in the arithmetic is the exponent shifted by a
bias of 1023. Thus, an exponent value of 1023 represents the
actual zero (i.e. for 2671023 to be one, e must be 2023).

@ The true significant includes 52 fraction bits to the right of the
binary point and an implicit leading bit (to the left of the binary
point) with value 1 unless the exponent is stored with all zeros.
Thus only 52 fraction bits of the significant appear in the memory
format but the total precision is 53 bits (approximately 16 decimal
digits, 53 log;o(2) ~ 15.955). The bits are laid out as follows:

exponent fraction
sign (11 bit) (52 bit)

IJIIIIIIIIIIOIIIII||IIIII|II|||II|II|I|IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

1
o

52 0

IEEE 754 double-precision binary floating-point format 2/8
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IEEE 754 double-precision binary floating-point format:

binary64 (extret de la wikipedia) (cont.)

The double-precision binary floating-point exponent e is encoded
using an offset-binary representation, with

Exponent bias = 3FFy = 1023
Thus, the true exponent is
e —3FFy = e — 1023.

Moreover,
@ gmin = 01y — 3FFy = —1022,
Q@ Jmax = 7FE|-| - 3FF|-| = 1023 (7FEH = 2046).

IEEE 754 double-precision binary floating-point format 3/8
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IEEE 754 double-precision binary floating-point format:

binary64 (extret de la wikipedia) (cont.)

The real value assumed by a given 64-bit double-precision datum
with a given biased exponent e and a 52-bit fraction is

(—l)Sign(l.b51 b50...b0)2 x 271023

where more precisely we have
_ 52 '
value = (—1)¢" <1 + Z b52i2’> x 2€~1023
i=1

@ The spacing as a fraction of the numbers in the range from 2"
to 2™ js 27752,

@ The maximum relative rounding error when rounding a
number to the nearest representable one (the machine
epsilon) is therefore 2753,

IEEE 754 double-precision binary floating-point format 4/8
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IEEE 754 double-precision binary floating-point format:
binary64 (extret de la wikipedia) (cont.)

Example: 3FD5 5555 5555 55551

@ Sign =0
@ Exponent = 3FDy = 1021
@ Significant = 5 5555 5555 5555y
@ 15 5555 5555 5555 = 1613 + 5312 16/ = 6004799503160661
@ Value = 2(Exponent—1023) o 1 Gionificant
= 22 x (15 5555 5556 5656} x 2~ °2)
= 275% x 6004799503160661
= 0.333333333333333314829616256247390
992939472198486328125

~1/3

By default, 1/3 rounds down, instead of up like single precision,
because of the odd number of bits in the significant.

IEEE 754 double-precision binary floating-point format 5/8
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IEEE 754 double-precision binary floating-point format:
binary64 (extret de la wikipedia) (cont.)

Encoding of the IEEE 754 double-precision binary floating-point format:

The 000y and 7FFy are interpreted specially:
Significant
Exponent zero ‘ non-zero Equation

000H zero, —0 . denormal numbers (—1)° x 27192 x 0.m
001y,...,7FEy normalized value (=1)° x 267103 v 1. m

TFFy +oo \ NaN (quiet, signalling)
where s denotes the sign-bit, m denotes the significant-bits and e
denotes the exponent-bits.

IEEE 754 double-precision binary floating-point format 6/8
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IEEE 754 double-precision binary floating-point format:

binary64 (extret de la wikipedia) (cont.)

Several examples

3FFO 0000 0000 0000y = 1
(3FFy = 0011111111115; s = +; e = 3FFy = 3 % 16° + 15 % 16 + 15 = 1023)
3FF0 0000 0000 0001 ~ 1.0000000000000002 (smallest number > 1)
3FFO 0000 0000 0002y ~ 1.0000000000000004
4000 0000 0000 0000y = 2
(4005 = 010000000000,; s = +; ; e = 4004 = 4 x 16° = 2'° = 1024)
C000 0000 0000 0000y = —2
(CO0H = 1100000000005; s = —; e = 400y = 2'° = 1024)

IEEE 754 double-precision binary floating-point format 7/8
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IEEE 754 double-precision binary floating-point format:
binary64 (extret de la wikipedia) (cont.)

Special values

Min subnormal positive double:

0000 0000 0000 0001y = 271022=52 — p=1074 4 9406564584124654 x 107324
Max subnormal double:

000F FFFF FFFF FFFFy = (1 — 27%%) x 271%%? &~ 2.2250738585072009 x 10~ 3%
Min normal positive double:

0010 0000 0000 0000y = 2171023 ~ 2 2250738585072014 x 10308

Max Double:

7FEF FFFF FFFF FFFFy = (1 + (1 — 27%2)) x 2204671023

1.7976931348623157 x 103

Zero and oo:

0000 0000 0000 0000y = 0O 8000 0000 0000 0000y = —0
7FFO 0000 0000 0000 = co FFFO 0000 0000 0000 =

|
\
g

IEEE 754 double-precision binary floating-point format 8/8
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Friki-exercici: format punt flotant i programacié de baix nivell

Exercici (per lliurament suplementari)

Fer un programa que faci les seglients accions:

@ digui per pantalla, mitjancant un sol if si som en un sistema little-endian
o big-endian;

@ donat un nombre _normal double (per exemple ;1) tregui per pantalla
I'exponent normalitzat (de 2 no de 10) del nombre;

© donat un nombre enter positiu el guardi mitjangant un cast (forcament de
tipus) a una variable double (el resultat és normal o subnormal?) i usant
aquesta representacié tregui per pantalla la part entera del seu logaritme
en base 2 (dbviament no es pot usar la funcié logaritme; és massa lent);

@ donat un nombre normal double treure per pantalla el nombre multiplicat
i dividit per -2 (sense fer cap producte ni cap divisié; per simplificar es
pot suposar que el seu exponent en base 2 és mes gran que —1022 i més
petit que 1023).

Useu una union amb una struct amb bit fields per a des-
compondre el nombre en els seus elements del format punt flotant i els
bitwise operators.
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Punt flotant: truncament i arrodoniment

D’acord amb I'estructura de la representacié en punt flotant, és
clar que el conjunt de nombres reals que es poden representar
exactament és finit. Concretament,

Definicié

Denotarem el conjunt de nombres representables exactament en
aritmetica de punt flotant de t digits, en base b i amb exponent
entre Qmin | Gmax Per F(b, t, Gmin, Gmax)- Es el conjunt format per
la unié de {0} i

{£(0.01...0¢)pb%,6; € {0,1,....b6—1},01 # 0, dmin < g < Gmax}
(noteu que només considerem nombres normalitzats). Els nombres
de F(b, t, Gmin, gmax) també es coneixen com nombres maquina.

Donat x € R, si x ¢ F(b, t, Gmin, Gmax) No el podrem representar
exactament, siné que haurem d’operar amb una aproximacié seva
X € F(b, t, Gmin, Gmax)- Aquesta aproximacié es pot trobar per
truncament o arrodoniment.

Punt flotant: truncament i arrodoniment 1/3
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Punt flotant: truncament i arrodoniment (cont.)

Sigui x € R amb representacié en base b donada per
X = 5(2?21 oz,-b_"> b9, d’acord amb el Teorema de la representacic
en punt flotant en base b, i suposem Gmin < § < Gmax-

@ La representacié en punt flotant per truncament de x a
flr(x) € F(b, t, gmin, Gmax) €s defineix com:
flr(x) = s(0.a1az ... o) b9,
ésadird;=ca;peri=1,2,...,t.

Punt flotant: truncament i arrodoniment 2/3
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Punt flotant: truncament i arrodoniment (cont.)

@ La representacié en punt flotant per arrodoniment de x a
fla(x) € F(b, t, Gmin, Gmax) €s defineix com:
fla(x) = {S(O.al...at)bq si0< a1 < b/2
s(0.01...ar—1(ar +1))b7 sib/2< a1 <b-—1

Noteu que s'han de tenir en compte els acarrejos!.

Exemple (Per t =4 i b = 10)

o fl4(0.10004) = 0.1000 x 10°,
o fl4(0.10005) = 0.1001 x 10°,
o f14(0.99999) = 0.1000 x 10!,

1Estrictament, també s’hauria de tenir en compte que un nombre amb
g = Qmax que arrodoneixi cap a amunt pot produir un overflow.

Punt flotant: truncament i arrodoniment 3/3
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Error absolut i relatiu

A continuacid, volem quantificar I'error que es produeix en
representar un nombre qualsevol x € R per truncament o
arrodoniment. Abans d'aixdo hem de formalitzar el concepte d'error.

Definicié

Si x € R i x és una aproximacié de x, definim |'error absolut de x
com a aproximacio de x, e;(X,x), per

ex(x, x) =X — x,

i, si x # 0, definim |'error relatiu de x com a aproximacié de x,
e-(x, x), per
~ X—x esx,x)
er(x,x) = = .
X X

Error absolut i relatiu 1/4
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Error absolut i relatiu (cont.)

Notem que I'error relatiu no esta definit si x = 0. Quan x sigui
desconegut, prendrem
- X — X
er(X,x) ~ —
(%) = X
Ometrem el segon argument de e, i e, quan sigui clar a partir del

context (i, per tant, denotarem e,(x) o e/(x)).

En general només coneixem fites dels errors (absolut i relatiu):

@ En el cas de I'error absolut, un nimero £,(x) > 0 tal que
|€a(X)] < €a(X).
Notarem x = X £ e,(X) 0 bé x = X + e amb |e| < g,(X).
@ En el cas de I'error relatiu, un nimero £,(x) tal que
ler(X)] < er(%).
Notarem X = x(1 £ e,(x)) o bé X = x(1+0) amb |J] < &,(x).

Error absolut i relatiu 2/4
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Error absolut i relatiu (cont.)

Exemple

x = 2.100 £ 5 x 10~* vol dir que aproximem x per x = 2.100 perd
que x esta entre

2100 —5x 1074 =2.0995 i 2.100+5 x 10~* = 2.1005.

Amb les notacions anteriors, £5(x) =5 x 1074 i

ea(x) 5x1074

= =2. 1074
% 2.100 3810

er(x) ~

Error absolut i relatiu 3/4
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Error absolut i relatiu (cont.)

Observacié

Sempre que tinguem una igualtat del tipus
A= B(1+)9)

es pot llegir com ['error relatiu de A com a aproximacié de B és §,
i.e. e(A,B) =04. Aixo sera d'utilitat més endavant per fitar la
propagacio de |'error a les operacions.

Error absolut i relatiu 4/4
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Xifres significatives

Habitualment escrivim els nimeros en base 10. Una manera
comoda de referir-nos a la precisié d'un calcul és mitjancant els
conceptes de nombre de decimals correctes i el nombre de xifres
significatives.

Definicié

Sigui X una aproximacié de x. Si |e(X)| < 110~ %, direm que X té
t, decimals correctes. Si x = sm109, amb 0.1 < m < 1,

X = sm109, i

~ 1 ;
tr=max{i€Z:|m—m| < 510_’},

aleshores direm que x té t, xifres significatives.

Xifres significatives 1/3
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Xifres significatives (cont.)

El nombre de xifres significatives esta relacionat amb I'error relatiu,
d'acord amb el segiient

En les notacions de la definicié anterior, es compleix
(a) ler(x)] <5 x 107",
(b) [m—m| < |e(X)].

Demostracié

Es directa de les definicions. ]

Xifres significatives 2/3
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Xifres significatives (cont.)

Quan escrivim el resultat d'un calcul, és habitual escriure només
tants digits a la dreta del punt decimal com decimals correctes, o
bé tants digits com xifres significatives (en aquest cas sense
comptar zeros al davant).

Exemple

Considerem la segiient taula:

‘ decimals correctes xifres significatives
0.001234 £ 3 x 10~° 5 3
50.789 = 3 x 1073 3 5

En la primera entrada, I'dltima xifra no es ni decimal correcte ni
xifra significativa. En la segona, tots els decimals sén correctes i
totes les xifres son significatives.

Xifres significatives 3/3
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Errors de representacid

Proposicié

|

Sigui x € R, x # 0 amb representacié en punt flotant infinita i
normalitzada x = s(0.ccycvp ... )pb9, gy # 0. L'error absolut en la
seva representacio en punt flotant en base b i t digits satisfa les
segiients fites:
lea(flr(x).x)[ = [fir(x) = x| < bI~*
1
ea(aC), X)) = [flaG) — x| < 367,
Les fites per I'error relatiu son:
fl
‘er(ﬂT( ’ — ‘ T X) ‘ S bl_t,
X
fla(x) — 1
fla(x), _‘ ‘ < Zptt,
ler(fla(e), )| = |22 =X] < 2
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Errors de representacié. Demostracid

Sigui x = s(0.cqaz ... )b9. La fita per e,(fl7(x)) se segueix
directament de la definicié de truncament.
Per la fita de e, (fl(x)) fem

‘ﬂr(x) — X pa—t _ bt < pit

X ‘_(Oalag...at...)bbq (0.a1ap...at...)p

on la darrera desigualtat és deguda al fet que
0< (0.0&1()[2...()4t...)b <1.

La fita de I'error absolut pel cas d'arrodoniment s'ha de fer en dos
casos:
Cas 1: SiO0 < asp1 < b/2, aleshores

[fla(x) — x| = |x]—=|fla(x)] = (0.0 ---0asr1cty2...)pb?
t
1
= (0.0ét+106t+2...)bbq_t S §bq_t

Errors de representacié. Demostracié 1/2
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Errors de representacié. Demostracié (cont.)

Cas 2: Si b/2 < ayy1 < b—1, aleshores:

[ fla(x) — x|
= [fla(x)[ — x|
= (O.al oo (o + 1))bbq — (0.a1 co.QpQipgq ... )pb?
= p9 ((0.@1 ce at)b +bt— (0.&1 . at)b — (00 o 0appraggg .. )b)

bq(bb‘(t“) —(0.0...00¢11)p — (0.0...00ass 1010 . .. )b)

< b (b—apy1) b~ < Lpa-t,
—— 2

<b/2

La fita de I'error relatiu per arrodoniment es dedueix amb el mateix
argument que en el cas de e, (fl7(x)). O

Errors de representacié. Demostracié 2/2
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Epsilon de la maquina

La quantitat b'~t o %bl_t s'anomena la precisié de la maquina
(segons que aquesta talli o arrodoneixi). Un concepte relacionat és
el que definim tot seguit.

Definicid

Es coneix com a épsilon de la maquina el nombre positiu € més
petit que sumat a 1 déna diferent de 1:
e =min{e > 0:fl(1+¢) # 1}.

L'epsilon de la maquina i la precisié resulten ser iguals.

Proposicié

Per a una maquina que trunca, I'épsilon maquina és b'~t, mentre
que per una maquina que arrodoneix €s %bl_t.

Demostracié

Es un exercici. ]
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Aritmetica de punt flotant

Suposem que tenim una maquina amb precisié ¢. Es facil
comprovar que les operacions aritmétiques (+,—,-,/) entre nombres
maquina no necessariament donen un nombre maquina. Per tant,
no podem reproduir exactament les operacions aritmeétiques i ens
hem de conformar amb substituts aproximats, que anomenem
operacions en punt flotant i denotarem per @, ©, ®, Q.

Per simplificar, suposarem que les operacions en punt flotant
només cometen error en la representacié del resultat, aixo és,

x @y = fl(fl(x) + fl(y)) x @y = fl(fl(x) - fl(y))
x 6y =fl(fl(x) — fl(y)) x @y =fl(fl(x)/fl(y))

(de fet, aixd és cert a la practica totalitat d'ordinadors i
calculadores). Aixo implica que, cada cop que efectuem una
operacié en punt flotant, cometem error. A mida que el calcul
avanga, introduim nous errors i propaguem els errors de calculs
anteriors. Aritmatica de punt flotant 1,2
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Aritmetica de punt flotant (cont.)

La notacié x @ y, x © y, etc., no és estandard. Es més habitual
denotar les operacions aritmetiques amb fl:

fixty) = xoy, fix—y) = xoy,
fl(xy) = Xx®Yy, filx/y) = xoy.

Usant aquesta notacid, x i y poden ser directament nombres o bé
expressions. En aquest darrer cas, les regles anteriors s'apliquen
recurrentment fins a acabar tenint nombres com a arguments de
tots els fl. En veurem exemples més avall.

Aritmética de punt flotant 2/2
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Exemple 1: fitacié I'error en el calcul de xy

Si suposem que ni x ni y sén necessariament nombres maquina, el
que calcularem realment és fl(x) ® fl(y). Com abans, anomenem ¢
I'epsilon—maquina. Per a certs 1, d», d3 verificant

|01], [02], |03] < €, tindrem

filx) = x(1+61),  fily)=y(1+6),
i) @ fi(y) = fI()fi(y)(1+ d3)
= 14 61)(1+ 62)(1 + d3)

y(
= xy(1+ 091+ 02+ 9102)(1 + 03)
~ xy(1+ 61+ 62)(1+ d3)
= xy(1+4 61+ 92 + 03 + 03(01 + 62))
~ xy(l+ 01+ 02+ 03)
on &~ denota que hem eliminat sumands que sén producte de dos o
més errors. Aquest procés I'anomenarem eliminar termes d’ordre

superior i el farem de manera sistematica. Moltes vegades
escriurem = en comptes de ~. Exemple 1: fitacié I'error en el calcul de xy 1/2
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Exemple 1: fitacid I'error en el calcul de xy (cont.)

D’acord amb I'anterior,
er(fl(x) @ fl(y)) = 61 + 62 + 03,
d'on
ler(fl(x) @ fl(y))| < 3e,
o, escrit de forma equivalent,

e (fl(x) @ fl(y)) = 3e.

Per tant, també tenim

ea(fl(x) @ fl(y)) = 3|xy|e.

Si x, y fossin nombres maquina, tindriem §; = d> = 0 i I'error
relatiu estaria fitat per €.

Exemple 1: fitacié 'error en el calcul de xy 2/2

Lluis Alseda Meétodes Numerics: Errors

46/101



Exemple 2: error en el calcul de (a1 @ a2) @ a3, on a1, ap, a3

sén nimeros maquina

Calculem e((a1 @ a2) @ a3). Aquest cop fem anar la notacié fl:
(a1 ® a2) ® a3
= fl((al + 82) + 33) = (ﬂ(al + 32) + ﬂ(a3))(1 + (52)
= (ﬂ(al + ag) + 33)(1 + 52)
- ((f|(a1) +fi(22)) (1 + 61) + a3> (1+ 52)
= ((a1+a)(1+ 1) +a3)(1+02)
(a1 + a2 + a3 + 01(ay + a2)) (1 + 02)
a1+ a2+ a3+ d1(ar + a2) + d2(a1 + a2 + a3) + d102(a1 + a2)
ai+a+as+d1(ar +a2) + da(a1 + a2 + a3)

_ata —1—52),
ay + a» + a3

= (a1+32+a3)<1+5l

essent |41/, |d2] < e.

Exemple 2: error en el calcul de (a1 @ a2) @ a3, on a1, a2, a3 sén ndmeros maquina 1/2
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Exemple 2: error en el calcul de (a1 @ a2) @ a3, on a1, ap, a3

sén nimeros maquina (cont.)

Per tant,

ai+ a

S AR L, 4
a1 tartag 2 @)

e-((a1 @ a2) ® a3) = 01
Notem que, si 91 # 0 i |a1 + a2| > |a1 + a2 + as3], 'error relatiu es
dispara. Una de les coses que se segueix d'aixo és que |'ordre de
sumacié és important, i per tant la suma en punt flotant no és
associativa.

Exemple 2: error en el calcul de (a1 @ a2) @ a3, on a1, a2, a3 sén ndmeros maquina 2/2
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Exemple 3: la suma en punt flotant no és associativa

Treballem amb b =10, t = 8 i definim

a = 0.23371258 x 1074,
= 0.33678429 x 102,
c = —0.33677811 x 10°.

Aleshores,

(a@b)®c = 0.33678452 x 10> — 0.33677811 x 10?
= 0.64100000 x 1073,

(b®c)®a = 0.61800000 x 1073 +0.23371258 x 10~*
= 0.64137126 x 1073.

El resultat exacte és a+ b+ ¢ = 0.641371258 x 10~3.

Exemple 3: la suma en punt flotant no és associativa 1/3
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Exemple 3: la suma en punt flotant no és associativa

(cont.)

Mirem quin valor pren el factor d'amplificacié en cada cas.

ai+ap
NN Frexeeri
Casl|a b ¢ 5.25x10*

Cas2| b ¢ a 0.964

Noteu que es prediu molt bé la perdua de digits en el cas 1.

El que esta passant és que s'esta donant el procés conegut com a
cancel-lacio: quan, en el cas 1, sumem a& b i ¢, estem restant
quantitats molt properes i en fer-ho perdem 5 digits (feu la resta a
ma i veureu que obteniu 5 zeros al comencament).

Exemple 3: la suma en punt flotant no és associativa 2/3
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Exemple 3: la suma en punt flotant no és associativa

(cont.)

La conclusié que s'ha de treure de |'exemple anterior és que les
cancel-lacions no sén perilloses en quant a introduir errors en les
operacions, pero son fatals en quant a propagar errors acumulats,
com tornarem a veure a la segiient seccié.

Observacié

Si sou suspicagos, us haureu adonat que en el cas 2 també hi ha
una cancel-lacié (en la primera suma que es fa), perd en aquest cas
no dispara I'error, tal com prediu (4). La rad és que estem
suposant que a, b, ¢ sén niimeros maquina, i en fer b @ ¢ de fet
estem obtenint la suma exacta b+ c. Per tant aquesta cancel-lacié
no esta introduint cap error.

Exemple 3: la suma en punt flotant no és associativa 3/3
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Propagacioé d'errors

En aquesta seccid estudiarem com es propaguen els errors suposant
que fem les operacions de manera exacta. Tot i que no és veritat
mai, suposar les operacions exactes és del tot raonable quan I'error
en les dades d’entrada és uns quants ordres de magnitud superior a
I'epsilon—maquina.

Comengarem amb una proposicié que fita la propagacié d’errors en
fer operacions aritmeétiques, suposant que aquestes s'efectuen de
manera exacta. Abans d’aix0, recordarem la férmula de Taylor en
diverses variables.

Propagacié d'errors 1/4
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Propagacié d'errors (cont.)

Proposicié (Férmula de Taylor en diverses variables)

Sigui f : UCR" = R, a€ U, U obert estrellat respecte de a,
f € CK(U). Aleshores, pertot ht.q. a+hc U,

_ 2
flat+ h) = a)+ZaX,f(a hi + o Z 03,7 ()
ij=1
1 . k—1
+ (k _ 1)[ Z 8X,'k_l,...,X,'1 f(a)hil U hikfl
yenik—1=1
1 «— .
-+ 7 ' 8x,k, 5 (a+§h) ... hi,
I1,...,Ik

on ¢ € (0,1) depeén de h.

Propagacié d'errors 2/4
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Propagacié d'errors (cont.)

Proposicié (férmula de propagacié de I'error maximal)

Siguif :UCR" =R, x=(x1,...,xn) € U, U obert estrellat respecte de x, X;
aproximacid de x; per i =1,...,n, X = (x1,...,%n) € U. Aleshores,
menyspreant productes d'almenys dos errors,

(@) e(F(Xiy .. %), F(x1, ..., Xn)) = Zax,f(x)ea(;,-,x,-),

- - _ "\ %0 f(x) & o
(b) e(f(Xa,.--,Xn), F(X1,--.yXn)) = ; Wer(x,,x,).
Per a les corresponents fites, tenim
(c) ea(f(Xay.- s Xn), F(x1,- -y X)) = Z |0x; T (x)|€a(Xi, xi),

=i\

(d) sr(f(%,---iﬂ,f(xw--“")):Z'%

Er(X,‘, X,').

Propagacié d'errors 3/4
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Propagacié d'errors (cont.)

Si considerem la férmula de Taylor amb resta d'ordre 2,

n

1
0, f(a+ E)hihj,

fla+h)="F(a)+ ) Ogf(a)hi+ o
i=1 Tij=1

i menyspreem la resta d'ordre 2, només cal prendre a = x i
h = X — x per obtenir

F(X) = F(x) = Y O f(x)hi,
i=1

que és l'apartat (a). L'apartat (b) s'obté usant la definicié d'error
relatiu. Els altres apartats s'obtenen prenent valors absoluts i usant
la desigualtat triangular. [

Propagacié d'errors 4/4
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Exemple: Volum de |'esfera

Volem calcular

V=1rd® amb = =3.14%0.0016 i d = 3.7 % 0.05cm.

Podem fer directament

(3.14 — 0.0016)[(3.7 — 0.05)10?]* (3.14 4+ 0.0016)[(3.7 + 0.05)102*

<v<

6 6

que ens dona fites del resultat exacte.

Exemple: Volum de I'esfera 1/2
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Exemple: Volum de I'esfera (cont.)

Per altra banda, per la férmula de propagacié d’errors:

2
INGE ™ ad)
71 14 (3.7-1072)2
:‘(370) -0.0016+‘3 ( ) .0.05- 102
6 2
~ 1.088-107°.
Llavors,
14-(3.7-1072
v=3 (3; ) +1.088-107% = (26.508 + 1.088) - 107, i
AV
e (V) = avi 0.04105.

V]

Exemple: Volum de I'esfera 2/2
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Exemple: Calcul del costat d'un triangle L

Volem calcular la mida L d'un costat del seguent triangle:

<
| j b L

o

S

Il

[3=10+02 ~

L{ =200+2
Pel Teorema de Tales tenim:

L L LiLy
— == L=1L(Ly, Lo, [3) = —=.

L L - (L1, Lo, L3) L

Exemple: Calcul del costat d'un triangle L 1/2
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Exemple: Calcul del costat d'un triangle L (cont.)

Com abans podem fer afitar el resultat exacte:

198 - 99.6 202 - 100.4
oo T 19334l <L < o = 206947
[
200 - 100
L = ———— = 2000.
10

La férmula de propagacié d’errors ens dona:

L1 L2

ALl S |+ | + |ALs| ~ 68.

Llavors,

L — 2000 + 68, i
er(L) = 0.034.

Exemple: Calcul del costat d'un triangle L 2/2
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Una altra manera de calcular I'error relatiu

Alog |f(x)| = e(f(x)).

v
Demostracié

Af(x) = f(x + Ax) — f(x Za f(x)Ax;
e(f(x)) Za);'(fx
Alog]f(x)]:Iog\f(x—l—AX)!—bg\f( )]

- N ()
NZaX,. log |f(x)| Ax; = >0 Ax;.

Ol

V.
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Exemple re-visitat: Calcul del costat d'un triangle L usant

el lema anterior

log |L| = log |L1] + log|[L2| — log |L3]

3

1
(L) ~ [Alog L] S
i=1

L;

2 04 02
ALi= 505+ 155+ 10 = 0034
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Error absolut i relatiu de les operacions elementals

En el cas de les operacions elementals obtenim:

Proposicio

Suposem que X és una aproximacio de x i que y é€s una
aproximacio de y.

(a) ea(x£y,xEy) = ealx,x) £ ey, y),
(b) er(xy,xy) = er(X,x) + e (y,y).

(c) er(X/y,x/y) = e(X,x) — e (¥, y)
Per a les corresponents fites,

(d) ea(x £y, x£y) =ca(X,x) +ca(y, y),
(e) er(xy,xy) = er(X,x) +er(¥,y),

(f) er(x/y,x/y) = er(x,x) +er(¥, y)-

Error absolut i relatiu de les operacions elementals 1/2
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Error absolut i relatiu de les operacions elementals (cont.)

Demostracié

Fem, per exemple, (c) i (f). Prenent f(x,y) = x/y i aplicant la
formula de propagacio dels errors maximals,

e(X/y) = el(f(x,¥),f(x,y))
_ Xaxf(xvy)er(;(,XHyayf(x,y) -

CE) Gy) )
X —X 2
= ez + M2 e g.y)

= er()fa X) - er(y7y)'

Prenent valors absoluts, tenim
ler(X/y: x/y)| < ler(x,x)| + [er(y, ¥)Is

d'on £/(X/7) = er(%,%) + (7).
La resta d'apartats es demostren de manera similar. O

Error absolut i relatiu de les operacions elementals 2/2
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Exemple: error en el calcul de x;x2

Suposant que les operacions es fan exactament, anem a determinar
I'error efectuat en el calcul de x1x22, essent

{ x1 = 2.0+0.1,

xp = 3.0+0.2.

Traduint aixo al formalisme en qué treballem, tenim
ea(x1,x1) =01 = ¢e/(x1,x1) = €a(|);1,1”X1) = 0.05
(R, x0) = 0.2 = £,(%, %) = 53(|X3’X2) = 0.0667

X2

Fent servir la proposicié anterior apartat (e), obtenim

5,(>~<1>~<22,x1x22) = 5,()?1,X1)+5,(§22,x22)

er(x1,x1) + er(X2, x2) + 1 (X2, x2)
8,()?1,X1) + 28,()72,X2)
= 0.05+2 x 0.0667 = 0.183.

Exemple: error en el calcul de x1><22 1/2
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Exemple: error en el calcul de x;x3 (cont.)

Passem a error absolut,
= =2 2 S 20 (=2 2
ea(axs, x1x5) = [x1%5|er(x1%5, x1x5) = 3.30,
i, per tant, podem escriure,

x1x3 = 18 + 3.30.

Exemple: error en el calcul de ><1><22 2/2
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Esmorteiment de I'error i cancel-lacions

Durant un calcul llarg, en la major part de situacions estarem
interessats en I'evolucié de I'error relatiu, donat que esta
directament relacionat amb el nombre de xifres significatives que
tenim al llarg del calcul. Des d'aquest punt de vista, el producte i
la divisié sén operacions “segures’. Cada cop que multipliquem o
dividim dues quantitats afectades d’error, |'error relatiu del resultat
“només” és la suma dels errors de les dades.

No passa el mateix amb sumes i restes. A partir dels resultats
anteriors amb f(x,y) = x + y, s'obté:

y
X+y

€r(yay)' (5)

&+ Foxty) = | 2% + |

X+y

Esmorteiment de I'error i cancel-lacions 1/2
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Esmorteiment de I'error i cancel-lacions (cont.)

D’aquesta férmula, podem deduir:

@ La suma d’operands del mateix signe també és “segura”, al igual
que el producte i la divisid.

o Si|x| < lyl,

X I
x+yl = Iyl =Ix]

i, per tant, encara que ¢,(X, x) sigui gros, si tant el factor |x|/|x + y]|
com &,(y,y) sbn prou petits, €,(X + ¥, x + y) sera petit. D'aix0 se'n
diu esmorteiment de I'error, degut a que I'error relatiu al resultat és
més petit que el maxim dels errors relatius dels arguments.

<1

@ Si x,y sén de signes diferents, almenys un dels factors

x| ly|
x+yl" Ix+yl
sera > 1 i |'error relatiu que porta multiplicant es veura amplificat.
Aquesta amplificacié és drastica si x &~ —y, és a dir, quan hi ha
cancel-lacions, tal com hem comprovat abans.

Esmorteiment de I'error i cancel-lacions 2/2
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Exemple: una cancel-lacié pot eliminar tota la precisié que

teniem i un esmorteiment la pot recuperar

Definim
a= 0326724+107" = ¢,(3,a)=3.06 x 10"’
b=—-0326725+10"" = &,(b,b)=3.06x 1077
c= 0248763+10" = ¢,(¢,c)=4.02x10""
Suposem que fem les segiients dues sumes de manera exacta:
d=3+b, é=d+c
Trobem la fita de I'error relatiu de la primera suma:

e(d,d) = e(3+b,a+b) = &.(b, b)

er(a,a) +

it+b

a-+

= 327000 x 3.06 x 10~ + 327000 x 3.06 x 10~*
= 0.200.

Exemple: cancel-lacié i esmorteiment que es compensen 1/2
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Exemple: una cancel-lacié pot eliminar tota la precisié que

teniem i un esmorteiment la pot recuperar (cont.)

L'error relatiu s’ha disparat. De fet, I'error absolut ve donat per
2(3+ b,a+ b) =e,(3,a) +ea(b, b) =2x 1077,
d’on a+b=-0.000001+2x 10"

i és clar que a 3+ b hem perdut 5 xifres significatives.

Continuem operant: en fer e = d+¢, podem fitar |'error relatiu

per ~
~ ~ d ~ c ~
er(e,e) = e(d+c,d+c) = ' ——|er(d, d) + ' _© —ler(c, )
d+c d+c
= 4.01 x107° x 0.200 + 1.00 x 4.02 x 10’

= 1.20x 107°.

Al resultat final tenim error relatiu petit, malgrat haver tingut una
cancel-lacié fatal enmig del calcul. L'esmorteiment I'ha
compensada.

Exemple: cancel-lacié i esmorteiment que es compensen 2/2
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Propagacio de |'error a través de I'aplicacié d'una funcié

Suposem que la funcié s'avalua exactament. La formula de
propagacio dels errors maximals permet fitar la propagacié de
I'error a través de I'aplicacié d'una funcié qualsevol. El seu ts més
freqlient és per a funcions d'una variable p : R — R, en la forma

seglient:
ea(w(;)aso(x)) = ¢/(X)ea(}/,x),

- _ x5
ele@.pl)) = L Xe (@),
ca(@(x), 0(x)) = l¢'(x)|ea(x,x),
(@), p(0) = MEW

(x|

Propagacié de I'error a través de I'aplicacié d’'una funcié 1/2
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Propagacio de |'error a través de I'aplicacié d'una funcié

(cont.)

El nombre
[x[|¢'(x)]
[o(x)
és el factor d'amplificacié (o reduccié) d'una fita de I'error relatiu
d'una quantitat x en aplicar-li una funcié qualsevol ¢(x) (que
suposem que s'avalua exactament). Es per aixd que es coneix com
a coeficient de propagacio.

Una aplicacié immediata de la proposicié anterior és la classificacié
d’expressions matematicament equivalents des del punt de vista de
la propagacié d'errors. Vegem-ne un exemple.

Propagacié de I'error a través de I'aplicacié d'una funcié 2/2
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Exemple: Calcul de (3 —2v/3)* amb /3 ~ 1.73205

Definim x := /3, X = 1.73205, de manera que

er(X,x) = 8"(’;" X _ 4.66 x 107".

Una possibilitat per trobar a = (3 — 2v/3)* és fer

a = ¢1(x) := (3 — 2x)*. Suposant que poguéssim avaluar ¢
exactament, obtindriem a = 1(x). Trobem la corresponent fita de
I'error relatiu:

er(pr(x), v1(x)) =

) er(X, x)
‘4(3 —2x)3(-2)x
(3 —2x)4
= 20.86 x 4.66 x 1077 = 1.39 x 107°>.

‘ P (X)X

er(X, x)

El coeficient de propagacié corresponent a aquest calcul és 29.86.

Exemple: Calcul de (3 — 2v/3)* amb /3 ~ 1.73205 1/4
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Exemple: Calcul de (3 —2v/3)* amb /3 ~ 1.73205 (cont.)

Pensant en millorar la propagacié de I'error, podem pensar a fer
a=(3—-2v3)* = (21 — 12v/3)? i avaluar, per tant,
a = (21 — 12x)? =: pa(x). Obtenim la corresponent fita de I'error

relatiu,
] G
er(p2(X), p2(x)) = 2(X) r(X, )
221 — 12%)(~12)%|
‘ Ci-1p  |rxX)

= 193.00 x 4.66 x 1077 = 8.99 x 107>,

que surt pitjor que el cas anterior. El factor de propagacié és, en
aquest cas, 193.00.

Exemple: Calcul de (3 — 2v/3)* amb /3 ~ 1.73205 2/4
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Exemple: Calcul de (3 —2v/3)* amb /3 ~ 1.73205 (cont.)

Una altra possibilitat és a = (21 — 12v/3)? = 873 — 504x =: ©3(x).
La fita, en aquest cas, és

p3(X)x
©3(X)
—504%
873 — 504x
= 18817 x4.66 x 107" = 877 x 1073,

Er((p3(>~<),g03(x)) = 5,()7,x)

e (X, x)

que és molt pitjor (factor de propagacié 18817). De fet, en aquest
cas, la férmula de propagacié de I'error maximal esta detectant el
fent que, en avaluar 873 — 504x, es produeix una cancel-lacié.

Exemple: Calcul de (3 — 2v/3)* amb /3 ~ 1.73205 3/4
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Exemple: Calcul de (3 —2v/3)* amb /3 ~ 1.73205 (cont.)

En canvi, si “desracionalitzem”,

873+504v3 9
873 + 504/3 97 + 56x
i la fita de I'error relatiu queda,
pa (X)X
@a(X)
—56x -
o7+ 561" %)
= 050x4.66x1077 = 2.33x1077,

a = (873 — 504V3) =: a(x),

er(X, x)

er(pa(X), pa(x)) =

amb factor de propagacié 0.50, que és el millor amb diferencia.

Per tant, des del punt de vista numeéric, la millor férmula per a
avaluar (3 — 2v/3)* és 9/(97 4 561/3). De fet, aquest fet és
independent del nombre de decimals que es prenguin a
I'aproximacié de /3.

Exemple: Calcul de (3 — 2v/3)* amb /3 ~ 1.73205 4/4
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Exemple: cos(cos(+/x))

Volem calcular la propagacié de I'error al avaluar cos(cos(y/x)) a
x € [0, 1] suposant que

@ els errors de representacid soén ¢,
@ els errors al producte sén 3¢,

@ els errors a I'y/- sén 3¢, i

@ els errors al cos(+) sén be.

Tenim: fl(x) = x(1 + £1). Llavors,

( ) Vx(1+e1)(1+ 3e2) :\/;(1+61)1/2(1+362)
- x<1+ +(951))(1+352)

3
=/x (1 + 3e2 —l— Ly 2ee+ OE3) + O3 - 52))

2
%\/}?(14‘253),

amb maX{’€1| s ’€2|} = |€3’ <e. Exemple: cos(cos(1/x)) 1/3
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Exemple: cos(cos(/x)) (cont.)

Seguidament,

fl (cos v/x) ~ cos <\/>?(1 - 253)> (1 + 5e4)

7 \2
= (cosf—(smf)\/;( 63+O<<\/;<253) )) (1+ 5¢c4)

< cosv/x + p(x)es,
amb

x)—5|cos\f’+ |S|n\f‘f

Nota:: A la primera igualtat, hem usat
cos(y + h) = cos(y) — sin(y)h + O(h?).

Exemple: cos(cos(v/x)) 2/3

Lluis Alseda Meétodes Numeérics: Errors ©050) 77/101




Exemple: cos(cos(/x)) (cont.)

Finalment,

fl (cos(cos v/x)) < cos (cosv/x + ¢p(x)es) (1 + 5ee)

(cos(cos v/x) — sin(cos v/x)¢(x)es + O(2)) (1 + 5es)

< cos(cos v/x) + | [sin(cos v/x)p(x)| + 5 |cos(cos f)‘]

= cos(cos v/x) [1 + (!tan cosv/x)p ‘ +5) 87}

on O(2) denota O ((tp(X)€5)2>

Com que 0 < x < 1, tenim: |\/>?| <
|sin /x| < 1. Per tant,

|[tan(cos v/x)p(x)| + 5 < |tan(1)(5 + 5) + 5| ~ 18.24 < 19.
Resumint: fl (cos(cos /X)) < cos(cos(ﬁ))(l +19¢),

i I'error relatiu acumulat és 19¢.

x| <1,i

Exemple: cos(cos(v/x)) 3/3
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Exemple combinant els errors a les operacions i la

propagacié d'errors a les dades

Volem fitar I'error relatiu comeés en avaluar
f(x) =4/3+ (Inx)?

tenint en compte els errors a les operacions. Suposem que els
errors relatius comesos en la representacié de nombres, operacions
aritmetiques, arrels quadrades i logaritmes estan fitats per ¢, 2¢, 3¢
i 5e, respectivament. A més, suposem que en mesurar x cometem
un error relatiu fitat per 4e.

Exemple combinant els errors a les operacions i la propagacié d'errors a les dades 1/7
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Exemple combinant els errors a les operacions i la

propagacié d’errors a les dades (cont.)

Si desenvolupem com feiem a la seccié anterior, quan consideravem
errors a les operacions obtenim:

fI(v/3 + (Inx)?)
= fI(3 + (In x)2)(1 + ds)
3+ ﬂ Inx 2))(1 + 54)(1 =+ 65)

34 (fI(Inx))2(1 + 83)) (L + 64)(1 + Js)

(
3+
[3 n ( (Infi(x))(1 + 52))2(1 n 53)} (1+ 6)(1 + 05)
[

3+ ((n(x(L 4 80)(1+ 8)))(1 + 8) e 93)| (1 + 64) (1 + 35)

N—

on [0 < 4 (mesura), |0s] < 2e¢ (producte),
[01] < e  (representacid), [0s] < 2¢  (suma),
62| < 5e (In), 10s| < 3e ()

Exemple combinant els errors a les operacions i la propagacié d'errors a les dades 2/7

Lluis Alseda Meétodes Numeérics: Errors @OS0 80/101




Exemple combinant els errors a les operacions i la

propagacié d’errors a les dades (cont.)

Per a acabar, hauriem de trobar § tal que
3+ (Inx)2)(1+4)

- \/[3 + ((|n(x(1 +60)(1+ 61)))(1 + 52))2(1 + 53)} (1+ 64)(1 + 65),

hauriem de fitar |§| en termes de les fites de les |d;|, i aquesta fita
seria la resposta.

Exemple combinant els errors a les operacions i la propagacié d'errors a les dades 3/7
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Exemple combinant els errors a les operacions i la

propagacié d’errors a les dades (cont.)

Una estratégia més senzilla és acumular aproximacions dels errors a
primer ordre usant la férmula de propagacio de I'error maximal.
Trenquem el calcul de f(x) en operacions elementals i considerem
els valors exactes i aproximats a cada etapa:

X = mesura(x), X0 = X,

3\(/1 = (Xo) X1 = X0 = X,

)?2 = (|nX1) X2 = |nx1 = Inx,

x3 = fI(x3), X3 = xp° = (Inx)?

X4 = (3—|—X3) x4 = 3+x3 = 3+(Inx)?
X5 = fl(v/xs), x5 = xa = +/3+(Inx)2

Se'ns demana donar un valor per £,(Xs, x5). Anem a trobar
progressivament: €,(Xo, X0), €,(X1, x1), £-(X2, X2),. . .

Exemple combinant els errors a les operacions i la propagacié d'errors a les dades 4/7
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Exemple combinant els errors a les operacions i la

propagacié d’errors a les dades (cont.)

@ Sigui dp = e,(mesura(x)), d'on mesura(x) = x(1 + dp), per a
|0p] < 4e. Aleshores,

er(X0,%) = er(x(1+6),x) = 4e.
@ Sigui 81 = e (fl(X0), x0), d’on fl(X0) = Xo(1 + 61), per a |d1| < e.
Aleshores

€r()~<1,X1) = E,()?o(l-f—(sl),x()).
= (%0, %) +er(l4+61,1) = de+e = be.

Exemple combinant els errors a les operacions i la propagacié d'errors a les dades 5/7
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Exemple combinant els errors a les operacions i la

propagacié d’errors a les dades (cont.)

@ Sigui 02 = e,(fl(Inx1),Inx1), d'on fl(InX1) = In X1 (1 + d), per a
|02] < 5e. Aleshores,

er(xe, %) = g,( (Inx1),In x1)
= & (Inxl (1+d2), Inx1)
= (Inxl,lnx1)+5,(1+52,1) (6)
x| 1
= bl er(x1,x1) +5e = ( +1)5€
[In Xl\ | In x|

Noteu que, a (6), el primer terme correspon a la propagacié de
I'error acumulat (&,(x1, x1)), mentre que el segon terme és el nou
error introduit degut a I'avaluacié del logaritme en punt flotant.

Exemple combinant els errors a les operacions i la propagacié d'errors a les dades 6/7
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Exemple combinant els errors a les operacions i la

propagacié d’errors a les dades (cont.)

@ Sigui 63 = e,(fl(x3,x3)), d'on fI(x2) = X3(1 + &3), |03 < 2e.

Aleshores,
er(xa,x3) = & (fI(35),%%) = &(B(1+d),%)
= &(5,3) +e,(1+433,1) (7)
= 7|X2|2|X2|5r(x2,x2)+25 = 2(i+1)5e+25
[x2|2 [ In x|
12|In x| + 10
B In x|

A (7) el primer terme correspon a la propagacié de |'error acumulat
(er(X2,x2)), i el segon és I'error introduit pel producte.
Si continuem el procés, acabem amb

_ 12 + 5/ In x| + 10| In x|?
£, %5) = 34 |Inx|?

)

que és el que se’'ns demanava.

Exemple combinant els errors a les operacions i la propagacié d'errors a les dades 7/7
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Algorismes estables i inestables. Problemes mal
condicionats

Definicié

Direm que un algorisme és numéricament inestable quan petites
pertorbacions dels resultats inicials produeixen una gran diferéncia
en el resultat final. Aixo el fara inservible des del punt de vista
numeric, donat que amplificara de manera sistematica els errors de
les dades inicials.
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Exemple d'algorisme numericament inestable

Considerem la familia d’integrals
1

E, = / x"e* Ldx.
0

Més endavant veurem metodes per a aproximar integrals definides,
pero ara volem fer una cosa més senzilla i més eficient: integrant
per parts, es veu de seguida que

E,=1-nE, 1,

i és immediat calcular que

1
Ep :/ el=1—¢1
0

Aix0 suggereix el segiient procediment per trobar Ej:
Ep:=1—¢!
Vi=1=+n
Ei:=1—IiE_4

Exemple d'algorisme numeéricament inestable 1/6
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Exemple d'algorisme numeéricament inestable (cont.)

Suposem que volem trobar Eg. Prenem una calculadora i treballem
amb 6 xifres decimals:

n E, n E,

0| 0.632121 5 0.145480
1] 0.367879 6 0.127120
2 | 0.264242 7 0.110160
310.207274 8 0.118720
4 1 0.170904 9 | —0.0684800

Obtenim Eg negatiu, mentre que hauria de ser positiu, donat que
estem integrant coses positives. Per tant, Eg no té cap xifra
significatival

Exemple d'algorisme numeéricament inestable 2/6
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Exemple d'algorisme numeéricament inestable (cont.)

Ara farem una analisi de |'error que ens permetra predir aquest
comportament per després corregir-lo. Suposem que les operacions
sén exactes (o dit altrament, donat que el nombre d'operacions
que fem és de 'ordre de desenes, els errors introduits sén
menyspreables al costat dels errors que estem observant), I'tinica
font d'error és I'error de representacié d'Eg, que és

e =441 x107",

de manera que no comencem amb Eg sind amb Eg = Ep + e, |
llavors anem fent E; = 1 — /E;_1. Si anomenem ¢; |'error en el
calcul d'E;, tenim inductivament

e,':E,'—E,':].—I'E,',l—( IE 1)——( ,,1—E,1):—ie,-,1.
Observem que a cada pas |'error es multiplica per i.

Exemple d'algorisme numeéricament inestable 3/6
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Exemple d'algorisme numeéricament inestable (cont.)

Aixi,
en=—ne,_1=n(n—1)ep,_o=---=(—1)"nley
d'on ey = 9ley = 3.63 x 105 x 4.41 x 10~7 = 1.61 x 101, que fa

que l'error relatiu d'Eg sigui de I'ordre de la unitat i per tant
perdem totes les xifres significatives.

Per a arreglar-lo, observem que, si iterem cap a enrere, |'error
disminueix en comptes d'augmentar. En efecte, la recurréncia
endarrere ens queda:

1—-E;
Ei1= 3

i, per les integrals aproximades,

~ 1— E
Ei_1= L

Exemple d'algorisme numeéricament inestable 4/6
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Exemple d'algorisme numeéricament inestable (cont.)

Llavors, I'error a la integral i ens queda:

ei-1=E_1—E_1= — = =——.

Com que E, = E, + e, I'error a la integral n, que és la que volem
calcular, ens queda:

oo Gl _ ez (D)l
"TTh+l (n+1)(n+2) (n+ k)1 "t

Per tant, per a calcular E;, amb precisié, n’hi ha prou d’escollir
Enik (i per tant e,1«) de manera que, en iterar enrere k vegades,
el factor 0 hagi eliminat e, «.

n!
n+k)!

Exemple d'algorisme numeéricament inestable 5/6
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Exemple d'algorisme numeéricament inestable (cont.)

Per a fer aixo, observem que E,x < Epyk—1 <--- < Epdon, si
prenem E,, = 0, tindrem |e 1| = ‘ ntk — En+k‘ = |Ep1k| < Eo,
i, per tant,

e < 1 _(1—e7L).
(n+ k)!

Aixi, per trobar Eg amb 6 digits, podem prendre k = 7, donat que

9! _
leo] < (9+7)I(1—e 1) = 1.096 x 1078
Els iterats donen: B ~
n ‘ E, n ‘ E,

15 00625000 11 | 0.0773523
14 | 0.0625000 10 | 0.0838771

16 12 | 0.0717720
13 | 0.0669643 9 | 0.0916123

El valor d’Eg amb 11 decimals correctes és 0.09161229299.

Exemple d’algorisme numéricament inestable 6/6
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Problemes ben i mal condicionats

Com hem vist a I'exemple anterior, quan tenim un algorisme
numericament inestable per resoldre un determinat problema, hem
de mirar de modificar-lo per desfer-nos de la inestabilitat.

Pot passar que, per a un determinat problema, petites variacions
en les dades d'entrada produeixin grans variacions en els resultats
finals, independentment de |'algorisme emprat en la seva resolucid.
En aquest cas parlarem de problemes mal condicionats.

A continuacié veurem un exemple senzill de problema mal
condicionat.
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Un sistema lineal mal condicionat

Considerem el sistema
x 4+ ay =1
ax + y =0

X(Oé) = 1—1a2 }/(06) = T 1_a2?

que té per solucié
amb o =141073.

vermell: « =1+ 103

blau: a=1-10"3

Un sistema lineal mal condicionat 1/2
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Un sistema lineal mal condicionat (cont.)

Anem a calcular el nombre de condicio de x:
2a
Per « = 1+ 1073 tenim
2a 2

(1-a22|~ 4106

nombre de condicié =

1
= ~10°.
2

Es a dir, els errors s'amplifiquen en un factor de 500,000. Aixo
justifica que, amb variacions de 2 - 1073 a alpha, la solucié del
sistema passa de x ~ —500 a x ~ 500.

En canvi, si en lloc de voler calcular la solucié del sistema volem
1

caleular S(a) = x(a) + y(a) = 135
1

<+t
AS S (1+ )2

que és un calcul molt més fiable.

Un sistema lineal mal condicionat 2/2
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Exemple (Wilkinson, 1963)

Considerem el polinomi

p(x) = (x—=1)(x—2)...(x —19)(x — 20)
= x® 4 ax1 4 apx!® 4 a3x 4 .- + ap,

essent
a = —210, as = —1672280820,
a = 20615, :
a3 = —1256850, ay = 20!
a;, = 53327946,
té per arrels 1,2,...,20. Pertorbem-lo lleugerament i considerem

p(X) + 2723X19'

Exemple (Wilkinson, 1963) 1/5
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Exemple (Wilkinson, 1963) (cont.)

Aquest nou polinomi té arrels

1.00000, 6.00001, 10.09527 + 0.643501,
2.00000, 6.99970, 11.79363 = 1.65233i,
3.00000, 8.00727, 13.99236 - 2.51883i,
4.00000, 8.91725, 16.73074 + 2.81262i,
5.00000, 20.84691, 19.50244 -+ 1.94033i.

Veiem que un petit canvi (2723 ~ 1.192 x 1077) en el coeficient a;
ha causat que 10 zeros passin a ser complexos i dos d’ells estiguin
allunyats 2.8 unitats de I'eix real.

El problema no és d'inestabilitat numerica de |'algorisme emprat
per trobar els zeros (que no és el cas), siné de mal-condicionament
del problema.

Exemple (Wilkinson, 1963) 2/5
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Exemple (Wilkinson, 1963) (cont.)

Escrivim
p(X, a1) = X20 + c?1X19 + -+ ai19Xx + anp-
L'equacié
p(x,a1) =0
defineix x implicitament com a funcié d'a;. La seva derivada,

dx/da;, ens donara la variacié de les arrels de p(x) respecte del
coeficient a;. Per a trobar-les, derivem implicitament

d Op dx op
0 = — = —_——— R
da1 p(X, 31) ox da1 + 831’
d'on
dx _ —0p/da B —x19
daj lay=—210 Op/Ox laj=—210 2?21 J?gld.#i(x —J)

Exemple (Wilkinson, 1963) 3/5
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Exemple (Wilkinson, 1963) (cont.)

La sensibilitat de cada arrel respecte d'a; s'obté avaluant la
quantitat anterior a cada arrel, i.e.,

_I'19

. T 20 1720 S
a=—210px=i 3T T2y (i —J)

ox
831

Els valors sén:
i ] ox/oar]_; [ i | ox/0arl,_; | i | Ox/0a| . [| i | 0x/0a],_;

1| -82x10"® | 6 58x1071 || 11 | —46x 10" || 16 | 2.4 x 10°
2| 82x107" | 7| -25x%x10° 12| 20x10® || 17 | —1.9 x 10°
3| -1.6x10"° 8 6.0 x 10* 13 | —6.1 x 108 || 18 1.0 x 10°
4 22x 1073 9 | —8.3x 10° 14 1.3x10° || 19 | —3.1 x 10®
5] —6.1x10"* || 10 7.6 x 100 15 | —2.1 x 10° || 20 4.3 x 107

Es clar que, llevat de les primeres arrels, totes sén molt sensibles a
petites variacions d'a;.

Exemple (Wilkinson, 1963) 4/5
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Exemple (Wilkinson, 1963) (cont.)

D’aix0 se segueix que, tot i que p(x) tingui arrels enteres ben
facils, si proveu de determinar-les numéricament, els errors de
representacié dels coeficients (i.e., e-(fl(a1)),..., e (fl(ax)))
introduiran errors considerables en les arrels. Si us voleu
convencer, proveu de fer

expand(mul((x-i),i=1..20));
p:=evalf(%);
solve(p=0,x);

per diversos valors de Digits.

Exemple (Wilkinson, 1963) 5/5
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Errors i Bases

Errors

a

aQ

a2 — 12
(a+b)(a—0b)
a-+b

2b

2

b
ab
ab — b2

Why do programmers always

mix up Halloween and
Christmas?
Because Oct 31 = Dec 25

Hi ha 10 tipus de persones en
aquest mén: els que entenen

el binari i els que no.
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